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基于微分方程对称的分布参数系统稳态控制

魏 萍 1 丁 卯 1 左 信 1 罗雄麟 1

摘 要 应用对称群理论中经典对称, 以无穷小生成元为分析工具, 考虑分布参数系统的控制问题已有研究, 在此基础上, 本

文给出利用微分方程对称实现分布参数系统稳态控制的方法. 通过求解微分方程的对称, 借助其和无穷小生成元之间的关系,

研究给出符合控制目标稳态要求的分布参数系统边界控制条件. 针对两个例子, 说明了利用微分方程对称实现分布参数系统

稳态控制的过程, 设计了边界控制条件, 进行了仿真说明. 相较基于经典对称获得分布参数系统无穷小生成元的过程, 利用微

分方程对称, 避免了空间延拓过程, 并可能获得与其不同的无穷小生成元形式.
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Symmetry of Differential Equations
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Abstract The problem of controlling distributed parameter systems has been studied by infinitesimal generators based

on classical symmetry in some literature. Motivated by this, the symmetry of differential equations used to realize steady-

state control of distributed parameter systems is presented in the paper. After computing the symmetry of the differential

equations, the boundary control condition satisfying the control purpose can be obtained by the relationship between the

symmetry and infinitesimal generators. The steps to realize the steady-state control of distributed parameter systems are

described by two examples, and their effectiveness are shown by simulations. Compared with the process obtaining the

infinitesimal generators by classical symmetry, the infinitesimal generators can be obtained without space prolongation,

and some new type infinitesimal generators may be found in the process. Furthermore, the methods of designing steady-

state control law presented here provide a new branch for the research on controlling distributed parameter systems by

symmetry group.
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分布参数系统在实际生活中广泛存在, 建立其
数学模型及设计控制方案, 一直是国内外相关领
域学者的研究课题[1]. 边界控制是分布参数系统
控制中研究较为广泛的一个分支, 存在大量研究
成果[2−11]. 如 Ng 等利用无穷维线性状态空间表
示法考虑了一类具有时变项的反应扩散模型的最

优边界控制问题[2]; Alessandri 等通过有线维逼近
思想对 Burgers 方程设计了反馈最优控制方案[3];
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Smyshlyaev 等将 Backstepping 方法用于不稳定热
方程的边界控制中, 建立了一套控制理论[4−5], 并在
自适应边界控制领域做出了一系列成果[6−7]. 之后,
Liu 等和 Wu 等分别针对热方程的镇定问题和非
线性抛物型系统的指数稳定性进行了相关研究[8−9];
Cheng 等分析了一类含有参数变化和不确定边界的
不稳定热方程的滑动模态边界控制问题[10−11].

本文准备基于对称群理论研究分布参数系统边

界控制, 实现系统稳态的问题. 微分方程的对称群
(李群) 理论最早是由挪威数学家 SoPhus Lie 提出,
当前主要应用于求解微分方程的精确解[12−13]. 2000
年, Palazoǧlu 等提出了推广的不变性条件, 以及利
用对称群理论实现分布参数系统控制的思想[14]. 随
后, 又将该思想具体化, 采用经典对称, 以无穷小生
成元作为分析工具, 研究了分布参数系统控制的实
现问题[15]. 在此基础上, 文献 [16] 给出了利用无穷
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小生成元实现分布参数系统控制的具体步骤, 并研
究了 Burgers 方程的开环和闭环形式的边界控制.
本文通过求解微分方程的对称, 利用其和无穷

小生成元之间的关系, 研究实现分布参数系统稳态
控制, 设计边界控制律的方法. 微分方程的对称目前
也主要用于求解偏微分方程, 通过求解偏微分方程
的对称, 利用对称将偏微分方程约化为常微分方程
进而求得方程的解[12, 17−18]. 国内学者田畴等关于
微分方程的对称有着深入的研究, 相关结果是求解
偏微分方程精确解的一个重要分支[12, 17−18].

相较基于经典对称获得分布参数系统的无穷小

生成元过程, 利用微分方程对称, 可以略去系统的空
间延拓过程, 计算过程相对简化, 并可能获得不同形
式的无穷小生成元, 丰富了设计方案的选择性. 另
外, 本文对于一类分布参数系统, 给出了实现系统稳
态控制的设计方法, 详细分析了设计边界控制律的
具体实现过程, 丰富了基于对称群理论研究分布参
数系统控制的内容.
下面本文先研究微分方程对称与无穷小生成元

之间的关系; 然后, 对于一类分布参数系统, 给出基
于无穷小生成元实现分布参数系统稳态控制, 设计
边界控制律的具体过程; 最后, 针对两个具体例子设
计符合控制目标要求的边界控制条件, 并进行仿真
说明.

1 关于对称

基于微分方程对称的分布参数系统边界控制设

计过程, 首先需求得系统方程的对称, 利用对称与无
穷小生成元之间的关系, 然后考虑边界控制条件的
设计问题.

1.1 定义

下面介绍微分方程对称的定义, 详细描述见文
献 [12].
考虑偏微分方程

ut = K (x, t, u, ux, uxx, · · ·) (1)

其中, x, t 是自变量. 设 M 是全体连续可微函数

u (x, t) 的集合, G = {gε |ε ∈ R} 是作用于M 上的

一个单参数变换群, 即

gε : u → ū = ū(u, ε)

且 g0u = u, 即 ū(u, 0) = u. 则 gεu = ū 是M 中过

u 的一条曲线, 记 σ (u) 是曲线在 u 的切向量, 则

dū

dε
|ε=0 = σ (u)

是M 上与 G 相对应的向量场. 由

ū (u, ε) = u + ε
dū

dε
|ε=0 + · · · = u + εσ (u) + · · ·

(2)

方便起见, 记 K (ū) = K(x, t, u, ux, uxx, · · · ) |u=ū ,
则

K (ū) = K (ū) |ε=0 + ε
dK (ū)

dε
|ε=0 + · · · (3)

由 K (ū) |ε=0 = K (u), 以及
dK (ū)

dε
|ε=0 =

d
dε

K (u + εσ) |ε=0 = K ′ (u)
dū

dε
|ε=0 = K ′ (u) σ, 其

中K ′ (u) σ 是K (u) 对 u 沿 σ (u) 方向的方向导数
(简记为K ′σ)

K ′σ =
∂K

∂u
σ +

∂K

∂ux

σx +
∂K

∂uxx

σxx + · · · (4)

故

K (ū) = K (u) + εK ′σ (u) + · · · (5)

由不变群的定义, 如果有 ut = K (u) 成立, 则 ūt =
K (ū) 成立. 结合式 (2) 和式 (5), 即

dσ(u)
dt

= K ′(u)σ(u)

简记为
dσ

dt
= K ′σ. 于是给出对称定义如下:

定义 1. gε 是方程 (1) 的单参数不变群, σ (u)

是与之相对应的向量场, 且
dσ

dt
= K ′σ, 其中 u 是方

程 (1) 的解, 那么, 将这样与方程的单参数不变群相
对应的向量场 σ (u) 称为该方程的一个对称[12].

1.2 求解微分方程的对称

考虑方程

ut = K (x, t, u, ux, uxx, · · ·)
设方程的一个对称 σ 的表达式为

σ = a (x, t) ux + b (x, t) ut + c (x, t) u + d (x, t)

则

σt = auxt + atux + butt + btut + cut + ctu + dt =
auxxx + atux + buxxt + btut + cuxx + ctu + dt

σx = auxx + axux + buxt + bxut + cux + cxu + dx
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σxx = auxxx + 2axuxx + axxux+
buxxt + 2bxuxt+
bxxut + cuxx + 2cxux + cxxu + dxx

根据定义 1, σ 满足等式:

σt = K ′σ (6)

将系统方程 (1)、式 (4), 以及上述 σt、σx、σxx 的表

达式, 代入式 (6), 确定参数 a、b、c、d, 进而得到对
称 σ 的表达式.

1.3 对称与无穷小生成元之间的关系

接下来借助系统的对称群理论, 由对称 σ(u) 得
到系统的无穷小生成元 v. 对于一个单参数变换群
X̄XX = U(XXX, ε), XXX = (x, t, u), 将其在 ε = 0 展开,
则

X̄XX = XXX + ε

(
∂U

∂ε

∣∣∣∣ ε=0

)
+

1
2
ε2

(
∂2U

∂ε2

∣∣∣∣ ε=0

)
+ · · ·

记 η(XXX) =
(

∂U

∂ε

∣∣∣∣ ε=0

)
, 称 X̄XX = XXX + εη(XXX) 为该

变换群的无穷小变换, η(XXX) = (ξ(XXX), τ(XXX), φ(XXX))
为该变换群的无穷小, 而算子

v = ξ(XXX)
∂

∂x
+ τ(XXX)

∂

∂t
+ φ(XXX)

∂

∂u

称为该变换群的无穷小生成元. 关于无穷小生成元
的详细介绍, 可参考文献 [12−15].

从对称和无穷小生成元的定义不难看出, 对于
由方程 (1)的解 u = u(x, t)所构成的空间流形, v ·u
和 σ(u) 同样表示流形在 u 的切方向, 即如下关系成
立

σ(u) = v · u (7)

2 设计边界控制条件

确定了对称与无穷小生成元的关系后, 即可通
过对称 σ 获得相应的无穷小生成元 v, 从而利用推
广的不变性条件、输出条件、边界输入等, 确定边界
控制律的解析形式.

对于如下分布参数系统:




ut = K(x, t, u, ux, uxx, · · · ), a < x < b

u(a, t) = g(t)
F (x, t, u, ux)|x=b = 0
u(x, 0) = U0(x)

其中, x 是空间位置变量, t 是时间变量, u (x, t) 是
系统的状态变量. 研究问题是: 设计出合适的边界

控制条件 g(t), 实现系统输出符合给定的稳态控制
要求, 即对于某点 x̂ ∈ (a, b], limt→∞ u(x̂, t) = U∞,
U∞ 为设定的稳态目标值.
首先根据第 1.2 节和 1.3 节的描述, 确定基于微

分方程对称的无穷小生成元的基本形式:

v = ξ(x, t, u)
∂

∂x
+ τ(x, t, u)

∂

∂t
+ φ(x, t, u)

∂

∂u

设 u(x̂, t) = h(t), 根据推广的不变性条件和控制目
标, 有下式成立





Pr(n) v[F (x, t, u, ux)|x=b = 0] = 0
Pr(n) v[u(x̂, t) = h(t)] = 0
lim
t→∞

h(t) = U∞

(8)

由此, 确定符合系统输出目标要求的无穷小生成元,
即确定系数 ξ(x, t, u)、τ(x, t, u)、φ(x, t, u) 的具体
形式.
控制方式可以选择设计为开环控制形式或闭环

控制形式.
1) 如果设计开环形式的边界控制, 那么边界控

制形式为: u(a, t) = g(t), 由推广的不变性条件:

Pr(n)v[u(a, t) = g(t)] = 0 (9)

从中确定边界控制律 g(t).
2) 如果设计闭环形式的边界控制, 需选择反馈

环节, 不妨令: u(a, t) = g(t) = f(u(xc, t)), xc ∈
(a, b]. 这表明设置了 xc 处的状态反馈, f(·) 表示状
态反馈的函数关系. 由推广的不变性条件, 有

Pr(n)v[u(a, t) = f(u(xc, t)] = 0 (10)

从中确定边界控制律 g(t).
注 1. Pr(n) v 是无穷小生成元 v 的 n 阶延拓,

这里

Pr(n) v = v + φx ∂

∂ux

+ φt ∂

∂ut

+ φxx ∂

∂uxx

+

φxt ∂

∂uxt

+ φtt ∂

∂utt

+ · · ·

而实际上,由于式 (8)∼ (10)中一般不包含状态变量
关于位置变量和时间变量的导数项 (即 ux, ut, uxx,
· · ·), 故式 (8) 中

Pr(n)v[u(x̂, t) = h(t)] = 0 ⇔ v[u(x̂, t) = h(t)] = 0

式 (9) ⇔ v[u(a, t) = g(t)] = 0

式 (10) ⇔ v[u(a, t) = f(u(xc, t)] = 0
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注 2. 设计闭环形式的边界控制时, 可根据实
际的状态可测量情况, 设置反馈状态 u(xc, t) 的位置
xc, 这里, xc ∈ (a, b].
注 3. 尽管上述研究问题是对于某一点 x̂ ∈

(a, b], 实现 limt→∞ u(x̂, t) = U∞. 不过具体设计过
程中, 如果在保证式 (8) 成立情况下, 能够通过恰当
选择参数, 得到与 x̂ 无关的无穷小生成元, 那么可以
实现 ∀x ∈ (a, b], limt→∞ u(x, t) = U∞. 第 4.2 节即
利用这个性质实现了控制系统稳定性的要求.

3 实例研究和仿真验证

这里将利用微分方程的对称, 针对分布参数系
统进行边界控制律设计, 并通过仿真实验说明.

3.1 具有对流项的热传导方程

考虑一类分布参数系统, 如下:




ut = λ1uxx + λ2ux, 0 < x < 1, t > 0
u (0, t) = g (t) , t > 0
ux (1, t) = 0, t > 0
u (x, 0) = U0 (x) , 0 ≤ x ≤ 1

这是一种包含对流特性的热传导方程, 通常参数 λ1

表示传导特性系数, λ2 表示对流特性系数. 研究问
题是: 选取适当的边界控制律 g(t), 实现右端 x = 1
处, 系统状态 u (1, t) 稳定于 U∞.

设 σ 为系统状态方程 ut = λ1uxx + λ2ux 的一

个对称, 由定义 1 和式 (4) 联立可得对称条件式如
下:

σt = λ1σxx + λ2σx

将 σt、σx、σxx 的表达式代入上式, 求解得该对称的
表达式为

σ = (c1x + c3t + c4) ux + (2c1t + c2) ut+
c3x + c1λ2x + λ2 (c3t + c4) + c1λ

2
2t

2λ1

u+

c5 (x + λ2t) + c6

其中, c1、c2、c3、c4、c5、c6 是待定常数. 根据对称
和无穷小生成元之间的关系式 (7), 即无穷小生成元
系数的基本形式为




ξ = c1x + c3t + c4

τ = 2c1t + c2

φ =
(c3 + c1λ2) x + c1λ

2
2t + λ2 (c3t + c4)

2λ1

u+

c5 (x + λ2t) + c6

由式 (8):
(

v + φx ∂

∂ux

)
[ux(1, t) = 0] = 0 ⇔ φx|x=1 = 0

从而

c3 + c1λ2

2λ2

u(1, t) + c5 = 0 (11)

设 h (t) = u (1, t), 由 v[h (t)] = v[u (1, t)] 得:

dh

dt
=

c3 + c1λ2 + (c1λ
2
2 + λ2c3) t + λ2c4

2λ1 (2c1t + c2)
h+

c5 (1 + λ2t) + c6

2c1t + c2

为保证 limt→∞ u (1, t) = U∞, 需 limt→∞
dh

dt
= 0成

立. 在上式两边取极限, 可知:

lim
t→∞

dh

dt
= 0 ⇔

{
c1λ2 + c3 = 0
c5 = 0, c1 6= 0

(12)

则
dh

dt
=

λ2c4

2λ1 (2c1t + c2)
h +

c6

2c1t + c2

, 从而

h (t) = K1 (2c1t + c2)

λ2c4

4c1λ1 − 2λ1c6

λ2c4

其中 K1 为常数. 为保证 limt→∞ h(t) = U∞, 需以
下条件成立:

c1 > 0, c2 > 0,
λ2c4

4c1λ1

< 0, −2λ1c6

λ2c4

= U∞

假设 λ1 = 1, λ2 = 2, 结合式 (11) 和 (12), 本着方
便原则不妨选取其他参数如下:

c1 = 1, c2 = 1, c3 = −2, c4 = −2, c6 = 2U∞

则符合系统要求的无穷小生成元系数如下:




ξ = x− 2t + 2
τ = 2t + 1
φ = −2u + 2U∞

注 4. 在本例中, 控制目标是要求实现在 x = 1
处, 实现状态变量稳定于 U∞. 所以在求解无穷小
生成元的过程中直接令 x̂ = 1, 没有考虑无穷小生
成元是否和 x̂ 有关. 事实上, 按照本例对无穷小生
成元相关系数 λi (i = 1, 2), ci ( i = 1, 2, · · · , 6)
的选择, 即便将变量 x̂ 代入, 也可以得到上述形式
的无穷小生成元. 所以实际上对于本例可以实现
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limt→∞ u (x, t) = U∞, 关于这点从下面的仿真数据
和图像上可以看出.

1) 设计开环控制形式. 式 (9) 变化为

v[u (0, t)] = v[g (t)]

求解可得控制律如下:

g (t) = k1 (2t + 1)−1 + U∞

k1 为常数. 由 u (x, 0) = U0 (x), 则 g (0) = U0 (0),
即确定 k1 = U0 (0) − U∞. 设 U0 (x) = e−x,
U∞ = 2, 则 k1 = −1 时, 能实现在 x = 1 处,
limt→∞ u (1, t) = 2, 有图 1 所示的曲线变化. 由曲
线图可见, 在 x = 1 处的状态变量从初始值开始上
升并无限趋近于控制目标值. 图 2 是系统的状态变
化图.

2) 设计闭环控制形式. 在系统右端设置反馈环
节, 即

u (0, t) = f (u (1, t))

由式 (10)

v[u (0, t)] = v[f (u (1, t))]

从而可得:

u (0, t) = k2 (u (1, t)− U∞) + U∞

其中 k2 为常数. 同样设 U0 (x) = e−x, U∞ = 2, 则
k2 = 1/(2 − e−1), 控制效果仿真如图 3 和 4 所示.
从仿真数据和效果图 1∼ 图 4 可以看到, 相比较而
言, 在刚开始一段时间, 闭环控制的收敛速度慢于开
环控制. 不过闭环控制能最终达到并稳定于设定的
控制目标值, 而开环控制只能实现系统状态逐渐趋
近, 很难在有限时间内达到目标值.

图 1 开环控制下 u(1, t) 的曲线

Fig. 1 The plot of u(1, t) in open-loop control

图 2 开环控制下 u(x, t) 变化图

Fig. 2 The plot of u(x, t) in open-loop control

图 3 闭环控制下 u(1, t) 的曲线

Fig. 3 The plot of u(1, t) in closed-loop control

图 4 闭环控制下 u(x, t) 变化图

Fig. 4 The plot of u(x, t) in closed-loop control

3.2 具有不确定控制系数和边界扰动的热方程

考虑一种具有不确定控制系数和边界扰动的热

方程[19].
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



ut = uxx, 0 < x < 1, t > 0
ux (0, t) = 0, t > 0
u (1, t) = bg (t) + d (t) , t > 0
u (x, 0) = U0 (x) , 0 ≤ x ≤ 1

其中, g(t) 是系统的控制输入; b 称为控制系数, 用
来表示热交换过程中不可避免的热量损失; d(t) 是
边界扰动, 可看作是在端点 x = 1 处输出或输入的
热流, 满足假设

∫ +∞

0

d2(t)dt < ∞

这里控制输入从 x = 0 变为 x = 1, 并且考虑了控制
系数 b 和边界扰动 d(t) 这两项不确定因素.

研究问题是: 利用微分方程的对称来选取适当
的边界控制律 g(t), 实现对任意 x ∈ (0, 1), 系统状
态 limt→∞ u (x, t) = 0.
若不考虑不确定因素 b 和 d(t), 即假设系统输

入端方程为 u (1, t) = g (t). 利用微分方程对称得到
的无穷小生成元的参系数的基本形式为





ξ = c1x + c4t + c5

τ = 2c1t + c2

φ =
1
2
c4xu + c3u + c6x + c7

由

(
v + φx ∂

∂ux

)
[ux(0, t) = 0] = 0, 可得:

1
2
c4u (0, t) + c6 = 0

由 v[u (x̂, t)] = v[h (t)], 可得

h (t) = K2 (2c1t + c2)
c3+

c4

2
x̂

2c1 +
c6x̂ + c7

−c4

2
x̂− c3

(13)

另外需满足对于任意点, h(t) 稳定于 0. 不妨取参数
c1 = c2 = 1, c3 = −1, c4 = c6 = c7 = 0, 则符合系
统要求的无穷小生成元系数有如下形式:





ξ = x + c5

τ = 2t + 1
φ = −u

注 5. 在本例中, 控制目标是要求实现对任
意 x ∈ (0, 1), limt→∞ u (x, t) = 0. 在求解无穷
小生成元的过程中, 通过恰当选择参数 ci ( i =
1, 2, 3, 4, 6), 使得式 (13) 符合条件且和 x̂ 无关, 才
可能进一步得到满足控制目标要求的边界控制条件;

否则, 不能实现对任意 x ∈ (0, 1), limt→∞ u (x, t) =
0 的控制目标要求, 只能实现对于某一确定赋值的
点 x̂ 处的状态稳定效果.
由 v[u (1, t)] = v[g (t)], 可得控制律

g (t) = k3 (2t + 1)−
1
2 (14)

其中, k3 为常数. 考虑初始条件 u (x, 0) = U0 (x),
即确定 k3 = U0 (1).
考虑与文献 [19] 相同的初始条件, 令 U0 (x) =

x2,即 k3 = 1时,能实现对任意 x̂, limt→∞ u (x̂, t) =
0, 控制效果仿真如图 5 所示.

图 5 控制效果仿真图

Fig. 5 The control plot of u(x, t) without uncertainties

现在分析存在控制系数和边界扰动的情况 (参
考文献 [19]), 取 d (t) = 2/(t + 1). 应用不变性条件
约束 u (1, t) = bg (t) + d (t), 得:

(
1
2
c4 + c3

)
(bg + d) + c6 + c7 =

(2c1t + c2) (bgt + dt)

代入 g (t) = (2t + 1)−
1
2 和 d (t) = 2/(t + 1), 为保

证上式成立, 不妨令




b

(
1
2
c4 + c3

)
(2t + 1)−

1
2 =

−b (2c1t + c2) (2t + 1)−
3
2(

1
2
c4 + c3

)
d + c6 + c7 =

−2 (2c1t + c2)
(t + 1)2

由第一个方程可得:

c1 = c2 = 1,
1
2
c4 + c3 = −1

代入第二个方程, 可得:

− 2
t + 1

+ c6 + c7 =
−2 (2t + 1)

(t + 1)2
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令 t →∞, 则 c6 + c7 = 0.
对于输出

h (t) = K3 (2c1t + c2)
c3+

c4
2 x̂

2c1 +
c6x̂ + c7

−c4

2
x̂− c3

若对于任意点, 要求 h(t) 稳定于常值. 也就是, 需要
c3 + c4x̂/2 < 0, 且 (c6x̂+ c7)/(−c4x̂/2− c3) 是定值
即可.通过恰当选取参数值可以实现 c3 +c4x̂/2 < 0,
而由

c6

−c4

2

=
c7

−c3

=
c6 + c7

−c4

2
− c3

= 0

可以表明, (c6x̂ + c7)/(−c4x̂/2− c3) 恒等于 0.
由此可见, 若存在未知控制系数 b 和边界扰动

d (t) = 2/(t + 1), 取控制输入: g (t) = (2t + 1)−
1
2 ,

则系统输出仍能稳定于 0. 假设 b = 0.9, 有如图 6
所示的控制效果.

图 6 存在控制系数和边界扰动的控制效果仿真图

Fig. 6 The control plot of u(x, t) with uncertainties

本例的后半部分, 主要是通过分析方法说明在
边界控制律不变的情况下, 加入控制系数和边界扰
动, 系统状态仍然能稳定于零. 对比仿真图看到, 虽
然图 5 和图 6 最终状态都趋于零, 不过图 6 中系统
状态在开始处的一段时间内变化更为剧烈, 这主要
是加入边界扰动的缘故.

4 结论

在对称群理论的基础上, 提出了基于微分方程
对称实现分布参数系统稳态控制的边界控制条件的

设计方法, 并针对两个具体例子, 分析了边界控制律
的设计过程.
基于对称群理论研究分布参数系统控制, 不需

要限制系统的类型, 理论上适用于任意的分布参数
系统. 不过, 在具体应用时能否找到符合系统边界条

件, 以及控制目标要求的对称群 (用无穷小生成元表
示), 具有一定的不确定性. 因此, 深入研究对称群理
论, 结合于分布参数系统控制很有必要. 另外, 在确
定无穷小生成元的具体形式时, 选取参数有很大的
自由度, 如何能够恰当地选取参数值, 也即参数选取
不同对控制效果的影响, 是值得进一步研究的课题.
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