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小数据集条件下基于双重约束的

BN参数学习

郭志高 1 高晓光 1 邸若海 1

摘 要 针对小数据集条件下的贝叶斯网络 (Bayesian network, BN)

参数学习问题,提出了一种基于双重约束的贝叶斯网络参数学习方法. 首

先, 对网络中的参数进行分析并将网络中的参数划分为: 父节点组合状态

相同而子节点状态不同的参数和父节点组合状态不同而子节点状态相同

的参数; 然后, 针对第一类参数提出了一种新的基于 Beta 分布拟合的贝

叶斯估计方法, 而针对第二类参数利用已有的保序回归估计方法进行学

习, 进而实现了对网络中参数的双重约束学习; 最后, 通过仿真实例说明

了基于双重约束的参数学习方法对小数据集条件下贝叶斯网络参数学习

精度提高的有效性.

关键词 贝叶斯网络, 参数学习, 小数据集, Beta 分布, 保序回归

引用格式 郭志高, 高晓光, 邸若海. 小数据集条件下基于双重约束的

BN 参数学习. 自动化学报, 2014, 40(7): 1509−1516

DOI 10.3724/SP.J.1004.2014.01509

Learning Bayesian Network Parameters

under Dual Constraints from
Small Data Set

GUO Zhi-Gao1 GAO Xiao-Guang1 DI Ruo-Hai1

Abstract In this paper, a novel dual constraints based param-

eter learning algorithm is presented to overcome the problem of

Bayesian network (BN) parameter learning from small data sets.

First, the parameters in the network are analyzed and classified

into classes as follows: parameters referring to different child

states sharing the same parent configuration state and param-

eters referring to different parent configuration states sharing

the same child state. Then, a novel beta distribution approxi-

mation based Bayesian estimation method is proposed, which is

suitable for the learning of the first category parameters. Mean-

while, previously proposed isotonic regression estimation method

is employed to compute the second category parameters. Finally,

simulations demonstrate the effectiveness of the proposed algo-

rithm on improving the precision of Bayesian network parameter

learning from small data set.
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贝叶斯网络 (Bayesian network, BN) 是表示随机变量

间依赖和独立关系的网络模型[1], 由节点集、有向边集和条

件概率分布集组成. 其中, 节点表示随机变量, 有向边表示
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变量间的依赖关系, 条件概率分布表示变量间的依赖程度.

现实生活中的许多实例如医疗诊断[2]、故障诊断[3]、音频识

别[4]、目标识别[5]、行为识别[6]、视频跟踪[7]、智能控制[8] 等

都可以通过 BN 进行建模. 由于具有较强的直观性, BN 已逐

渐成为不确定性分析的重要工具并引起了国内外学者的广泛

关注. BN 的学习包括结构学习和参数学习. 通常来说, 要构

建一个 BN 须咨询相关领域的专家, 以获取该领域的经验知

识. 事实上, 对于一个领域专家来说, 他 (或她) 能够更容易

并且可靠地确定一个 BN 的网络结构[9], 而很难给出具体参

数[10]. 如果能够获得充足的样本数据, 那么利用经典的最大

似然估计 (Maximum likelihood estimation, MLE) 方法, 就

能够比较容易且准确地估计出 BN 参数. 但不幸的是, 从某

些系统中获取大量样本数据非常困难或者代价十分昂贵, 如

医疗诊断系统中的病例数据、金融操作风险管理系统中的案

例数据、空战态势评估系统中的空战数据、航空发动机故障

诊断系统中的发动机故障数据等. 在这种情况下, 由于所能

获得的样本数据往往很少, 因而无法精确估计出 BN 中的参

数. 而对 BN 而言, 不准确的 BN 参数将导致 BN 推理的结

果差强人意, 甚至违背常理. 所以, 一直以来, 提高小数据集

条件下 BN 参数学习的精度是一个受到广泛关注的问题.

领域专家虽然很难给出精确的网络参数, 却能够比较容

易地给出网络中相关节点之间的关系信息, 即约束信息[9, 11].

而事实上, 专家提供的这些约束信息比具体的参数信息拥有

更好的鲁棒性. 迄今为止, Wittig 等[12] 已经证明了利用 BN

中的约束信息不仅可以提高 BN 参数估计特别是小数据集条

件下的参数估计的精度, 而且利用约束信息学习得到的 BN

可以得到更加合理的推理结果, 也因此更加容易被人们接

受. 目前, 众多学者已经利用约束信息对小数据集条件下 BN

参数学习开展了若干研究并取得了一些成果. 例如, Wittig

等[12] 利用定性影响约束进行 BN 参数学习, 该方法首先构

建定性影响约束模型, 然后利用定性影响约束构造惩罚函数,

并将最大熵函数与惩罚函数相结合构造目标优化函数, 最后

利用梯度搜索算法求解参数. Altendorf 等[13] 利用定性影

响约束进行 BN 参数学习, 不同之处在于, 该方法在构建定

性影响约束模型并将利用定性影响约束转化得到的惩罚函

数与最大熵函数结合构建优化函数后, 利用 APN (Adaptive

probabilistic networks) 算法进行求解. Feelders 等[14] 利用

定性影响约束进行 BN 参数学习, 不同的是, 该方法首先利

用最大似然估计进行 BN 参数学习得到初始参数; 然后, 根

据网络节点之间存在的定性影响构造参数之间的序约束; 最

后, 利用保序回归算法校正初始参数使得参数满足序约束.

Niculescu 等[15] 将定性影响约束加到 BN 参数学习中, 该方

法首先构建定性影响约束模型, 然后通过拉格朗日乘子将定

性影响约束和最大熵函数结合起来, 通过求极值的方法求取

BN 参数. Campos 等[16] 利用协同约束进行 BN 参数学习,

该方法首先构建协同约束模型;然后,将最大熵函数与协同约

束相结合构造多线性规划问题;最后, 利用MINOS工具箱进

行求解. de Campos 等[17] 利用非单调性约束进行 BN 参数

学习, 该方法首先构建非单调性约束模型; 然后, 将最大熵函

数与非单调性约束结合构造凸优化问题; 最后, 利用 Mosek

工具箱进行求解. de Campos 等[18] 利用定性影响约束进行

BN 参数学习, 该方法首先构建定性影响约束模型; 然后, 将

定性影响约束与最大熵函数结合构造凸优化问题; 最后, 利

用凸优化工具箱进行求解. Isozaki 等[19] 利用规范性约束进

行 BN 参数学习, 该方法首先将包含 KL (Kullback-Leibler)

距离和熵函数的最小自由能函数作为目标优化函数; 然后,
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通过拉格朗日乘子将最小自由能函数与规范性约束结合起

来, 通过求极值的方法求取参数. Liao 等[20] 利用定性影响

约束进行 BN 参数学习, 该方法首先构建定性影响约束模型;

然后, 引入权重将约束与最大熵函数结合起来; 最后, 利用改

进 EM 算法进行参数求解. Chang 等[21] 利用竞争性约束进

行 BN 参数学习, 该方法首先利用拒绝 –接受采样法抽取满

足约束的参数; 然后, 用随机抽样数乘以参数以获取虚拟统

计数据; 最后, 利用贝叶斯估计方法将真实统计数据和虚拟

统计数据相结合学习得到 BN 参数.

仔细分析可以发现: 已有文献都是基于单一约束的 BN

参数学习, 而单一约束对参数的约束力有限, 进而不能最大

程度地提高参数学习的精度. 针对上述问题, 本文提出将网

络中的参数划分为: 父节点组合状态相同而子节点状态不同

的参数和父节点组合状态不同而子节点状态相同的参数. 然

后, 对上述两类参数分别进行约束学习. 具体来说: 针对第一

类参数利用一种新的基于 Beta 分布拟合的贝叶斯估计方法

进行约束学习, 针对第二类参数利用一种已有的保序回归估

计方法[14] 进行约束学习, 实现了小数据集条件下 BN 参数

的双重约束学习. 实验结果表明: BN 参数的双重约束学习

使学习得到的 BN 参数, 特别是小数据集条件下学习得到的

BN 参数精度有了较大的提高.

本文的组织结构如下: 第 1 节, 简要介绍了 BN 的相关

理论; 第 2 节, 详细介绍了基于双重约束的 BN 参数学习方

法; 第 3 节, 仿真验证了本文方法对 BN 参数学习精度提高

的有效性; 第 4 节, 简要总结了本文的工作.

1 相关理论

1.1 贝叶斯网络

一个 BN 可以定义为一个二元组 B = (G, θ), 其中

G = (X, A) 为一个有向无环图, θ = (θ1, θ2, · · · , θN ) 为

网络的参数集合, X = {X1, X2, · · · , XN} 表示节点变量集
合, Xi 表示第 i 个节点变量, A = [aij ]N×N 为节点之间的有

向弧集合, aij 表示变量Xi 和Xj 之间的依赖关系Xj → Xi,

θi = p(xi|xπ(i)) 表示节点 Xi 的父节点 Xπ(i) 的组合状态为

xπ(i) 的情况下, 节点 Xi 的状态为 xi 的条件概率.

一个 BN 用网络结构 G 和网络参数 θ 确定了网络中节

点 X 的联合概率分布 Pr(X). 具体来说, Pr(X) 可以表示为

Pr(X) =

N∏
i=1

θi =

N∏
i=1

p(xi |xπ(i)) (1)

1.2 贝叶斯网络参数学习

BN 参数学习是指在 BN 结构已知的情况下, 通过统计

方法从样本数据集中估计网络参数的过程. 设 n(xπ(i)) 表示

样本数据集中节点Xi 的父节点Xπ(i) 的组合状态为 xπ(i) 的

样本数目; n(xi, xπ(i)) 表示样本数据集中节点 Xi 状态为 xi

同时父节点 Xπ(i) 组合状态为 xπ(i) 的样本数目. 根据马尔

科夫独立性, BN 参数学习问题可以分解为不同节点与其父

节点之间的参数学习问题. 参数 p(xi|xπ(i)) 的最大似然估计

方法公式为

p(xi |xπ(i)) =
n(xi, xπ(i))

n(xπ(i))
(2)

这种估计由于使得在给定数据集的情况下 BN 参数 p 的对数

似然函数值 `(p|D) 最大, 而被称作最大似然估计方法.

`(p|D) =

N∑
i=1

∑
xi,xπ(i)

n(xi, xπ(i)) log p(xi |xπ(i)) (3)

2 小数据集条件下基于双重约束的 BN参数学习
方法

针对一个由 N 个变量 X = {X1, X2, · · · , XN} 组成的
贝叶斯网络, 设:

1) 节点 Xi 共有 ri 个状态值且状态值集合为 χi =

{x1
i , x

2
i , · · · , xri

i };
2) 节点 Xi 共有 pi 个父节点且父节点集为 Xπ(i) =

{X1
π(i), X

2
π(i), · · · , Xpi

π(i)};
3) 节点 Xi 的第 j 父节点 Xj

π(i) 有 dj
π(i) 个状态值且状

态值集合为 χj
π(i) = {x1

π(i),j , x
2
π(i),j , · · · , x

d
j
π(i)

π(i),j};
4) 节点 Xi 的父节点有M = d1

π(i) × d2
π(i) × · · · × dpi

π(i)

种组合状态值且组合状态值集合 χπ(i) = ×pi
j=1χ

j
π(i) =

{X1
π(i), X

2
π(i), · · · , XM

π(i)}.
2.1 网络中参数的划分

在进行 BN 参数学习之前, 首先对网络中的参数进行分

析和分类. 经过分析发现 BN 中的参数可以分成两类: 1) 父

节点组合状态相同而子节点状态不同所对应的参数, 这类参

数满足参数之和为 1 的特性; 2) 父节点组合状态不同而子节

点状态相同的参数, 这类参数并不满足参数之和为 1 的特性.

以图 1 为例, 图中 θi1l, θi2l, θi3l, · · · , θiril 为父节点组合

状态相同子节点状态不同时的参数 (即第一类参数), 它们的

具体大小分别为

θi1l = p(xi = x1
i |xπ(i) = Xl

π(i))

θi2l = p(xi = x2
i |xπ(i) = Xl

π(i))

θi3l = p(xi = x3
i |xπ(i) = Xl

π(i))

...

θiril = p(xi = xri
i |xπ(i) = Xl

π(i))

其中, Xl
π(i) 为第 l 组父节点组合状态值.

图中 θik1, θik2, θik3, · · · , θikpi 为父节点组合状态不同子

节点状态相同时的参数 (即第二类参数), 它们的具体大小分

别为

θik1 = p(xi = xk
i |xπ(i) = X1

π(i))

θik2 = p(xi = xk
i |xπ(i) = X2

π(i))

θik3 = p(xi = xk
i |xπ(i) = X3

π(i))

...

θikpi = p(xi = xk
i |xπ(i) = Xpi

π(i))

其中, xk
i 为节点 Xi 的第 k 个状态值.
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图 1 BN 参数划分示意图

Fig. 1 Parameters classification in Bayesian network

注 1. 上述参数的划分方式是基于普适性的参数划分,

适用于所有贝叶斯网络. 在实际应用中, 领域专家并不需要

参与网络参数的划分, 而是由计算机按照上述划分方式自动

完成.

注 2. 除上述两类参数以外, 还存在另外两种情况: 第一

种情况, 父节点组合状态相同且子节点状态相同的参数; 第

二种情况, 父节点组合状态不同且子节点状态不同的参数.

其中: 1) 第一种情况的参数为同一个参数, 而同一个参数与

自身不具备可比性, 因而无法产生约束; 2) 第二种情况的参

数之间不存在任何联系, 同样不具备可比性, 因而无法产生

约束.

基于上述分类, 本文提出一种基于双重约束的参数估计

(Dual constrained estimation, DCE) 方法. 该方法的主要

思路为: 首先, 利用本文提出的基于 Beta 分布拟合的贝叶斯

估计方法对网络中父节点组合状态相同而子节点状态不同的

参数进行第一重约束学习; 然后, 利用保序回归估计方法[22]

对网络中父节点组合状态不同而子节点状态相同的参数进行

第二重约束学习, 进而完成对网络参数的双重交叉约束学习.

具体过程如下:

2.2 第一重约束学习:网络中父节点组合状态相同,子节点

状态不同的参数学习

定义 1. 如果网络中父节点组合状态相同而子节点状态

不同的参数 θi1l, θi2l, θi3l, · · · , θiril 满足:

θi1l < θi2l < · · · < θikl < · · · < θiril

则称 θikl 是关于 k 单调递增的; 反之, 则称 θikl 是关于 k 单

调递减的.

当参数 θikl 关于 k 单调递增时, 由参数的规范性和单调

性可得:

{
θi1l + θi2l + · · ·+ θiril = 1

θi1l < θi2l < · · · < θiril

⇒





0 < θi1l <
1

ri

θi1l < θi2l <
1− θi1l

ri − 1
...

θiril = 1−
ri−1∑
k=1

θikl

(4)

相反, 当参数 θikl 关于 k 单调递减时, 由参数的规范性

和单调性可得:
{

θi1l + θi2l + · · ·+ θiril = 1

θi1l > θi2l > · · · > θiril

⇒




0 < θiril < 1
ri

...

θi3l < θi2l <

1−
ri∑

k=3

θikl

2

θi1l = 1−
ri∑

k=2

θikl

(5)

这样就得到了每个参数的取值范围.

1) 当参数 θikl 关于 k 单调递增时, 参数 θikl 的约束学习

过程如下:

a) 当 k = 1 时, 在无任何其他先验的情况下, 我们可以

认为 θi1l 的取值服从均匀分布. 而由式 (4) 可知 θi1l 服从均

匀分布 U(0, 1/ri), 则由均匀分布期望和方差的计算方法可

以得到:





Eθi1l =
1

2ri

Dθi1l =
1

12r2
i

(6)

由于 Beta 分布便于处理, 所以我们用 Beta 分布

B(a1, b1) 逼近均匀分布. 为此, 我们将均匀分布与 Beta 分布

两者方差之间的距离最小作为目标函数, 期望值相等作为约

束, 得到 Beta 分布参数的获取方法:

min (DB1−Dθi1l)
2

s.t

{
EB1 = Eθi1l

a1 > 0, b1 > 0

(7)

其中, a1, b1 为 Beta 分布的两个参数, EB1 和 DB1 为 Beta

分布的期望和方差, 它们的大小分别为

EB1 =
a1

a1 + b1

DB1 =
a1 b1

(a1 + b1)
2(a1 + b1 +1)

(8)

将式 (6) 和 (8) 带入式 (7) 中可以得到如下目标优化问题:

min
( a1 b1

(a1 + b1)
2(a1 + b1 +1)

− 1

12r2
i

)2

s.t





a1

a1 + b1
=

1

2ri

a1 > 0, b1 > 0

(9)

求解上式可以得到 Beta 分布的参数 a1 和 b1, 然后, 将 a1 和

b1 作为先验虚拟样本数据加入到后验样本数据中由贝叶斯

估计公式:

θi1l =
Ni1l + a1

Nil + a1 + b1
(10)

计算得到约束条件下 θi1l 的参数值. 其中, Nil 代表样本数据

中节点 Xi 的父节点组合状态为 Xl
π(i) 的样本数量, Ni1l 代

表样本数据中节点 Xi 的状态为 x1
i 且其父节点组合状态为

Xl
π(i) 的样本数量.
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b) 当 1 < k < ri 时, 在无任何先验的情况下, 我们可以

认为 θikl 的取值服从均匀分布. 而由式 (4) 可知, θikl 服从均

匀分布 U(θi(k−1)l, (1−
∑k−1

m=1 θiml)/ri − k + 1), 则由均匀

分布期望和方差的计算方法可以得到:





Eθikl =
θi(k−1)l

2
+

1−
k−1∑
m=1

θiml

2(ri − k + 1)

Dθijk =
[θi(k−1)l−

1−
k−1∑
m=1

θiml

ri − k + 1
]2

12

(11)

同样, 为了用 Beta 分布 B(ak, bk) 逼近均匀分布, 我们将均

匀分布与 Beta 分布两者方差之间的距离最小作为目标函数,

期望值相等作为约束, 得到 Beta 分布参数的获取方法:

min (DBk −Dθikl)
2

s.t.

{
EBk = Eθikl

ak > 0, bk > 0

(12)

其中, ak, bk 为 Beta 分布的两个参数, EBk 和 DBk 为 Beta

分布的期望和方差, 它们的大小分别为

EBk =
ak

ak + bk

DBk =
ak bk

(ak + bk)2(ak + bk +1)

(13)

将式 (11) 和 (13) 带入式 (12) 中可以得到如下目标优化问

题:

min
{ ak bk

(ak + bk)2(ak + bk +1)
−

[(ri − k + 1)θi(k−1)l − 1 +
k−1∑
m=1

θiml]
2

12(ri − k + 1)2

}2

s.t.





ak

ak + bk
=

θi(k−1)l

2
+

1−
k−1∑
m=1

θiml

2(ri − k + 1)

ak > 0, bk > 0

(14)

求解式 (14) 得到 Beta 分布的参数 ak 和 bk, 然后将 ak 和 bk

作为先验虚拟样本数据加入到后验样本数据中由贝叶斯估计

公式:

θikl =
Nikl + ak

Nil + ak + bk
(15)

计算得到约束条件下 θikl 的参数值. 其中, Nil 代表样本数据

中节点 Xi 的父节点组合状态为 Xl
π(i) 的样本数量, Nikl 代

表样本数据中节点 Xi 的状态为 xk
i 且其父节点组合状态为

Xl
π(i) 的样本数量.

c) 当 k = ri 时, 由式 (4) 可直接计算得到 θiril:

θiril = 1−
ri−1∑
m=1

θiml (16)

2) 当参数 θikl 关于 k 单调递减时, 参数 θikl 的约束学习

过程与当上述过程相似, 不同之处在于该过程: 首先, 对 θiril

进行拟合估计; 然后, 对参数 θikl (1 < k < ri) 进行拟合估

计; 最后, 利用参数规范性计算得到 θi1l.

当参数 θikl 关于 k 单调递减时, 参数 θikl 的约束学习过

程与当上述过程相似, 不同之处在于该过程: 首先, 对 θiril

进行拟合估计; 然后, 对参数 θikl (1 < k < ri) 进行拟合估

计; 最后, 利用参数规范性计算得到 θi1l.

至此, 我们便完成了对父节点组合状态相同而子节点状

态不同的参数的约束学习过程. 为了在第 3 节中比较分析,

我们将第一重约束学习方法命名为基于 Beta 分布拟合的贝

叶斯估计 (Beta distribution approximation based Bayesian

estimation, BABE) 方法. BABE 算法步骤总结如下:

步骤 1. 首先, 根据领域专家知识确定 θikl 关于 k 的单

调性, 如果 θikl 关于 k 单调递增, 则转入步骤 2; 如果 θikl 关

于 k 单调递减, 计算过程类似于步骤 2∼ 4.

步骤 2. 首先依据式 (4) 确定 θi1l 的均匀分布区间; 然

后, 优化目标函数 (9) 得到 Beta 分布的参数 a1 和 b1, 最后

根据式 (10) 计算得到参数 θi1l 并转入步骤 3.

步骤 3. 首先, 依据式 (4) 确定 θikl (1 < k < ri) 的均匀

分布区间; 然后, 优化目标函数 (14) 得到 Beta 分布的参数

ak 和 bk; 最后, 根据式 (15) 计算得到参数 θikl 并转入步骤

4.

步骤 4. 根据式 (16) 计算得到参数 θiril, 算法结束.

2.3 第二重约束学习:网络中父节点组合状态不同,子节点

状态相同的参数学习

定义 2. 如果网络中父节点组合状态不同而子节点状态

相同的参数 θikl1 , θikl2 , θikl3 , · · · , θiklM 满足:

θikl1 < θikl2 < θikl3 · · · < θiklM

则称 θikl1 , θikl2 , θikl3 , · · · , θiklM 所对应的父节点组合

状态 Xl1
π(i), X

l2
π(i), X

l3
π(i), · · · , XlM

π(i) 满足如下优先关系:

Xl1
π(i)≺Xl2

π(i)≺Xl3
π(i) · · · ≺XlM

π(i).

当网络中父节点组合状态不同而子节点状态相同的参数

所满足的大小关系已知时, 参数的约束学习过程如下:

首先, 根据参数所满足的大小关系由定义 2 可以得

到不同父节点组合状态所满足的优先关系; 然后, 根据

优先关系可以构造出包含所有最小下限集的集合 ` =

{L1, L2, L3, · · · , LS}[22]. 值得注意的是, 每个最小下限集

的元素为不同的父节点组合状态值.

然后, 根据式 (17) 计算每个最小下限集的加权平均值:

Av(Li) =





∑
l∈Li

Nilθikl

∑
l∈Li

Nil
,

0.5,

若

若

∑
l∈Li

w(z) > 0

∑
l∈Li

w(z) = 0
(17)

选取加权平均值最小的下限集为 B, 即

B = ∪{A ∈ `|Av(A) = min
Li∈`

Av(Li)} (18)

并令 B 中所有父节点组合状态值所对应的参数值为 Av(B),

即: θikl = Av(B), Xl
π(i) ∈ B.

删除每个最小下限集 Li 中所包含的与集合 B 重复的父

节点组合状态值, 同时将集合 B 中所包含的父节点组合状态

值从 χπ(i) 中删除, 即

Li = Li\B (19)

χπ(i) = χπ(i)\B (20)

最后, 判断集合 χπ(i) 是否为空集.
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以上便为网络中父节点组合状态不同而子节点状态相同

的参数约束学习过程. 同样为了便于第 3 部分仿真分析比较,

我们将第二重约束学习方法命名为保序回归估计 (Isotonic

regression estimation, IRE) 方法. IRE 方法步骤总结如下:

步骤 1. 首先根据领域专家知识确定父节点状态不同而

子节点状态相同的参数所满足的大小关系, 然后根据大小关

系得到不同父节点组合状态之间的优先关系并转入步骤 2.

步骤 2. 根据优先关系构造出所有最小下限集并根据式

(17) 计算每个最小下限集的加权平均值并转入步骤 3.

步骤 3. 依据式 (18) 得到集合 B, 并令集合 B 中父节点

组合状态值所对应的参数值为 Av(B), 并转入步骤 4.

步骤 4. 对每个最小下限集和所有父节点组合状态值集

合 χπ(i) 依据式 (19) 和 (20) 进行相应处理并转入步骤 5.

步骤 5. 判断集合 χπ(i) 是否为空集, 如果是, 结束计算;

否则, 返回步骤 2.

3 仿真实验

仿真实验平台为Windows 7 系统, 处理器为 Intel CPU

1.8GHz, 仿真软件为Matlab 7.1.

3.1 仿真模型

仿真模型为如图 2 所示的草坪湿润推理贝叶斯网络[23],

该网络模型是一种典型的贝叶斯网络, 被广泛用于评估各种

参数学习算法[23−26], 对 MLE 算法、IRE 算法、BABE 算

法、DCE 算法应该具有良好的无偏好性. 该网络模型的真实

参数如表 1 和 2 所示.

图 2 草坪湿润推理贝叶斯网络

Fig. 2 Lawn wet inference Bayesian network

表 1 节点 C 的初始概率值

Table 1 Initial probability values of node C

C = 0 C = 1

初始概率 0.5 0.5

3.2 仿真内容

首先, 根据经验知识可以得到关于草坪湿润推理贝

叶斯网络的约束信息, 如表 3 所示. 分析可以发现, 第

1、2、4、6、10、11、13 和 15 条约束的约束对象即为父节点

组合状态相同而子节点状态不同的参数, 第 3、5、7、8、9、12

和 14 条约束的约束对象即为父节点组合状态不同而子节点

状态相同的参数.

注 3. 第 9 约束信息的对立面: 洒水却不下雨的情况下,

草坪干燥的概率小于不洒水不下雨的情况下草坪干燥的概

率, 可由第 9 条约束信息和规范性约束保证, 第 3、5、8 和 14

条约束信息类似.

然后, 根据文献 [27] 可以计算出学习得到草坪湿润推理

贝叶斯网络精确参数所需的最小样本数据量:

N2 log N2 log Nk+1 = 42 log 42 log 4(2+1) ≈ 35

其中, N 为网络节点的数量, k 为网络中最大父节点数. 因

此, 数据量小于 35 的数据集称为小数据集.

最后, 从网络中随机抽样获得一个数据量为 10的小数据

集进行参数学习, 抽样数据如表 4 所示.

表 4 实验数据

Table 4 Experimental data

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

C 0 0 1 0 1 0 0 1 0 0

S 1 1 0 1 0 1 1 0 1 1

R 0 0 1 0 1 0 0 1 0 0

W 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

3.3 仿真结果

在上述约束和数据条件下,分别利用MLE、BABE、IRE

和 DCE 算法进行参数学习, 具体学习结果如表 5∼表 8 所

示.

分析上述学习结果发现: 1) MLE 算法的学习结果违背

了第 3、4、5、8、10 条约束; 2) BABE 算法的学习结果违背

了第 3、5 条约束; 3) IRE 算法的学习结果违背了第 3 条约

束; 4) DCE 算法的学习结果满足了所有约束.

3.4 算法分析

3.4.1 算法优越性分析

1) 算法优越性分析之一

为了分析本文算法的优越性, 我们在不同数据量条件下

进行不同算法参数学习实验. 实验结果采用 KL 散度[28] 进

行度量, 实验结果如图 3 所示, 其中图 3 (a) 为实验结果的全

表 2 网络真实参数

Table 2 True parameters of the network

S = 0 S = 1 R = 0 R = 1 S = 0, R = 0 S = 0, R = 1 S = 1, R = 0 S = 1, R = 1

C = 0 0.1 0.9 0.99 0.01 W = 0 0.99 0.2 0.1 0.01

C = 1 0.8 0.2 0.2 0.8 W = 1 0.01 0.8 0.9 0.99

表 3 实验约束

Table 3 Experimental constraints

编号 约束 编号 约束 编号 约束

1 pS|C (1 |0 ) > pS|C (0 |0 ) 6 pS|C (0 |1 ) > pS|C (1 |1 ) 11 pR|C (1 |1 ) > pR|C (0 |1 )

2 pR|C (0 |0 ) > pR|C (1 |0 ) 7 pS|C (1 |0 ) > pS|C (1 |1 ) 12 pR|C (1 |1 ) > pR|C (1 |0 )

3 pW |S,R (1 |1, 1 ) > pW |S,R (1 |1, 0 ) 8 pW |S,R (1 |1, 1 ) > pW |S,R (1 |0, 0 ) 13 pW |S,R (1 |0, 1 ) > pW |S,R (0 |0, 1 )

4 pW |S,R (1 |1, 1 ) > pW |S,R (0 |1, 1 ) 9 pW |S,R (1 |0, 1 ) > pW |S,R (1 |0, 0 ) 14 pW |S,R (1 |1, 0 ) > pW |S,R (1 |0, 0 )

5 pW |S,R (1 |1, 1 ) > pW |S,R (1 |0, 1 ) 10 pW |S,R (0 |0, 0 ) > pW |S,R (1 |0, 0 ) 15 pW |S,R (1 |1, 0 ) > pW |S,R (0 |1, 0 )
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表 5 MLE 算法学习得到的参数

Table 5 Parameters learned by MLE algorithm

S = 0 S = 1 R = 0 R = 1 S = 0, R = 0 S = 0, R = 1 S = 1, R = 0 S = 1, R = 1

C = 0 0 1 1 0 W = 0 0 0 0 0

C = 1 1 0 0 1 W = 1 0 1 1 0

表 6 BABE 算法学习得到的参数

Table 6 Parameters learned by BABE algorithm

S = 0 S = 1 R = 0 R = 1 S = 0, R = 0 S = 0, R = 1 S = 1, R = 0 S = 1, R = 1

C = 0 0.1465 0.8535 0.8641 0.1359 W = 0 0.7410 0.1443 0.0941 0.2418

C = 1 0.8240 0.1760 0.1509 0.8491 W = 1 0.2590 0.8557 0.9059 0.7582

表 7 IRE 算法学习得到的参数

Table 7 Parameters learned by IRE algorithm

S = 0 S = 1 R = 0 R = 1 S = 0, R = 0 S = 0, R = 1 S = 1, R = 0 S = 1, R = 1

C = 0 0 1 1 0 W = 0 1 0.025 0 0

C = 1 1 0 0 1 W = 1 0 0.975 1 1

表 8 DCE 算法学习得到的参数

Table 8 Parameters learned by DCE algorithm

S = 0 S = 1 R = 0 R = 1 S = 0, R = 0 S = 0, R = 1 S = 1, R = 0 S = 1, R = 1

C = 0 0.1465 0.8535 0.8641 0.1359 W = 0 0.7410 0.1443 0.1375 0.0875

C = 1 0.8240 0.1760 0.1509 0.8491 W = 1 0.2590 0.8557 0.8625 0.9125

局显示, 图 3 (b) 为实验结果的局部显示.

图 3 不同算法优越性分析之一

Fig. 3 Superiority analyses of different algorithms–I

分析可以发现: 1) BABE 和 DCE 算法学习结果的 KL

散度值小于 MLE 和 IRE 算法[14], 体现了 BABE 和 DCE

算法的优越性; 2) DCE 算法学习结果的 KL 散度值小于

BABE 算法, 进一步体现了 DCE 算法的优越性.

2) 算法优越性分析之二

为了进一步分析本文算法的优越性, 我们进行不同算法

学习得到不同 KL 散度值所需数据量实验. 实验结果如图 4

所示.

分析可以发现: 1) MLE 和 IRE 算法学习得到较小

KL 散度值 (如 0.3、0.4、0.5) 都需要较大的数据量 (≈30),

而 BABE 和 DCE 算法则需较小的数据量 (<10), 体现了

BABE 和 DCE 算法的优越性; 2) DCE 算法学习得到较小

KL 散度值 (如 0.1、0.2、0.3) 所需数据量少于 BABE 算法,

进一步体现了 DCE 算法的优越性.

图 4 不同算法优越性分析之二

Fig. 4 Superiority analyses of different algorithms–II

3.4.2 算法实时性分析

为了分析本文算法的实时性, 我们在不同数据量条件下

进行不同算法参数学习耗时分析实验. 实验结果如图 5 所示.

图 5 不同算法实时性分析

Fig. 5 Timeliness analyses of different algorithms

分析可以发现: MLE 算法耗时最少, BABE 和 DCE 算

法耗时较长, DCE 算法耗时最长.
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3.4.3 算法时效性分析

本文算法在提高参数学习精度的同时增加了学习时间.

通常来说, 学习精度与学习时间是一对矛盾体: 学习精度的

提高往往伴随着学习时间的增加. 因此, 为了分析本文算法

学习精度与学习时间之间的关系即时效性, 我们进行不同数

据量条件下本文算法与其他算法的时效性对比实验. 为此,

我们定义了时效性指标, 该指标计算方法如下:

E1 =
KLMLE · TMLE

KLDCE · TDCE
(21)

E2 =
KLIRE · TIRE

KLDCE · TDCE
(22)

E3 =
KLBABE · TBABE

KLDCE · TDCE
(23)

其 中, KLMLE、 KLIRE、 KLBABE、 KLDCE 分 别 为

MLE、IRE、BABE、DCE 算法学习结果的 KL 散度值,

TMLE、TIRE、TBABE、TDCE分别为MLE、IRE、BABE、DCE

算法的学习时间. 实验结果如图 6 所示.

图 6 不同算法时效性分析

Fig. 6 Timeliness-effectiveness analyses of different algorithms

分析可以发现: 1) DCE 算法时效性与 BABE 算法时效

性相近; 2) DCE 算法时效性在小数据集条件下特别是数据

小于 15 的情况下明显高于MLE 算法; 3) DCE 算法时效性

在小数据集条件下特别是数据小于 25 的情况下也明显高于

IRE 算法. 上述结果表明 BABE 算法和 DCE 算法在小数据

集条件下具有较好的时效性.

3.4.4 算法实用性分析

为了分析本文算法的实用性, 我们进行基于不同算法学

习参数的推理实验, 具体来说: 首先, 从真实网络中分别抽取

训练数据和测试数据; 然后, 利用训练数据和约束信息基于

不同算法进行参数学习; 最后, 基于不同算法学习得到的网

络和测试数据利用联接树推理算法进行推理实验. 实验结果

如图 7 所示.

分析可以发现: 1) 基于 BABE 和 DCE 算法学习参数

的推理精度高于 IRE 算法和 MLE 算法, 体现了 BABE 和

DCE 算法良好的实用性; 2) 基于 DCE 算法学习参数的推理

精度高于 BABE 算法, 进一步体现了 DCE 算法的实用性.

图 7 不同算法实用性分析

Fig. 7 Practicability analyses of different algorithms

4 结论

针对小数据集条件下 BN 参数学习问题, 本文提出了一

种基于双重约束的 BN 参数学习方法, 实现了对网络中参数

的双重交叉约束学习, 提高了参数学习的精度. 本文贡献可

以概括如下:

1) 提出将 BN 网络参数的学习分为对父节点组合状态

相同而子节点状态不同参数的学习和父节点组合状态不同而

子节点状态相同参数的学习. 上述分类学习方法: 一方面, 使

相关研究人员更加明确地开展针对每一类参数的学习研究;

另一方面, 使 BN 参数学习由局部参数学习转为全局参数学

习, 提高了参数学习精度.

2) 提出了一种针对 BN 中父节点组合状态相同而子节

点状态不同的参数的学习方法即 BABE 算法. 值得注意的

是, 针对 BN 中父节点组合状态相同而子节点状态不同的参

数的学习方法尚不多见. 因此, BABE 算法的提出为改善小

数据集条件下 BN 参数的学习提供了更多途径.

3) 在 BABE 算法的基础上, 结合文献 [14] 提出的 IRE

算法, 提出了一种基于双重约束的 BN 参数学习方法即 DCE

算法. 该算法具有以下特性: 1) 相同数据条件下可以提高参

数学习的精度; 2) 相同参数精度要求下可以减少对数据的需

求; 3) 相同观测证据条件下可以提高推理精度.

尽管本文算法存在上述优点, 但算法仍然存在进一步提

升的空间: 1) 本文算法实时性还不尽如人意, 而造成这一问

题的主要原因是第一重参数约束学习过程中 Beta 分布参数

的求解比较费时. 因此, 寻找更加高效的求解方法以提高本

文算法的实时性将是下一步研究的重点之一; 2) DCE 算法

学习精度的提高较 BABE 算法还不够明显, 而造成这一问

题的主要原因是第二重参数约束学习对参数改善的力度还不

够. 因此, 通过改善第二重参数约束学习的结果以提高双重

参数约束学习的精度将是下一步研究的另外一个重点.
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