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复杂分数阶多自主体系统的运动一致性

杨洪勇 1, 2 郭 雷 2 张玉玲 1 姚秀明 2

摘 要 复杂环境中, 许多自然现象的动力学特性不能应用整数阶方程描述, 而只能用分数阶 (非整数阶) 动力学的智能个体

合作行为来解释. 本文假设多自主体系统存在个体差异, 采用不同的分数阶动力学特性组成复杂分数混合阶微分方程. 应用分

数阶系统的 Laplace 变换和频域理论, 研究了有向网络拓扑下, 时延分数混合阶多自主体系统的运动一致性. 由于整数阶系统

是分数阶系统的特殊情况, 本文的结论可以推广到整数阶与分数阶混合的多自主体系统中. 最后, 应用仿真实例对本文结论进

行了验证.
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Movement Consensus of Complex Fractional-order Multi-agent Systems
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Abstract Due to the complexity of the practical environment, many distributed multi-agent systems can not be illus-

trated with the integer-order dynamics and can only be described with the fractional-order dynamics. Suppose multi-agent

systems will show the individual diversity with the difference agents, where the different fractional-order dynamics are

used to illustrate the agent systems and compose complex fractional compounded-order systems. Applying the Laplace

transform and frequency domain theory of the fractional-order operator, the consensus of delayed multi-agent systems

is studied with directed weighted topologies. Since the integer-order model is a special case of fractional-order model,

the results in this paper can be extend to the compounded-order systems with integer-order models and fractional-order

models. Finally, simulation examples are used to verify our results.
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近年来, 随着计算机技术、网络技术和通信技术
的飞速发展, 人们对于基于分布式网络的多自主体
系统的交互和协调控制的研究越来越多. 特别是, 多
自主体系统在无人驾驶飞行器的编队控制、分布式

传感器网络、卫星的姿态控制、云计算以及通讯网

络的拥塞控制等各个领域得到广泛应用. 多自主体
系统的协调控制已引起了众多研究领域学者的研究

兴趣, 如生物、人工智能、自动控制等. 不同学科的
研究者们从不同的角度对这一问题进行研究, 比如,
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从生物科学的角度, 希望揭示群集生物体之间的合
作规则[1−3], 而物理学家则通过建立模型来模拟群
集现象[4−6], 系统与控制科学领域的研究者们则希
望利用生物群集的自然规律来设计和控制实际群集

智能体系统 (卫星、机器人、无人驾驶飞行器、自治
水下潜艇等) 完成复杂的任务[7−20]. 现在, 作为多自
主体系统的协调控制中最基本的问题之一, 一致性
问题受到了广大科学工作者的广泛关注, 已成为系
统与控制领域的一个重要研究课题[21−24].
多自主体系统的一致性是指空间分布的几个自

主体, 在没有中央集中控制或者全局通信的情况下,
个体之间通过局部的相互耦合作用, 达到一个相同
的状态或者输出. 在多个体系统中, 个体之间通过相
互感应来获得周围环境和邻居的状态信息, 根据需
求来调整自身的运动状态. 1995 年, 基于 Reynolds
提出的模仿动物集结的计算机模型[5], Vicsek 等[6]

从统计力学的角度首次提出了一个非平衡多自主体

系统模型, 仿真发现系统所有个体在一定条件下可
以按照相同方向运行. Jadbabaie 等[7] 对 Vicsek 模
型线性化后从理论上研究了该模型的方向一致性问

题. Olfati-Saber 等则对具有切换拓扑结构和通信
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时延的多自主体系统的一致性进行了研究[8]. 在多
自主体系统的一致性问题研究中, 一般假设系统具
有连续时间模型或离散时间模型, 许多国内外学者
致力于多自主体系统的一阶或者二阶动力学模型的

研究[9−20]. 在多个体系统的协调控制网络中, 个体
之间通过传感器或者通信设备进行信息传输而产生

通信时延, 时延对系统的群集行为具有很大影响. 因
此, 通信时延对多自主体系统运动一致性行为的影
响也受到众多学者的关注[8, 11−12, 17−19], 时延系统的
稳定性问题已成为多自主体领域的研究热点问题.
上述文献的重要结果, 都是针对整数阶多自主

体系统的一致性问题研究. 目前研究发现许多复杂
环境中的物理系统因其特殊的材料和特性而展现出

分数阶 (非整数阶) 动力学行为, 如随机扩散和波动
地传播、大分子链的变形、混沌和湍流、控制和机器

人、粘弹性动力学等. 使用分数阶动力学描述带有
分数阶特性的研究对象, 可以更好地揭示对象的本
质特性及其行为[25−26]. 根据自主体工作环境的复杂
性, 许多自然现象的动力学特性不能应用整数阶方
程描述, 只能用分数阶 (非整数阶) 动力学的智能个
体合作行为来解释, 例如: 借助于个体的分泌物而进
行的微生物的群集运动和食物搜索、在有大量微生

物和粘性物质的海底工作的水下机器人、在复杂太

空环境运行的无人驾驶飞行器等[27]. Cao 等研究了
基于分数阶的多自主体系统的分布协作问题[28−29],
给出了稳定的多自主体系统中个体数量与分数阶之

间的关系. 对分数阶的多自主个体系统协调控制的
进一步研究, 现有的相关研究成果仍然很少.
本文拟开展复杂环境下分数混合阶分布式多自

主体系统协调控制的研究. 在实际工程应用中, 智能
个体的动力学系统可能会受到周围环境的影响, 它
们的运动方程可能是异类的. 然而, 现有文献得到的
结论, 主要是假设系统中的智能个体具有相同的整
数阶动力学方程 (如: 都是一阶系统, 或者都是二阶
系统), 但是对于具有不同动力学系统的异类多自主
体系统的一致性问题研究较少. Lee 等[30] 研究了具

有不同整数阶动力学方程的多自主体的一致性. 最
近, 文献 [31−34] 分别研究了整数混合阶的多自主
体系统的一致性. Zheng 等研究了在无向连通网络
拓扑下一阶和二阶混合多自主体系统的一致性[31],
进一步研究了强连通网络拓扑下一阶和二阶混合多

自主体系统一致性的有限时间收敛问题[32]. Liu 等
研究了离散时间情况下一阶和二阶混合的多自主体

系统的一致性[33], Tian 等分析了时延不定的异类高
阶多自主体系统的一致性[34], 给出了异类多自主体
系统的高阶一致解存在的充要条件. 而据作者所知,
对分数混合阶分布式多自主体系统协调控制的研究

成果鲜有报道.
本文的主要创新之处在于首次提出对分数混合

阶分布式多自主体系统协调控制的研究, 而且个体
之间的信息传输存在通信时延. 本文假设在有向连
通网络拓扑下多自主体系统由两组具有不同分数阶

特性的自主体组成. 本文拟开展对具有通信时延的
分数混合阶多自主体系统的运动一致性进行研究.
本文研究问题的难点在于: 由于多自主体系统是分
数混合阶的动力学方程, 而且系统存在通信时延, 现
有的一些分数阶系统的分析方法无法直接应用, 本
文提出应用分数阶算子的 Laplace 变换和频域稳定
性理论, 研究复杂分数阶多自主体系统的运动一致
性.

1 问题描述

1.1 分数阶算子

自然界和工程应用中存在大量的分数维现象,
涉及复杂物理、力学、控制、航空航天等多个领域.
近年来, 分数阶导数在一些 “复杂” 的社会和物理
现象的研究中得到广泛关注. 常用的分数阶微积
分有 Grunwald-Letnikov 分数阶算子、Riemann-
Liounille 分数阶算子、Caputo 分数阶算子等, 由于
Caputo 分数阶算子在建模应用和积分变换中需满
足的初始条件以整数阶微积分的形式给出, 现在实
际问题建模广泛应用 Caputo 分数阶算子. Caputo
微分定义如下:

C
t0

Dα
t f(t) =

1
Γ(n− α)

∫ t

t0

f (n)(τ)
(t− τ)α−n+1

dτ (1)

其中, α 为大于零的正数, n 为大于 α 的最小正整

数, f (n)(τ) 为函数 f(τ) 的 n 阶导数, Γ(·) 为伽马函
数.

Caputo 分数阶微分算子的 Laplace 变换为

L{C
t0

Dα
t f(t)} = sαF (s)−

n−1∑
k=0

sα−k−1f (k)(0) (2)

其中, F (s) = L{f(t); s} 为函数 f(t) 的 Laplace 变
换, f (k)(0) = limt→0+ f (k)(t). 为了书写方便, 本文
中用 f (α)(t) 代替 C

t0
Dα

t f(t) 分数阶 Caputo 微分算
子.

1.2 分数混合阶多自主体系统

假设多自主体系统由 n 个自主个体组成, 自主
个体之间构成网络拓扑 G. 假设 G = {V, E, A} 表
示一个有向加权图,其中, V = {v1, v2, · · · , vn}表示
具有 n个节点的集合,它的边集合E ⊆ V ×V . 节点
的下标集合 I = {1, 2, · · · , n}, 邻接矩阵 A = [aij],
其中, 矩阵元素 aik ≥ 0 表示节点 i 到节点 k 的

连接权重, 如果节点 i 可以得到节点 k 的信息, 则
aik > 0; 否则, aik = 0. 假设网络图中每个节点没有
自连, 也就是, 对于所有 i ∈ I, aii = 0.
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定义节点 i 的邻居集合为 Ni = {k : aik > 0},
矩阵 D = diag{di, i = 1, 2, · · · , n}, di =

∑n

k=1 aik

为矩阵 A 的第 i 行元素的和, 则矩阵 L = D−A 为

图 G 的 Laplace 矩阵. 如果对于两个节点 i, k, 存
在下标集合 {k1, k2, · · · , kl}, 满足 aik1 > 0, ak1k2 >

0, · · · , aklk > 0, 则称节点 i 到节点 k 之间存在一条

有向信息传输路径, 此时节点 i 可得到节点 k 的信

息. 如果对于节点 i, 都能找到一条路径到达图中任
意节点, 则称节点 i 是网络全局可达的.
引理 1[9]. 假设多自主体系统有 n 个自主个体,

网络连接拓扑为有向加权网络且有一个全局可达节

点. 则矩阵 L 的秩为 n − 1, 有一个特征值 0, 对应
的特征向量 ξξξ0 = c[1, 1, · · · , 1], 其中, L 为 n 个自

主体组成的连接拓扑图的 Laplacian 矩阵.
引理 2[35]. 假设矩阵 Q ∈ Cn×n 为正定厄米特

矩阵, 满足 Q = QH, 矩阵 T = diag{ti, ti ∈ C}, 则
有:

λ(QT ) ∈ ρ(Q)Co(0 ∪ {ti}) (3)

其中, λ(·) 表示矩阵的特征值, ρ(·) 表示矩阵的谱半
径, Co(·) 表示凸包.
假设复杂环境中多自主体系统存在个体差异,

由两组具有不同的分数阶的多自主体系统组成, 分
数阶动力学方程为

x
(α)
i (t) = ui(t), i = 1, · · · ,m

x
(β)
i (t) = ui(t), i = m + 1, · · · , n

(4)

其中, xi(t) 和 ui(t) 分别表示第 i 个自主个体的状

态和控制输入, xi(t) ∈ R, ui(t) ∈ R. x
(α)
i (t) 和

x
(β)
i (t) 分别是 xi(t) 的第 α 阶和第 β 阶 Caputo 分
数阶导数, α > β > 0. 假设多自主体系统采用如下
的控制协议:

ui(t) = γ
∑

k∈Ni
aik(xk(t)− xi(t)),

i = 1, · · · ,m, m + 1, · · · , n
(5)

其中, aik 是邻接矩阵 A 的第 (i, k) 元素, Ni 表示第

i 个 Agent 的邻居集合.
注 1. 假设分数阶 α = β, 系统的控制增益

γ = 1, 则系统 (1) 与文献 [24] 模型一样.
本文假设系统存在通信时延, 研究具有通信时

延的混合阶多自主体系统的一致性. 混合阶多自主
体系统 (4) 在有通信时延的影响下, 可以得到下面
的算法:

x
(α)
i (t) = ui(t− τ), i = 1, · · · ,m

x
(β)
i (t) = ui(t− τ), i = m + 1, · · · , n

(6)

其中, τ > 0 为系统的通信时延. 则具有通信时延的
多自主个体系统可以改写为

[X̃XX
(α)

1 (t), X̃XX
(β)

2 (t)]T = −γLXXX(t− τ) (7)

其中

XXX(t) = [x1(t), x2(t), · · · , xn(t)]T

X̃XX1(t) = [x1(t), x2(t), · · · , xm(t)]T

X̃XX2(t) = [xm+1(t), · · · , xn(t)]T
(8)

L 为系统的 Laplacian 矩阵. 假设对于任意的初
始值, 自主个体的运动状态满足 limt→∞(xi(t) −
xk(t)) = 0, ∀i, k ∈ I, 则称多自主体系统渐近达
到一致.

2 分数混合阶多自主体系统的一致性

引理 3. 对于任意实数 α ∈ (0, 1), 函数 y =
−xα cos(x + απ/2) 在区间 x ∈ (0, π) 上存在极大
值.
证明. 对函数 y = −xα cos(x + απ/2) 关于 x

求导数, 得到:

y′ = αx−α−1 cos
(
x +

απ

2

)
+ x−α sin

(
x +

απ

2

)

(9)
由于当 x0 + απ/2 ∈ (0, π/2] 时, 函数的导数大于 0;
当 x0 + απ/2 = π 时, 函数的导数小于 0. 所以存在
x0 + απ/2 ∈ (π/2, π], 使得 y′ = 0. 令 y′ = 0 可得:

x sin
(
x +

απ

2

)
= −α cos

(
x +

απ

2

)
(10)

因此, 存在 x = x0, 而且 x0 +απ/2 ∈ (π/2, π] 满足:

x0 tan
(
x0 +

απ

2

)
= −α (11)

这样, 得到函数 y = −xα cos(x + απ/2) 在区间
x ∈ (0, π) 上存在极大值:

ymax =
x1−α

0√
x2

0 + α2
(12)

¤
定理 1. 假设有 n 个自主个体组成的多自主体

系统, 其连接拓扑为有向网络, 而且存在一个全局可
达节点. 则具有时延的混合阶多自主体系统 (7) 可
渐近达到一致, 如果 1 > α > β > 0,

τ < min

{
1

(2γl̄Θα) 1
α

1
(2γl̄Θβ)

1
β

}
(13)

其中, l̄ = maxi∈I{lii}, lii =
∑

k∈Ni
aik, Θ =

max{Θα,Θβ}, Θα = ξ1−α
α /

√
ξ2

α + α2, Θβ =

ξ1−β
β /

√
ξ2

β + β2; 而且 ξα ∈ ( (1−α)π

2
, (2−α)π

2
) 满足

ξα tan(ξα + απ/2) = −α, ξβ ∈ ( (1−β)π

2
, (2−β)π

2
) 满

足 ξβ tan(ξβ + βπ/2) = −β.
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证明. 对时延多自主体系统 (7) 应用 LapLace
变换, 得到特征方程:

det

((
sαIm

sβIn−m

)
+ γLe−τs

)
= 0 (14)

式中, Im 表示m 维单位矩阵. 由于系统有一个全局
可达节点, 所以 0是矩阵 L的一个单一特征值.由于
1 > α > β > 0, 所以特征方程有一个特征根 s = 0.
当 s 6= 0 时, 令 F (s) = (I + G(s)), 其中

G(s) =

(
s−αe−τsIm

s−βe−τsIn−m

)
γL (15)

下面证明 F (s) = 0 的所有零点都具有负实部. 根据
广义Nyquist判据[36],如果对于 s = jω, G(jω)的特
征值的Nyquist曲线不包围−1+j0点,则 F (s) = 0
的所有零点都具有负实部. 令 s = jω, 可得:

G(jω) = H(jω)e−jωτγL (16)

其中

H(jω) =

(
ω−αe−j απ

2 Im

ω−βe−j βπ
2 In−m

)
(17)

下面应用 Gerschgorin 圆盘定理估计矩阵
G(jω) 的特征值 λ(G(jω)), 根据 Gerschgorin 圆盘
定理有:

λ(G(jω)) ∈
⋃
i∈I

Gi (18)

其中, 对于 i = 1, · · · ,m, 有:

Gi =
{

ζ ∈ C,
∣∣∣ζ − ω−αγliie−j(ωτ+ απ

2 )
∣∣∣ ≤

ω−α
n∑

k=1,k 6=i

∣∣∣γaike−j(ωτ+ απ
2 )

∣∣∣
}

(19)
对于 i = m + 1, · · · , n, 有:

Gi =
{

ζ ∈ C,
∣∣∣ζ − ω−βγliie−j(ωτ+ βπ

2 )
∣∣∣ ≤

ω−β
n∑

k=1,k 6=i

∣∣∣γaike−j(ωτ+ βπ
2 )

∣∣∣
}

(20)
式中, lii =

∑
k∈Ni

aik. 简单整理可得:

Gi =
{

ζ ∈ C,
∣∣∣ζ − ω−αγliie−j(ωτ+ απ

2 )
∣∣∣ ≤

ω−αγlii

}
, i = 1, · · · ,m

(21)

和

Gi =
{

ζ ∈ C,
∣∣∣ζ − ω−βγliie−j(ωτ+ βπ

2 )
∣∣∣ ≤

ω−βγlii

}
, i = m + 1, · · · , n

(22)
对于 i = 1, · · · ,m, 下面考察圆盘的变化. 当圆

盘 Gi 的圆心 ω−αγliie−j(ωτ+απ/2) 的 Nyquist 曲线
变化时, 圆盘也随着变化. 下面证明 −1 + j0 点不
在 Gi (i = 1, · · · ,m) 圆盘中. 假设 −a + j0 (其中
a ≥ 0) 为圆盘 Gi 的边缘与负实轴的交点, 满足:

∣∣∣−a + j0− ω−αγliie−j(ωτ+ απ
2 )

∣∣∣ = ω−αγllii (23)

令

∆ = | − a + j0− ω−αγliie−j(ωτ+ απ
2 )|2−

(ω−αγlii)2 = a(a + 2ω−αγlii cos
(
ωτ +

απ

2

)
)

(24)

当 ∆ = 0 时, 得到:

a = 0, a = −2ω−αγlii cos
(
ωτ +

απ

2

)
(25)

得到圆盘Gi 的边缘与实轴的交点分别为原点 0+ j0
和实轴上的点 2ω−αγlii cos(ωτ + απ/2) + j0. 根据
引理 3 可知, 对于任意实数 α ∈ (0, 1), 函数 θ =
−ξ−α cos(ξ + απ/2) 在区间 (0, π) 上存在极大值.
也就是存在 ξα ∈ ((1− α)π/2, (2− α)π/2), 使得 a

取得最大值为

amax = 2ταγliiΘα (26)

其中, Θα = ξ1−α
α /

√
ξ2

α + α2, ξα tan(ξα + απ/2) =
−α. 根据定理的条件, 有:

τ <
1

(2γl̄Θα) 1
α

(27)

可得

amax ≤ 2ταγl̄Θα < 1 (28)

因此, 圆盘边缘与负实轴的交点 −a + j0 在 −1 + j0
点的右边, 也就是 −1 + j0 点不在圆盘 Gi 中.

同样的推导可得, 对于 i = m + 1, · · · , n, 有
−1 + j0 点不在圆盘 Gi 中. 这样矩阵 G(jω) 的特征
值 λ(G(jω)) 的 Nyquist 曲线不包围 −1 + j0 点. 因
此, F (s) = 0 的所有零点都具有负实部.
由于系统的稳定点满足 LX∗ = 0, 而且

rank(L) = n − 1, 因此, X∗ 就是特征值 0 对应
的特征向量XXX∗ = c[1, · · · , 1]T, 这里 c 为一个常数.
因此, 有 limt→∞ xi(t) = c, 系统渐近达到一致. ¤
注 2. 当α = 1时,函数 y = −xα cos(x+απ/2)

是一个有界函数, 存在极大值 1, 而且随着 x 增大逐
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渐趋于 0. 因此, 在定理 1 中, 如果假设 1 ≥ α >

β > 0, 则具有时延的混合阶多自主体系统可渐近达
到一致的条件为

τ < min

{
1

2γl̄
,

1
(2γl̄Θβ)

1
β

}
(29)

推论 1. 假设有 n 个自主个体组成的多自主体

系统, 其有向连接拓扑为对称的, 而且有一个全局可
达节点. 则具有时延的分数混合阶多自主体系统 (7)
可渐近达到一致, 如果

τ <
(2− α)π
2(γρL)

1
β

(30)

其中, ρL 表示矩阵 L 的谱半径, 满足 ρL =
maxi∈I{|λi|}, λi 为矩阵 L 的特征值.
证明. 根据定理 1 的证明可知系统的特征方程:

det

((
sαIm

sβIn−m

)
+ γLe−τs

)
= 0 (31)

由于系统有一个全局可达节点, 所以 0 是矩阵 L 的

一个单一特征值. 由于 α > β > 0, 所以系统的特征
方程有一个特征根 s = 0.
当 s 6= 0时,令F (s) = (I+G(s)),其中G(s) =

E(s)γL, E(s) =

(
s−αe−τsIm

s−βe−τsIn−m

)
.

下面证明 F (s) = 0 的所有根都具有负实部. 根据广
义 Nyquist 判据[36], 如果对于 s = jω, G(jω) 的特
征值的 Nyquist 曲线不过 −1 + j0 点, 则 F (s) = 0
的所有根都具有负实部. 令 s = jω, 可得:

G(jω) = E(jω)γL (32)

其中

E(jω) =

(
ω−αe−j απ

2 Im

ω−βe−j βπ
2 In−m

)
e−jωτ

(33)
对于 i = 1, · · · ,m, Mi = ( (2−α)π

2τi
)α; 对于, i = m +

1, · · · , n, Mi = ( (2−β)π

2τi
)β; 记 M = diag{Mi, i ∈

I}. 此时矩阵 ME(jω) 为对角矩阵, 而且对角元
素的 Nyquist 曲线过 −1 + j0 点. 设 λ 为 G(jω)
的特征值, 存在特征向量 vvv, 满足 ‖vvv‖ = 1, 而且
G(jω)vvv = λvvv. 则有:

λ = vvvHG(jω)vvv = vvvH(ME(jω)M− 1
2 γLM− 1

2 )vvv
(34)

根据引理 2 可得:

λ(G(jω)) = λ(ME(jω)M− 1
2 γLM− 1

2 ) ∈
ρ(γM− 1

2 LM− 1
2 )×

Co(0 ∪ {ME(jω)})
(35)

其中, ρ(·)表示矩阵 γM− 1
2 LM− 1

2 的谱半径, Co(0∪
{ME(jω)}) 表示曲线与原点的凸包. 由于矩阵
ME(jω) 的对角元素过 −1 + j0 点, 所以凸包
Co(0 ∪ {ME(jω)}) 的边缘过 −1 + j0. 根据前提
条件 τ < (2−α)π

2(γρL)1/β , 可得:

τ <
(2− α)π
2(γρL)

1
β

<
(2− α)π
2(γρL) 1

α

(36)

和

τ <
(2− α)π
2(γρL)

1
β

<
(2− β)π
2(γρL)

1
β

(37)

因此有

ρ(γM− 1
2 LM− 1

2 ) < 1 (38)

所以 ρ(γM− 1
2 LM− 1

2 )×Co(0∪{ME(jω)}) 不包含
−1 + j0 点, 也就是 G(jω) 的特征值的 Nyquist 曲
线不包含 −1 + j0 点. 根据广义 Nyquist 判据可得,
F (s) = 0 的根都具有负实部. 因此, 多自主体系统
渐近达到一致, 有 limt→∞ xi(t) = c. ¤
注 3. 由于整数阶系统是分数阶系统的特殊情

况, 因此, 当多自主体系统 (7) 的动力学方程其中一
部分为整数阶系统时, 系统变为具有整数阶和分数
阶的混合系统.

推论 2. 假设有 n 个自主个体组成的多自主体

系统, 其有向连接拓扑为静态对称的, 而且存在一个
全局可达节点. 则当 α = 1 时, 具有时延的混合阶
(整数阶、分数阶) 多自主体系统 (7) 可渐近达到一
致, 如果

τ <
π

2(γλmax)
1
β

(39)

其中, λmax 为矩阵 L 的最大特征值.
注 4. 在推论 2 中, 当 α = β = 1 时, 多自

主体系统 (7) 就是整数阶系统, 推论 2 的结论为
τγ < π

2λmax
, 该结论与 Olfati-Saber 在文献 [8] 得到

的时延多个体系统一致性收敛结论一样.

3 实例分析

仿真 1. 假设多自主体系统由 4 个具有分数阶
动力学系统描述的个体组成 (如图 1), 个体之间连
接权重为 a21 = 0.7, a42 = 0.8, a31 = 0.9, a14 = 1.
多自主体系统中 Agent 1 和 Agent 2 的动力学方程
的分数阶 α = 0.9, Agent 3 和 Agent 4 的分数阶为
β = 0.9, 由系统连接拓扑可得:

A =




0 0 0 1
0.7 0 0 0
0.9 0 0 0
0 0.8 0 0


 (40)
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图 1 拓扑结构图

Fig. 1 Topology mode

根据定理 1 的结论我们计算了系统控制增益与
网络通信时延上界之间的关系 (图 2), 假设知道了系
统的通信时延, 可以根据图 2 设置控制增益, 使得多
自主体系统满足运动一致性条件. 或者根据图 2 所
示, 已知控制增益的大小时, 可以确定满足系统一致
性条件的网络通信时延的临界值. 例如假设系统的
控制增益为 γ = 1, 图 2 中得到对应的通信时延上界
为 0.7275 s.

图 2 通信时延上界与控制增益的关系图

Fig. 2 Relationship between control gain and upper

bound of communication delays

仿真中假设多自主体系统的网络通信时延为

0.5 s, 应用分数阶微分算子仿真算法可验证混合阶
多自主体系统运动状态能够渐近达到一致 (图 3).
假设各自主个体系统的网络时延为 0.8 s, 系统仿真
可见此时系统运动状态偏离越来越大 (图 4).
仿真 2. 假设图 1 中多个体系统之间连接拓扑

为对称连接, 权重与仿真相同. 有系统连接拓扑可得
系统的邻接矩阵:

A =




0 0.7 0.9 1
0.7 0 0 0.8
0.9 0 0 0
1 0.8 0 0


 (41)

图 3 通信时延为 0.5 s 的多自主体系统的运动状态图

Fig. 3 Movement trajectories of the multi-agent systems

with delay 0.5 s

图 4 通信时延为 0.8 s 的多自主体系统的运动状态图

Fig. 4 Movement trajectories of the multi-agent systems

with delay 0.8 s

假设混合阶多自主个体系统的分数阶 α = 1,
β = 0.8, 系统的控制增益 γ = 1, 根据推论 2 得到
系统的网络通信时延上界为 0.325 s. 取网络时延为
0.3 s, 系统运动的仿真可见多自主体系统状态逐渐
达到一致 (图 5).

图 5 通信时延为 0.3 s 的多自主体系统的运动状态图

Fig. 5 Movement trajectories of the multi-agent systems

with delay 0.3 s

4 结论

本文研究了分数混合阶多自主体系统的一致性.
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假设多自主体系统存在个体差异, 采用不同的分数
阶动力学描述. 应用频域稳定性理论, 研究了有向网
络拓扑下, 时延多自主体系统的运动一致性, 得到了
保证系统一致性的控制增益与时延上界之间的关系.
假设其中一个分数阶系统的阶数为 1 时, 得到了整
数阶和分数阶混合的多自主体系统的一致性. 假设
分数阶系统的阶数都为 1 时, 本文得到的结论与整
数阶系统的结论是一致的. 本文的后续工作, 将对在
切换拓扑下的混合阶多自主体系统的鲁棒稳定性进

行研究.
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