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离散自适应重复控制:收敛性分析与实现

孙明轩 1 余林江 1 何海港 1

摘 要 针对周期已知情形下的离散周期时变系统, 提出一种自适应重复控制方法, 参数估计采用带死区修正的重复学习投

影算法. 关键技术引理在分析离散自适应控制系统时起到了关键作用, 通过推广这一引理, 文中给出重复域关键技术引理, 用

于证明离散自适应重复控制系统的稳定性和收敛性. 理论分析表明, 系统的输入和输出信号均有界; 且当周期数趋于足够大

时, 跟踪误差收敛于一邻域中, 其半径为干扰的界. 在直线电机实验装置上的应用结果验证了所提出重复控制方法的有效性.
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Discrete Adaptive Repetitive Control: Convergence Analysis and Implementation
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Abstract This paper presents an adaptive repetitive control method for discrete periodically time-varying systems with

known periodicity. When estimating unknowns, a repetitive learning projection algorithm with dead-zone is used. The

result in this paper can be considered an application of the key technique lemma in repetition domain, by which stability

and convergence of the discrete adaptive repetitive control system are established. It is shown that both system input

and output are bounded and the tracking error would converge to the bound on the disturbance variable. A linear motor

servo system is taken as an example, and experiment results are presented for demonstrating effectiveness of the proposed

method.
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自适应控制技术能够有效地处理参数不确定动

态系统的控制问题. 自适应控制器的参数调整机制
能够在线调整控制器参数, 使得闭环系统能具有自
适应能力, 以克服被控对象内部特性变化或外界干
扰造成的影响. 至今, 自适应控制 (特别是离散自适
应控制) 领域已取得了十分丰富的理论成果[1−4], 包
括各种自适应系统的稳定性和收敛性分析, 其中, 投
影算法与最小二乘算法是常用的参数估计算法. 工
程场合中有许多被控对象执行周期跟踪任务, 其参
考信号是周期已知的周期信号. 重复控制是适于周
期参考信号跟踪的控制技术, 现已发表的重复控制
系统综合方法集中于频域方法[5−6].
近年来, Lyapunov 综合方法在自适应重复控制
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中的应用也引起了人们的关注[7−13]. 文献 [7] 较早
采用自适应控制系统综合手段处理重复控制系统问

题. 为了估计动态系统中的不确定非线性函数, 文献
[8] 提出一种学习机制, 当被学习量为周期信号时,
所提出的学习机制即为重复学习算法. 文献 [9] 讨论
部分限幅学习算法. 在文献 [10] 给出的渐近学习方
案中, 系统当前次运行的初态允许为上次运行的终
态, 这与重复控制系统是相同的. 通常的参数估计方
法对一个定常参数的估计需要一个积分器, 而估计
(连续) 周期信号需要无穷多个积分器[11]. 为此, 文
献 [11] 构造重复学习律用于周期参数的估计. 文献
[12] 讨论完全限幅学习算法. 文献 [13] 给出采用投
影算子的重复学习方案.
对于离散时间情形, 用于离散周期参数估计的

逐点积分器个数是有限的[14−18]. 从已发表文献中可
以看出, 重复学习是解决周期信号估计问题的有效
途径. 一个系统中的参数是可学习的条件是它是一
参数不变量, 此即为学习系统中的参数不变量原理.
大多自适应系统解决定常参数的估计问题属 “点学
习”, 而重复学习系统解决的是重复参数的估计是
“曲线学习”、“曲面学习”, 甚至是更为复杂的时间函
数的学习. 这样看来, 重复学习系统推广适用于定常
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信号估计/定常干扰抑制问题的 “点学习” 方法, 十
分丰富的现有离散自适应系统理论[1−3], 可以被推
广用于重复学习系统的分析与设计.
一般来讲, 自适应系统也是学习系统, 自适应

系统中的主要问题之一是参数不变量的学习问题,
这里的参数不变量是参数空间中的不变量. 常见的
参数不变量有 (以参数 p(t) 进行说明): 1) 定常参
数, 它不随时间变化, 满足 p(t′) = p(t′ − 1), t′ 为
时间变量; 2) 周期参数 (周期为 N), 它按周期变
化, 满足 p(t′) = p(t′ − N); 3) 重复参数, 它是有
限区间 {0, 1, 2, · · · , N} 上的时变参数, 但不随重复
轴变化, 满足 pk(t) = pk−1(t) (k = 0, 1, 2, · · · ) 表
示重复次数. 周期参数实际上也是重复参数. 对于
周期为 N 的周期参数 p(t′), 令 t′ = t + kN , t =
0, 1, 2, · · · , N − 1, k = 0, 1, 2, · · · , 则 p(t′) = pk(t).
本文采取相同的处理方法.
现有的研究在系统不确定性满足线性增长条件

的前提下进行[14−16]. 特别地, 文献 [16] 针对一类控
制增益正定 (仅依赖于时间) 的离散时间非线性系
统, 采用投影算子学习算法设计控制器, 并同时讨论
存在确定性干扰的情形. 关键技术引理是离散自适
应控制系统分析的重要工具[1]. 这一引理的重复域
形式被用于证明离散自适应学习控制 (包括迭代学
习控制和重复控制)系统的稳定性与收敛性. 对于输
入输出描述的线性系统需验证线性增长条件[17−18].
文献 [17] 在分析离散自适应迭代学习控制系统时,
考查相关变量在一个周期中的和, 使得分析过程清
晰、简洁, 并对关键技术引理的重复域形式进行相应
修正. 文献 [18] 将这一结果推广到离散周期系统的
重复控制. 类似地, 利用滑模控制中的趋近律方法,
文献 [19−20] 构造重复学习机制, 也是按照将 “点学
习” 推广为重复学习的做法.

本文提出一种离散时间线性周期系统的自适应

重复控制方法, 受控系统特性由输入输出模型描述,
采用带有死区修正的重复学习投影算法进行参数估

计. 文中给出修正的重复域关键技术引理, 用于证明
离散自适应重复控制系统的稳定性和收敛性. 与现
有文献中假设线性增长条件的做法不同, 本文证明
所讨论的周期系统在应用关键技术引理时所要求的

线性增长条件, 以及带死区修正的重复学习算法的
有界性和收敛性质. 从而进一步证明系统输入输出
信号的有界性, 且当周期数足够大时, 跟踪误差收敛
于一邻域中, 其半径为干扰的界. 应该指出的是, 本
文中的干扰是迭代依赖的, 不能归结为文献 [16] 所
处理的确定性情形. 本文给出的离散周期系统的表
述方式, 使得我们采用文献 [17] 提出的自适应迭代
学习控制系统的分析方法 (为了表述简洁起见, 文中
仅讨论重复学习投影算法, 但可以将其推广到重复
学习最小二乘算法). 为了验证所提控制方法的有效

性, 我们将其应用于一直线电机伺服对象, 获得了支
持性实验结果.

1 问题的提出

考虑下述单输入单输出离散时间线性周期系统:

A(q−1, t)yk(t) = B(q−1, t)uk(t) + wk(t) (1)

式中, t ∈ 0, 1, · · · , N − 1, k = 0, 1, 2, · · · ; uk(t) 和
yk(t) 分别表示第 k 周期 t 时刻的系统输入和输出;
wk(t) 表示有界干扰, 满足 |wk(t)| ≤ ∆; A(q−1, t),
B(q−1, t) 是后移算子 q−1 的时变多项式:

A(q−1, t) = 1 + a1(t)q−1 + · · ·+ an(t)q−n

B(q−1, t) = b1(t)q−1 + b2(t)q−2 + · · ·+ bn(t)q−n

这里, a1(t), · · · , an(t) 和 b1(t), · · · , bn(t) 是周期为
N 的未知时变参数, 且 b1(t) 6= 0, t ∈ 0, 1, · · · , N −
1.
记ϕϕϕk(t) = [−yk(t−1),−yk(t−2), · · · ,−yk(t−

n), uk(t − 1), uk(t − 2), · · · , uk(t − n)]T, θθθ(t) =
[a1(t), · · · , an(t), b1(t), · · · , bn(t)]T. 可将系统 (1)
表达为如下自回归形式:

yk(t) = ϕϕϕT
k (t)θθθ(t) + wk(t) (2)

本文的目标是在干扰有界 (|wk(t)| ≤ ∆) 的
前提下, 寻找合适的控制序列 uk(t), 使得实际轨
迹 yk(t) 尽可能地跟踪上参考信号 y∗k(t), 即对于
t = 0, 1, · · · , N − 1, yk(t) 收敛于 y∗k(t) 的邻域中,
邻域半径为 ∆. 为了实现这个控制目标, 采用一步
超前控制策略. 使得

ϕϕϕT
k (t)θθθk(t) = y∗k(t) (3)

这里, θθθk(t) 是 θθθ(t) 的估计.

2 重复学习投影算法及系统性能分析

为了推导出周期时变参数的估计算法, 考虑下
述关于 θθθk(t) 连续可微的目标函数:

J(θθθk(t)) = [yk(t)−ϕϕϕT
k (t)θθθk(t)]2 (4)

通过最小化目标函数来获得 θθθk(t).
定义误差 ek(t) = yk(t)−ϕϕϕT

k (t)θθθk(t). J(θθθk(t))
关于 θθθk(t) 的梯度为

∇J(θθθk(t)) = −2ϕϕϕk(t)ek(t)

由此可构造学习算法

θθθk+1(t) = θθθk(t) + 2Lk(t)ϕϕϕk(t)ek(t) (5)

其中, Lk(t) 是学习增益. 将式 (5) 代入式 (4), 可得

J(Lk(t)) = [1− 2Lk(t)ϕϕϕT
k (t)ϕϕϕk(t)]e

2
k(t) (6)
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显然,

Lk(t) =
1

2ϕϕϕT
k (t)ϕϕϕk(t)

(7)

可使式 (6) 关于 Lk(t) 取值最小. 考虑到一旦

ϕϕϕk(t) = 0, Lk(t) 会产生奇异, 我们对其做修正,
使得 Lk(t) = 1

2
1

c+ϕϕϕT
k (t)ϕϕϕk(t)

, 其中 c 为大于零的常数.
为了表达简洁, 置 c = 1. 由于系统存在干扰 wk(t),
为了提高系统鲁棒性, 我们需对学习算法进行鲁棒
处理. 典型的处理方法是死区修正. 下面给出的是
带死区修正的重复学习投影算法

θθθk+1(t) = θθθk(t) +
ak(t)ϕϕϕk(t)

1 + ϕϕϕT
k (t)ϕϕϕk(t)

ek(t) (8)

其中, ak(t) 为死区函数, 定义如下:

ak(t) =
{

0, |ek(t)| < ∆
1− ∆

|ek(t)| , |ek(t)| ≥ ∆
(9)

定理 1. 对于系统 (2), 采用一步超前控制
(3) 及参数更新律 (8), 以下性质成立: 对于 t ∈
{0, 1, · · ·N − 1},

1) ‖θ̃θθk+1(t)‖ ≤ ‖θ̃θθk(t)‖, 其中, 估计误差
θ̃θθk(t) = θθθ(t)− θθθk(t);

2) lim
k→∞

N−1∑
j=0

|ak(j)ek(j)|√
1+ϕϕϕT

k (j)ϕϕϕk(j)
= 0.

证明. 1) 由式 (8) 知, 对于 t ∈ {0, 1, · · · , N −
1},

‖θ̃θθk+1(t)‖2 ≤ ‖θ̃θθk(t)‖2 − 2ak(t)ϕϕϕT
k (t)θ̃θθk(t)

1 + ϕϕϕT
k (t)ϕϕϕk(t)

×

ek(t) +
a2

k(t)ϕϕϕ
T
k (t)ϕϕϕk(t)

[1 + ϕϕϕT
k (t)ϕϕϕk(t)]2

e2
k(t) (10)

注意到

ek(t) = yk(t)−ϕϕϕT
k (t)θθθk(t) = ϕϕϕT

k (t)θ̃θθk(t) + wk(t)

可得:

− 2ak(t)ϕϕϕT
k (t)θ̃θθk(t)ek(t) =

2ak(t)[wk(t)− ek(t)]ek(t) ≤
2ak(t)∆|ek(t)| − 2ak(t)e2

k(t) =

− 2ak(t)|ek(t)|[|ek(t)| −∆]

结合式 (9),

−2ak(t)ϕϕϕT
k (t)θ̃θθk(t)ek(t) ≤ −2a2

k(t)e
2
k(t) (11)

将式 (11) 代入式 (10) 得

‖θ̃θθk+1(t)‖2 ≤ ‖θ̃θθk(t)‖2 − 2a2
k(t)e

2
k(t)

1 + ϕϕϕT
k (t)ϕϕϕk(t)

+

a2
k(t)e

2
k(t)

1+ϕϕϕT
k (t)ϕϕϕk(t)

=‖θ̃θθk(t)‖2− a2
k(t)e

2
k(t)

1 + ϕϕϕT
k (t)ϕϕϕk(t)

(12)

因此,

‖θ̃θθk+1(t)‖2 ≤ ‖θ̃θθk(t)‖2

2) 由式 (12) 知, 对于 t ∈ {0, 1, · · · , N − 1},
a2

k(t)e
2
k(t)

1 + ϕϕϕT
k (t)ϕϕϕk(t)

≤ ‖θ̃θθk(t)‖2 − ‖θ̃θθk+1(t)‖2

故

k∑
i=0

a2
i (t)e

2
i (t)

1 + ϕϕϕT
i (t)ϕϕϕi(t)

≤ ‖θ̃θθ0(t)‖2−

‖θ̃θθk+1(t)‖2 ≤ ‖θ̃θθ0(t)‖2

因为 θ̃θθ0(t) 有界, 所以

lim
k→∞

|ak(t)ek(t)|√
1 + ϕϕϕT

k (t)ϕϕϕk(t)
= 0 (13)

¤
关键技术引理在证明离散自适应控制的稳定性

和收敛性时起着重要作用[1], 它是在时域中给出的,
称其为时域关键技术引理 (Time-domain key tech-
nical lemma, TDKTL). 为了分析离散自适应重复
控制系统的跟踪性能, 我们给出重复域的关键技
术引理 (Repetition-domain key technical lemma,
RDKTL), 它是 TDKTL 的一个推广形式.
引理 1 (RDKTL). 对于实数序列 {µk(t)} 及向

量序列 {ξξξk(t)}, (t = 0, 1, · · · , N − 1), k = 1, 2, · · · ,
如果

C1. ‖ξξξk(t)‖ ≤ A′ + A′′ ∑N−1

j=0 |µk(j)|, 其中,
0 ≤ A′ < ∞, 0 < A′′ < ∞;

C2. lim
k→∞

∑N−1

j=0
|µk(j)|√

b′k(j)+b′′k (j)ξξξT
k (j)ξξξk(j)

= 0, 其

中, 0 ≤ b′k(j) < B′ < ∞, 0 < b′′k(j) < B′′ < ∞,
那么,
1) {ξξξk(t)} 在所有周期中关于每个时刻 t 有界,
2) lim

k→∞
µk(t) = 0.

证明. 对于固定时刻 t ∈ {0, 1, · · · , N − 1}, 假
如 µk(t) 无界. 那么, 存在子序列 kn 使得

lim
kn→∞

µkn
(t) = ∞
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故

lim
kn→∞

N−1∑
j=0

|µkn
(j)| = ∞

利用条件 C1 和 C2,

|µkn
(t)|√

b′kn
(t) + b′′kn

(t)ξξξT
kn

(t)ξξξkn
(t)

≥

|µkn
(t)|

√
B′ +

√
B′′[A′ + A′′

N−1∑
j=0

|µkn
(j)]

因此,

N−1∑
j=0

|µkn
(j)|√

b′kn
(j) + b′′kn

(j)ξξξT
kn

(j)ξξξkn
(j)

≥

N−1∑
j=0

|µkn
(j)|

√
B′ +

√
B′′[A′ + A′′

N−1∑
j=0

|µkn
(j)|]

由此得到:

lim
kn→∞

N−1∑
j=0

|µkn
(j)|√

b′kn
(j) + b′′kn

(j)ξξξT
kn

(j)ξξξkn
(j)

≥

1√
B′′A′′ > 0

这与条件C2相矛盾, 故 {µk(t)}有界. 根据条件C1
知, {ξξξk(t)} 有界, 即结论 1) 成立; 由 C2 并结合结
论 1) 可得结论 2). ¤
我们还需要下述关于线性离散时变系统一致渐

近稳定的定义[21].
定义 1. 对于线性离散时变系统

x(t + 1) = G(t)x(t) (14)

其中, x(0) = x0 为系统的初始状态. 若存在M > 0,
λ ∈ (0, 1), 使得

‖x(t)‖ ≤ Mλ−t‖x0‖ (15)

则称系统 (14) 是一致渐近稳定的.
由上述定义容易推得, 线性离散时变系统渐近

稳定的充分必要条件是: 存在M1 > 0, λ1 ∈ (0, 1),
使得

‖Φ(t)‖ ≤ M1e−λ1t (16)

其中, Φ(t) = G(t− 1)G(t− 2) · · ·G(0), Φ(0) = I.

在本文中, 我们假设系统

B(q−1, t)uk(t) = yk(t) (17)

是一致渐近稳定的, 这里, 以 yk(t) 为输入, 以 uk(t)
为输出.

定理 2. 采用一步超前控制器 (3) 及参数更新
律 (8), 离散控制系统 (2) 具有以下跟踪性能:

1) 控制输入 uk(t) 和系统输出 yk(t) 均有界;
2)对于固定 t = 0, · · · , N−1,跟踪误差 yk(t)−

y∗k(t) (也就是 ek(t) ) 收敛于半径为∆ 的邻域内, 即

lim
k→∞

sup |ek(t)| ≤ ∆

证明. 由系统 (17) 的一致渐近稳定的假设知,
存在常数 c1、c2 使得对于固定的 t = 0, · · · , N − 1,

|uk(t)| ≤ c1 + c2

N−1∑
j=0

|yk(j)| (18)

不失一般性, 假设 yk(0), yk(−1), · · · , yk(−n+1) 均
为零, 且 uk(−1), · · · , uk(−m + 1) 也均为 0. 根据
ϕϕϕk(t)的定义并结合式 (18),利用不等式

√
a2 + b2 ≤

|a|+ |b| 可得

‖ ϕk(t) ‖ ≤
|yk(t− 1)|+ |yk(t− 2)|+ · · ·+ |yk(t− n)|+
|uk(t− 1)|+ · · ·+ |uk(t−m)| ≤
N−1∑
j=0

|yk(j)|+ m

{
c1 + c2

N−1∑
j=0

|yk(j)|
}

=

c3 + c4

N−1∑
j=0

|yk(j)| (19)

其中, c3 = mc1, c4 = 1 + mc2.
根据跟踪误差的定义, 下列不等式成立

|yk(t)| ≤ |ek(t)|+ |y∗k(t)|

由参考信号的有界性, 可将式 (19) 写成

‖ ϕϕϕk(t) ‖≤ c3 + c4

N−1∑
j=0

(|ek(j)|+ |y∗k(j)|) ≤

c5 + c6

N−1∑
j=0

|ek(j)| (20)

由式 (9) 得

|ek(t)| −∆ ≤ ak(t)|ek(t)| (21)
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将式 (21) 代入式 (20),

‖ ϕϕϕk(t) ‖≤ c5 + c6

N−1∑
j=0

|ek(j)−∆ + ∆| ≤

c5 + c6N∆ + c6

N−1∑
j=0

|ak(j)ek(j)| =

c7 + c8

N−1∑
j=0

|ak(j)ek(j)| (22)

由定理 1 及式 (22), 利用 RDKTL, 可证得所有信号
的有界性, 且

lim
k→∞

ak(t)ek(t) = 0, t = 0, · · · , N − 1

¤
系统 (1) 描述一类离散周期系统, 我们采用两

变量表达时间变量. 这样的描述方式使得我们可以
采用文献 [17] 提出的自适应迭代学习控制系统的分
析方法. 因此, 文中所述方法可以被看作解决学习
控制 (包括迭代学习控制与重复控制) 问题的统一
方法. 迭代学习控制是与重复控制并行发展的控制
技术, 在提法上是有区别的. 前者适用于在有限作
业区间上重复运行的系统, 每次重复时, 需对系统进
行初始定位, 一般要求受控对象的初始位置与期望
输出轨迹在起始点处重合. 虽然目前的研究结果允
许存在初始定位误差, 但会影响初始点上的跟踪性
能[14, 17]. 后者可用在期望轨迹为周期信号的场合,
作业区间是无限的, 系统在每个周期的初态为上个
周期的终态, 因而无初始定位问题, 回避了前者存在
的初始点处的跟踪性能问题.

为了表述简洁, 我们采用重复学习投影算法估
计时变参数, 并证明相应自适应重复控制系统的稳
定性与收敛性. 这些结果也可以被推广到采用重复
学习最小二乘算法, 或采用其他控制策略 (如极点配
置) 的情形; 参数估计也可以考虑其他修正方法, 如
投影算子修正或限幅修正.

3 实验结果

本节给出实验结果以检验所提出控制方法的有

效性, 实验在一永磁同步直线电机实验装置上进行,
如图 1 所示. 其中, DSP 开发板实现位置环控制算
法, ELMO 驱动器除驱动功能外, 其内部还集成速
度环、电流环控制模块, 能有效降低 DSP 开发板作
为位置控制器的在线计算负担.
通常以定常系统作为被控对象的数学模型, 输

入为期望速度、输出为位置信号. 这里, 我们取位置
参考信号为周期信号. 对于重复运行下的伺服系统,
为了更好地刻划其动态行为, 本文采取周期时变系

统模型 (1). 四个周期时变参数的初值取为

a1 = −1.4, a2 = 0.4, b1 = 0.5, b2 = −0.15

并将各种未建模特性归为干扰项.

图 1 永磁同步直线电机伺服系统

Fig. 1 Permanent magnet linear synchronous motor

servo system

实验中, 采样周期 Ts = 0.01 s, 位置参考信号
y∗k(t) 为正弦信号, 其幅值为 20mm, 周期为 2 s.
为了比较, 我们对下述两种情况进行了实验.
情形 1. 采用下述带有死区修正的遗忘梯度算

法

θθθk(t) = θθθk(t− 1) +
ak(t− 1)ϕϕϕk(t− 1)

rk(t)
ek(t− 1)

rk(t) = λrk(t− 1) + ϕϕϕT
k (t− 1)ϕϕϕk(t− 1)

ak(t) =

{
0, |ek(t)| < ∆
1− ∆

|ek(t)| , |ek(t)| ≥ ∆

其中, 0 ≤ λ ≤ 1, rk(0) = 1. 当遗忘因子 λ = 1 时,
遗忘梯度算法就是随机梯度算法; 当遗忘因子 λ = 0
时, 遗忘梯度算法就是投影算法.
当 λ = 0.8 时的实验结果见图 2∼ 4. 跟踪误差

ek(t)收敛进入 |ek(t)| ≤ 20 µm的邻域内 (见图 3直
方图), 但呈现明显的周期性, 周期与参考信号相同.

图 2 遗忘梯度估计下的位置输出和跟踪误差

Fig. 2 Position output and tracking error by using the

gradient algorithm with a forgetting factor
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图 3 跟踪误差及统计直方图

Fig. 3 Tracking error and its count histogram

图 4 参数估计结果

Fig. 4 Parameter estimation results

情况 2. 采用自适应重复控制算法 (3)∼ (8),
实验结果见图 5∼ 7. 跟踪误差 ek(t) 收敛进入到
|ek(t)| ≤ 10 µm 的邻域内 (参见图 6), 且无周期特
性. 实验结果表明, 自适应重复控制可实现对周期参
考信号的高精度跟踪.

图 5 自适应重复学习下的位置输出和跟踪误差

Fig. 5 Position output and tracking error by using the

proposed repetitive learning algorithm

图 6 跟踪误差及统计直方图

Fig. 6 Tracking error and its count histogram

图 7 参数估计结果

Fig. 7 Parameter estimation results

4 结论

本文提出了一类输入输出描述的离散时变系统

的自适应重复控制方法, 其系统参数呈周期变化且
周期已知. 以带死区修正的重复学习投影算法进行
参数估计, 这种学习算法用于处理存在有界干扰的
情形. 建立离散自适应控制系统稳定性和收敛性的
一种途径是应用著名的关键技术引理. 通过推广这
一引理, 文中给出了重复域关键技术引理. 该文在逆
系统一致渐近稳定以及干扰有界的假设下, 证明了
离散自适应重复控制系统的稳定性和收敛性. 理论
与实验结果表明, 当伺服系统执行周期位置跟踪任
务时所提方法能够有效提高控制精度.
本文仅讨论了确定性系统, 进一步的工作可以

借鉴现有的随机系统自适应控制理论[4], 考虑随机
周期系统的自适应重复控制, 这样本文关于有界干
扰的假设可以被放宽, 以适用于更广泛的实际场合.
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