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基于统计线性化的随机非线性微分对策逼近最优策略

张 平 1, 2 方洋旺 2 惠晓滨 2 刘新爱 1 李 亮 1

摘 要 针对二人零和随机非线性微分对策问题, 利用统计线性化技术并提出一种新的逼近策略控制方法. 通过求解具有统

计线性化参数的 Riccati 微分方程得到逼近控制策略, 该 Riccati 微分方程与一般线性系统的 Riccati 微分方程具有明显的区

别; 同时对控制量受约束情形的控制策略也进行了求解; 最后通过仿真验证了所得结论的正确性.
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Abstract A novel solution for a class of nonlinear zero-sum stochastic differential games is given based on the technique

of statistical linearization. The near optimal feedback strategies are derived by solving the statistical state dependent

Riccati equation, which is significantly different from the Riccati equation of linear systems. The case of strategy with

bound limitation is also investigated. An example is given to illustrate the application of the theory.
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二人零和微分对策起源于上世纪 60 年代, 以美
国的 R. Isaacs 和前苏联 L. S. Pontryagin 及其团
队的研究最为重要[1]. 具有线性二次型指标函数的
线性微分对策问题可以通过求解 Riccati 微分方程
进行求解[2], 但现实中的大多数系统均为非线性系
统, 与线性微分对策相比, 非线性微分对策问题极其
具有挑战性, 通常要求解非线性 Hamilton-Jacobi-
Isaacs (HJI) 微分方程, 而该非线性偏微分方程一般
很难求解.

自上世纪 80 年代以来, 一些理论和方法逐步
被提出并用于非线性微分对策的数值解法. 其中
两个最具有重要突破, 它们分别为由 Crandall 和
Lions[3] 提出的黏性解理论和由 Subbotin[4] 提出的

极大极小理论; 在解决维数较高的非线性微分对策
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问题时, Sinar 等[5] 引入强迫奇异摄动方法求解降

阶问题的协态变量, 然后对其进行边界层校正, 逐步
迭代求出所有协态变量, 最后得到零阶复合反馈最
优控制策略. 在上世纪 90 年代, 集值分析和生存理
论[6] 均被用于解微分对策问题, 引入生存核的数值
逼近算法可以对具有低半连续价值函数的控制系统

进行数值求解; 而后伴随神经网络技术[7], 将微分对
策的两点边值求解问题转化为两个神经网络的学习

问题, 训练后的两个神经网络分别作为对策双方的
最优控制器在线使用. 上述理论和技术均为非线性
微分对策的求解提供了可行的方法, 也使得逼近算
法研究取得了长足的发展[8−9].
实际中线性化是处理非线性系统的一种最强有

力的工具[10]. 针对随机系统统计线性化把非线性函
数按概率统计的方法进行线性化, 将随机线性系统
的研究成果拓展到随机非线性系统中, 目前已经取
得了一系列研究成果[11−13]. 本文将统计线性化方法
引入到随机非线性微分对策中, 针对控制量无约束
和受约束两种情形, 研究了一类随机非线性系统的
微分对策控制问题.
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1 问题描述

考虑如下连续时间二人零和随机非线性微分对

策:

ẋxx (t) = fff (xxx, t) + B1 (t)uuu + B2 (t)vvv + gξξξ (1)

其中, 假设双方均具有完全状态信息, 控制量 uuu 为其

中一方的控制量, vvv 为另一方的控制量, fff (xxx, t) 为非
线性映射函数, B1 (t), B2 (t) 和 g 分别为具有适当

维数的时变矩阵, 初始状态 xxx (t0) = xxx0, 且服从高斯
分布 N(mmm0, R0). ξξξ 为高斯白噪声向量, 其均值为 0,
方差为 Q, 且与初始状态 xxx0 无关.
考虑二次型性能指标函数

J (uuu,vvv) = E
{
xxxT (tf ) QTxxx (tf )+

∫ tf

t0

(
xxxTLxxx + uuuTRuuu− vvvTSvvv

)
dτ

} (2)

实际中我们往往采用条件数学期望去实现无条

件数学期望, 即 E [· |X], 其中 X 为信息集 X =
{xxx(τ)|0 ≤ τ ≤ t}; 同时 QT 和 L 为正定对称矩阵;
R, S 为半正定对称矩阵; t0 和 tf 分别为起始时间

和结束时间.
对于随机非线性微分对策问题 (1), 如果存在反

馈控制策略

uuu∗ = K1xxx + CCC1, vvv
∗ = K2xxx + CCC2 (3)

使得性能指标 (2) 关于 uuu 取极小值, 而关于 vvv 取极

大值, 满足如下不等式:

J (uuu∗, vvv) ≤ J (uuu∗, vvv∗) ≤ J (uuu,vvv∗) (4)

则称 (uuu∗, vvv∗) 为鞍点, uuu∗ 和 vvv∗ 分别为双方的最优策
略, J (uuu∗, vvv) 为对策值. 值得注意的是本章采用统计
线性化方法, 由于高斯概率逼近总是存在一定的误
差, 因而基于线性化方法求得的最优控制策略为逼
近最优策略.

2 统计线性化与非线性微分对策

2.1 统计线性化原理

设函数 fff : xxx ∈ Rp → fff (xxx) ∈ Rq, 在均值 f̂ff 附

近线性化 fff , 得到如下形式:

fff = f̂ff + Nrrr + eee (5)

式中 rrr = xxx −mmm, N 为使得线性化误差 eee 最小的系

数, f̂ff 和 N 应满足的关系式为

f̂ff = E [fff (xxx, t)] =
∫ ∞

−∞
fff (xxx, t) p (xxx)dx (6)

N =
df̂ff

dmmm
(7)

关于详细的推导过程详见文献 [14−15].

2.2 非线性微分对策的统计线性化

应用统计线性化方法得到

fff (xxx, t) = f̂ff + Nrrr (8)

将式 (8) 代入原系统 (1), 得到:

ẋ̇ẋx (t) = Nxxx (t) + B1 (t)uuu + B2 (t)vvv+

gξξξ +
(
f̂ff −Nmmm

)
=

Nxxx (t) + B1 (t)uuu + B2 (t)vvv + gξξξ + fff0

(9)

式中, fff0 = f̂ff − Nmmm, 因为 f̂ff 和 N 均不含有随机

变量, 所以方程 (9) 是线性微分方程.
设状态反馈控制量

uuu = K1xxx + CCC1, vvv = K2xxx + CCC2

其中, K1, K2, CCC1 和 CCC2 分别为待定系数. 将方程
(3) 代入方程 (9), 根据随机线性系统的方差分析, 得
到向量均值mmm(t) 和方差矩阵 P (t) 分别为

ṁmm (t) = E [Nxxx (t) + B1 (t)uuu + B2 (t)vvv+

gξξξ +
(
f̂ff −Nmmm

)]
=

f̂ff + (B1K1 + B2K2)mmm+

B1CCC1 + B2CCC2

(10)

Ṗ = (N + B1K1 + B2K2)
T

P+

P (N + B1K1 + B2K2) + gQgT
(11)

由于 f̂ff 和 N 通常含有均值 mmm(t) 和方差 P (t)[16],
所以方差 (10) 和 (11) 是非线性的.

3 随机非线性微分对策的逼近策略

3.1 控制量无约束情形

定理 1. 对于给定性能指标函数 (2), 使得性能
指标值满足式 (4) 的非线性系统 (1) 的双方逼近最
优策略和相应的对策逼近值分别为

uuu = −R−1BT
1 (Γxxx + ΓΓΓ1)

vvv = S−1BT
2 (Γxxx + ΓΓΓ1)

(12)

J (uuu,vvv) = mmmTΓ (0)mmm + tr {Γ (0) R}+

2ΓΓΓT
1 (0)mmm + Γ0 (0)

(13)
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正定对称矩阵 Γ, 满足 Riccati 微分方程




Γ̇ + ΓN + NTΓ− ΓB1R
−1BT

1 Γ+

ΓB2S
−1BT

2 Γ + L = 0

Γ (tf ) = QT

(14)

向量 ΓΓΓ1 和标量 Γ0 满足微分方程




Γ̇ΓΓ1 + ΓΓΓT
1 N + Γfff0 − ΓB1R

−1BT
1 ΓΓΓ1+

ΓB2S
−1BT

2 ΓΓΓ1 = 0

ΓΓΓ1 (tf ) = 0

(15)





Γ̇0 + 2ΓΓΓT
1 fff0 −ΓΓΓ1B1R

−1BT
1 ΓΓΓ1+

ΓΓΓ1B2S
−1BT

2 ΓΓΓ1 + tr
{
ΓgQ (t) gT

}
= 0

Γ0 (tf ) = 0

(16)

式中, N 和 fff0 满足统计线性化方程




ẋxx (t) = Nxxx (t) + B1K1xxx + B2K2xxx+

gξξξ + fff0 + B1CCC1 + B2CCC2

xxx (t0) = xxx0

(17)





ṁ̇ṁm (t) = f̂ff + (B1K1 + B2K2)mmm+

B1CCC1 + B2CCC2

mmm (t0) = mmm0

(18)





Ṗ = (N + B1K1 + B2K2)
T
P+

P (N + B1K1 + B2K2) + gQgT

P (t0) = R0

(19)

其中参数K1, K2, CCC1 和CCC2 分别为
{

K1 = −R−1BT
1 Γ, CCC1 = −R−1BT

1 ΓΓΓ1

K2 = S−1BT
2 Γ, CCC2 = S−1BT

2 ΓΓΓ1

(20)

证明. 利用随机动态规划法分两步进行证明
1) 构造 Hamilton-Jacobi-Isaacs 泛函方程. 设

t 时刻的风险函数 Ft 为

Ft (uuu,vvv) = xxxT (tf ) QTxxx (tf )+
∫ tf

t

(
xxxTLxxx + uuuTRuuu− vvvTSvvv

)
dτ

(21)

在假设条件下此泛函具有马尔科夫性, 即仅依
赖于时刻 t 及之后的控制向量 uuu (τ) 和 vvv (τ),
(t ≤ τ < tf ), 而与 t 时刻之前的控制向量无关.
定义函数M 对 uuu, vvv 分别取极小、大值

M (uuu,vvv) = min
u

max
v

E [Ft (uuu,vvv) |X] (22)

式中, X 为全状态信息集 X = {xxx(τ)|0 ≤ τ ≤ t} 由
Itô 微分规则, 得到随机 Hamilton-Jacobi-Isaacs 方
程形式

Mt +
1
2
tr

[
MxxxxxxgQ (t) gT

]
+

minuuu max
vvv

{
xxxTLxxx + uuuTRuuu− vvvTSvvv +

MxMxMx
T (fff + B1uuu + B2vvv)

}
= 0

(23)

其中, Mt、MMMxxx 和Mxxxxxx 分别为函数M 关于时间、状

态的一阶偏导数和关于状态的二阶偏导数.
终止条件

M (tf ) = xxxT (tf ) QTxxx (tf ) (24)

2) 求解 Hamilton-Jacobi-Isaacs 泛函方程
为了求解方程 (23), 必须先对此方程右边进行

极小、极大化运算, 求出控制量 uuu (t) 和 vvv (t), 即

∂

∂uuu

{
uuuTRuuu + MxMxMx

TB1uuu (t)
}

= 0

∂

∂vvv

{−vvvTSvvv + MxMxMx
TB2vvv (t)

}
= 0

(25)

求得

uuu = −1
2
R−1B1

TMxMxMx

vvv =
1
2
S−1B2

TMxMxMx

(26)

由非线性函数 fff 统计线性化的结果, 代入式 (23) 得
到:

Mt +
1
2
tr

{
MxxxxxxgQ (t) gT

}
+

{
xxxTLxxx +

1
4
MxMxMx

TB1R
−1BT

1 MxMxMx −
1
4
MxMxMx

TB2S
−1BT

2 MxMxMx + MxMxMx
T
(
fff0+

Nxxx− 1
2
B1R

−1BT
1 MxMxMx +

1
2
B2S

−1BT
2 MxMxMx

)}
= 0

(27)

化简得到:

Mt +
1
2
tr

{
MxxxxxxgQ (t) gT

}
+

{
xxxTLxxx− 1

4
MxMxMx

TB1R
−1BT

1 MxMxMx +

1
4
MxMxMx

TB2S
−1BT

2 MxMxMx + MxMxMx
Tfff0 + MxMxMx

TNxxx = 0

(28)

终止条件

M (tf ) = xxxT (tf ) QTxxx (tf ) (29)



4期 张平等: 基于统计线性化的随机非线性微分对策逼近最优策略 393

由线性偏微分方程的特点, 假设方程的解为

M = xxxTΓxxx + 2ΓΓΓ1xxx + Γ0 (30)

则函数M 关于时间、状态的偏微分方程和关于状态

的二阶偏微分方程分别为

Mt = xxxTΓ̇xxx + 2Γ̇ΓΓ1xxx + Γ̇0

MxMxMx = 2Γxxx + 2ΓΓΓ1

Mxxxxxx = 2Γ

(31)

将式 (31) 代入式 (28), 得到:

xxxTΓ̇xxx + 2Γ̇ΓΓ1xxx + Γ̇0 + tr
[
ΓgQ (t) gT

]
+{

xxxTLxxx− (Γxxx + ΓΓΓ1)
T

B1R
−1BT

1 (Γxxx + ΓΓΓ1) +

2 (Γxxx + ΓΓΓ1)
T

Nxxx + (Γxxx + ΓΓΓ1)
T

B2S
−1BT

2 ×
(Γxxx + ΓΓΓ1) + 2 (Γxxx + ΓΓΓ1)

T
fff0

}
= 0

(32)

进行整理, 得到:

xxxT(Γ̇ + L− ΓB1R
−1BT

1 Γ+

ΓB2S
−1BT

2 Γ + ΓN + NTΓ)xxx+

2(Γ̇ΓΓ1 − ΓB1R
−1BT

1 ΓΓΓ1 + ΓB2S
−1BT

2 ΓΓΓ1 +

ΓΓΓ1
TN + Γfff0)xxx + Γ̇0 + ΓΓΓ1B2S

−1BT
2 ΓΓΓ1−

ΓΓΓ1B1R
−1BT

1 ΓΓΓ1 + ΓΓΓ1fff0 + fffT
0 ΓΓΓ1+

tr
{
ΓgQ (t) gT

}
= 0

(33)

对上式求无条件数学期望, 并考虑mmm 的任意性, 若
使式 (33) 成立, 则需满足:

Γ̇ + ΓN + NTΓ− ΓB1R
−1BT

1 Γ+

ΓB2S
−1BT

2 Γ + L = 0

Γ̇ΓΓ1 + ΓΓΓ1
TN + Γfff0 − ΓB1R

−1BT
1 ΓΓΓ1+

ΓB2S
−1BT

2 ΓΓΓ1 = 0

Γ̇0 + ΓΓΓ1fff0 + fffT
0 ΓΓΓ1 −ΓΓΓ1B1R

−1BT
1 ΓΓΓ1+

ΓΓΓ1B2S
−1BT

2 ΓΓΓ1 + tr
{
ΓgQ (t) gT

}
= 0

(34)

边界条件

Γ (tf ) = QT , ΓΓΓ1 (tf ) = 0, Γ0 (tf ) = 0 (35)

将MxMxMx = 2Γxxx + 2ΓΓΓ1 代入式 (26), 得到双方最优策
略为

uuu = −R−1BT
1 (Γxxx + ΓΓΓ1)

vvv = S−1BT
2 (Γxxx + ΓΓΓ1)

(36)

根据前面控制量的假设形式参数 K1, K2, CCC1 和 CCC2

分别为
{

K1 = −R−1BT
1 Γ, CCC1 = −R−1BT

1 ΓΓΓ1

K2 = S−1BT
2 Γ, CCC2 = S−1BT

2 ΓΓΓ1

(37)

而指标函数值为

J (u, vu, vu, v) = M (xxx (0) , 0) =

mmmTΓ (0)mmm + tr {Γ (0) R}+

2ΓΓΓ1 (0)mmm + Γ0 (0)

(38)

¤
注 1. 当此处 fff (xxx, t) = Axxx, 即为随机线性系统

时, 得:

f̂ff = Ammm, N = A, fff0 = f̂ff −Ammm = 0 (39)

则统计线性化方程为

ẋxx (t) = Nxxx (t) + B1 (t)uuu + B2 (t)vvv + gξξξ + fff0 =

Axxx (t) + B1 (t)uuu + B2 (t)vvv + gξξξ

(40)

由于 fff0 = 0 并考虑伴随变量MxMxMx 和状态变量 xxx 的

线性关系, 则

MxMxMx = 2Γxxx, ΓΓΓ1 = 0 (41)

代入定理 1, 可得到:
{

Γ̇0 + tr
{
ΓgQ (t) gT

}
= 0

Γ0 (tf ) = 0
(42)

通过积分

Γ0 (0) =
∫ tf

0

tr
{
ΓgQgT

}
dτ

最后性能指标值为

J (u, vu, vu, v) = mmmTΓ (0)mmm + tr {Γ (0) R}+
∫ tf

0

tr
{
ΓgQgT

}
dτ

(43)

上述结果与随机线性系统的结果是完全一致的, 验
证定理 1 是正确的.

3.2 控制量受约束情形

当控制量受约束时, 对饱和函数同样需要进行
统计线性化. 定义两个紧集 (Compact set) U 和 V ,
双方的控制量 uuu 和 vvv 分别属于此集合, 即

Sat (uuu|U0) =

{
uuu, uuu ∈ U0

|U0| sgn(uuu), uuu /∈ U0

(44)
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Sat (vvv|V0) =

{
vvv, vvv ∈ V0

|V0| sgn(vvv), vvv /∈ V0

(45)

其物理含义为: 当控制量 uuu (或 vvv) 在集合 U (或 V )
内, 则控制为其本身; 当控制量 uuu (或 vvv) 超越集合
U(或 V ), 则取相应的边界值. 利用统计线性化原理
对饱和函数 Sat 进行统计线性化, 得到:

f̂uuu = U0

{
Φ

(
U0 + muuu

σuuu

)
− Φ

(
U0 −muuu

σuuu

)}
+

muuu

{
Φ

(
U0 + muuu

σuuu

)
+ Φ

(
U0 −muuu

σuuu

)
− 1

}
+

σuuu√
2π

{
exp

(
−(U0 + muuu)2

2σ2
uuu

)
−

exp

(
−(U0 −mvvv)

2

2σ2
uuu

)}

(46)

Nuuu = Φ
(

U0 + muuu

σuuu

)
+ Φ

(
U0 −muuu

σuuu

)
− 1 (47)

Nvvv = Φ
(

V0 + mvvv

σvvv

)
+ Φ

(
V0 −mvvv

σvvv

)
− 1 (48)

f̂vvv = V0

{
Φ

(
V0 + mvvv

σvvv

)
− Φ

(
V0 −mvvv

σvvv

)}
+

mvvv

{
Φ

(
V0 + mvvv

σvvv

)
+ Φ

(
V0 −mvvv

σvvv

)
− 1

}
+

σvvv√
2π

{
exp

(
−(V0 + mvvv)

2

2σ2
vvv

)
−

exp

(
−(V0 −mvvv)

2

2σ2
vvv

)}
(49)

式中, Φ (·) 为正态分布函数. 对局双方非线性饱和
控制量通过统计线性化之后变为

uuus = f̂uuu + Nuuu(uuu−muuu) = fuuu
0 + Nuuuuuu

vvvs = f̂vvv + Nvvv(vvv −mvvv) = fvvv
0 + Nvvvvvv

(50)

于是经过推导可以得到定理 2.
定理 2. 假设性能指标函数为 (2), 且双方的控

制量满足约束条件 (44), 则非线性系统 (45) 的双方
逼近最优策略和相应的对策逼近值分别为

uuu = −sgn
{
R−1BT

1 (Γxxx + ΓΓΓ1)
}

vvv = sgn
{
S−1BT

2 (Γxxx + ΓΓΓ1)
} (51)

J (u, vu, vu, v) = mmmTΓ (0)mmm + tr {Γ (0) R}+

2ΓΓΓ1 (0)mmm + Γ0 (0)
(52)

式中, 正定对称矩阵 Γ , 满足 Riccati 微分方程




Γ̇ + NTΓ + ΓN + L+

ΓBT
1 NT

u R−1(Nu − 2I)B1Γ+

ΓBT
2 NT

v S−1(2I −Nv)B2Γ = 0

Γ (tf ) = QT

(53)

向量 ΓΓΓ1 和标量 Γ0 满足微分方程



Γ̇ΓΓ1 + ΓΓΓ1N + Γfff0+

ΓΓΓ1B1N
T
uuu R−1(Nuuu − 2I)BT

1 Γ+

ΓΓΓ1B2N
T
vvv S−1(2I −Nvvv)BT

2 Γ + (fffuuu
0)

T
B1×

(I −Nuuu)Γ + (fffvvv
0)

T
B2(I −Nvvv)Γ = 0

ΓΓΓ1 (tf ) = 0
(54)





Γ̇0 + (fffuuu
0)

T
Rfffuuu

0 − (fffvvv
0)

T
Sfffvvv

0+

2ΓΓΓ1fff0 + tr
{
ΓgQ (t) gT

}
+ ΓΓΓ1B

T
1 Nuuu

T×
R−1(Nuuu − 2I)B1ΓΓΓ1 + ΓΓΓ1B

T
2 Nvvv

TS−1×
(2I −Nvvv)B2ΓΓΓ1 + 2 (fffuuu

0)
T

BT
1 (I −Nuuu)×

ΓΓΓ1 + 2 (fffvvv
0)

T
BT

2 (I −Nvvv)ΓΓΓ1 = 0

Γ0 (tf ) = 0

(55)

式中, N 和 fff0 满足统计线性化方程

ẋxx (t) = Nxxx (t) + B1K1xxx + B2K2xxx + gξξξ+(
f̂ff −Nmmm

)
+ B1CCC1 + B2CCC2

(56)





ṁmm (t) = f̂ff + (B1K1 + B2K2)mmm+

B1CCC1 + B2CCC2

mmm (t0) = mmm0

(57)





Ṗ = (N + B1K1 + B2K2)
T
P+

P (N + B1K1 + B2K2) + gQgT

P (t0) = R0

(58)

式中,

K1 = −NuuuR−1BT
1 Γ

CCC1 = fffuuu
0 −NuuuR−1BT

1 ΓΓΓ1

K2 = NvvvS
−1BT

2 Γ

CCC2 = fffvvv
0 + NvvvS

−1BT
2 ΓΓΓ1

(59)
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受约束控制量的统计线性化系数 f̂ffuuu, f̂ffvvv, Nuuu 和 Nvvv

满足式 (46)∼ (50), 而muuu, mvvv, σuuu 和 σvvv 分别为

{
muuu = −R−1BT

1 (Γmmm + ΓΓΓ1)

σuuu = R−1B1ΓPΓBT
1 R−T

(60)

{
mvvv = S−1B2

T (Γmmm + ΓΓΓ1)

σvvv = S−1B2ΓPΓB2
TS−T

(61)

证明. 同样利用随机动态规划法分两步进行证
明

1) 构造 Hamilton-Jacobi-Isaacs 泛函方程 (此
步骤与定理 1 证明相同)

2) 求解 Hamilton-Jacobi-Isaacs 泛函方程
先对此方程右边进行极小、极大化运算, 分情况

进行讨论分析:
当极大值在区域 U 内达到, 则有:

∂

∂uuu

{
uuuTRuuu + MxMxMx

TB1uuu (t)
}

= 0 (62)

从而, 得:

uuu = U0sgn
(
−1

2
R−1B1

TMxMxMx

)

当极大值在区域 U 边界上达到, 则有:

uuu = U0sgn
(
−1

2
R−1B1

TMxMxMx

)

综上两种情形, 可得:

uuu = −Sat
{

1
2
R−1BT

1 MxMxMx

}
(63)

同理, 可得:

vvv = Sat
{

1
2
S−1B2

TMxMxMx

}
(64)

根据饱和函数的统计线性化, 得到:

uuu = fffuuu
0 + Nu

(
−1

2
R−1B1

TMxMxMx

)

vvv = fffvvv
0 + Nv

(
1
2
S−1B2

TMxMxMx

) (65)

由非线性函数 fff 统计线性化的结果

fff = f̂ff −Nmmm + Nxxx = fff0 + Nxxx (66)

将式 (65) 和 (66) 代入方程 (23), 得:

Mt +
1
2
tr

{
MxxxxxxgQ (t) gT

}
+ xxxTLxxx+

[
fffuuu

0 + Nuuu

(
−1

2
R−1BT

1 MxMxMx

)]T

R

[
fffuuu

0 + Nuuu

(
−1

2
R−1BT

1 MxMxMx

)]
−

[
fffvvv

0 + Nvvv

(
1
2
S−1BT

2 MxMxMx

)]T

S

[
fffvvv

0 + Nvvv

(
1
2
S−1BT

2 MxMxMx

)]
+

MxMxMx
T

{
fff0 + Nxxx + B1×

[
fffuuu

0 + Nuuu

(
−1

2
R−1BT

1 MxMxMx

)]
+

B2

[
fffvvv

0 + Nvvv

(
1
2
S−1BT

2 MxMxMx

)]}
= 0

(67)

M (tf ) = xxxT (tf ) QTxxx (tf ) (68)

由线性偏微分方程的特点, 假设方程的解为

M = xxxTΓxxx + 2ΓΓΓ1xxx + Γ0 (69)

则有

Mt = xxxTΓ̇xxx + 2Γ̇ΓΓ1xxx + Γ̇0

MxMxMx = 2Γxxx + 2ΓΓΓ1

Mxxxxxx = 2Γ

(70)

将式 (70) 代入式 (67), 得:

xxxT(Γ̇ + L + ΓN + NTΓ+

ΓBT
1 NT

uuu R−1(Nuuu − 2I)B1Γ+

ΓBT
2 NT

vvv S−1(2I −Nvvv)B2Γ)xxx+

2xxx
{
Γ̇ΓΓ1 + ΓΓΓ1N + ΓΓΓ1B

T
1 NT

uuu R−1×
(Nuuu − 2I)B1Γ + ΓΓΓ1B

T
2 NT

vvv S−1×
(2I −Nvvv)B2Γ + (fffuuu

0)
T

BT
1 ×

(I −Nuuu)Γ + (fffvvv
0)

T
BT

2 (I −Nvvv)Γ+

2Γfff0}+ Γ̇0 + tr
{
ΓgQ (t) gT

}
+

(fffuuu
0)

T
Rfffuuu

0 − (fffvvv
0)

T
Sfffvvv

0 + 2ΓΓΓ1fff0+

ΓΓΓ1B
T
1 NT

u R−1(Nuuu − 2I)B1ΓΓΓ1+

ΓΓΓ1B
T
2 NT

v S−1(2I −Nvvv)B2ΓΓΓ1+

2 (fffuuu
0)

T
BT

1 (I −Nuuu)ΓΓΓ1+

2 (fffvvv
0)

T
BT

2 (I −Nvvv)ΓΓΓ1 = 0

(71)
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对上式求无条件数学期望, 并考虑mmm 的任意性, 得:

Γ̇ + L + ΓN + NTΓ+

ΓBT
1 NT

uuu R−1(Nuuu − 2I)B1Γ+

ΓBT
2 NT

vvv S−1(2I −Nvvv)B2Γ = 0

(72)

Γ̇ΓΓ1 + ΓΓΓ1N + ΓΓΓ1B
T
1 NT

uuu R−1(Nuuu − 2I)B1Γ+

ΓΓΓ1B
T
2 NT

vvv S−1(2I −Nvvv)B2Γ + 2Γfff0+

(fffuuu
0)

T
B1

T(I −Nuuu)Γ+

(fffvvv
0)

T
B2

T(I −Nvvv)Γ = 0

(73)

Γ̇0 + tr
{
ΓgQ (t) gT

}
+ (fffuuu

0)
T
Rfffuuu

0−
(fffvvv

0)
T
Sfffvvv

0 + 2ΓΓΓ1fff0+

ΓΓΓ1B
T
1 NT

uuu R−1(Nuuu − 2I)B1ΓΓΓ1+

ΓΓΓ1B
T
2 NT

vvv S−1(2I −Nvvv)B2ΓΓΓ1+

2(fffuuu
0)

T
B1

T(I −Nuuu)ΓΓΓ1+

2(fffvvv
0)

T
B2

T(I −Nvvv)ΓΓΓ1 = 0

(74)

边界条件

Γ (tf ) = QT ,Γ1Γ1Γ1 (tf ) = 0,Γ0 (tf ) = 0 (75)

得到双方最优策略为

uuu = −Sat
{
R−1BT

1 (Γxxx + ΓΓΓ1)
}

vvv = Sat
{
S−1BT

2 (Γxxx + ΓΓΓ1)
} (76)

对式 (75) 进行统计线性化, 得:

uuu = fffuuu
0 + Nuuu

(−R−1BT
1 (Γxxx + ΓΓΓ1)

)

vvv = fffvvv
0 + Nvvv

(
S−1BT

2 (Γxxx + ΓΓΓ1)
) (77)

根据前面控制量的假设形式, 得到系数:

K1 = −NuuuR−1BT
1 Γ

CCC1 = fffuuu
0 −NuuuR−1BT

1 ΓΓΓ1

K2 = NvvvS
−1BT

2 Γ

CCC2 = fffvvv
0 + NvvvS

−1BT
2 ΓΓΓ1

(78)

而指标函数值为

J (u, vu, vu, v) = mmmTΓ (0)mmm + tr {Γ (0) R}+

2ΓΓΓ1 (0)mmm + Γ0 (0)
(79)

¤
注 2. 当控制量无约束时, 根据式 (76) 可得:

fffuuu
0 = fffvvv

0 = 0, Nuuu = Nvvv = I (80)

将式 (76) 代入定理 2, 则得到定理 2 等同于定理 1.

4 数值仿真

考虑如下非线性对策系统:

ẋxx = xxx2 + uuu + vvv + ξ

其中, 初始状态 x0 ∼ N(2, 1), 系统高斯白噪声 ξ ∼
N(0, 0.01) , 考虑性能指标

J (uuu,vvv) = E

{
4xxx2 (tf )+

∫ 3

0

(
2xxx2 + 0.1uuu2 − 0.3vvv2

)
dτ

}

根据控制量是否受约束, 分两种情况进行仿真研究.
仿真 1. 控制量无约束情形将系统非线性函数

进行统计线性化, 得到:

f̂ = m2 + P

将仿真步长设为 0.01 秒, 具有统计线性化参数
的 Riccati 微分方程的数值解 Γ 如图 1 所示, ΓΓΓ1 的

解如图 2 所示.

图 1 Γ 的数值解曲线

Fig. 1 The numerical value of Γ

图 2 ΓΓΓ1 的数值解曲线

Fig. 2 The numerical value of ΓΓΓ1
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从图 1 中可以看出, 非线性系统 Riccati 微分方
程的解与线性系统 Riccati 微分方程的解有本质的
区别, 其曲线变化趋势不表现为某一常值状态的稳
态解, 而与非线性函数的具体形式有关. 对局双方的
控制量 uuu 和 vvv 如图 3 所示.

图 3 双方控制策略曲线

Fig. 3 The strategy curves of both players

系统状态曲线如图 4 所示, 统计线性化中状态
均值和方差如图 5 所示.

图 4 系统状态变化曲线图

Fig. 4 The system′s state

图 5 统计线性化均值和方差曲线

Fig. 5 The mean and covariance of statistical

linearization

仿真2. 控制量受约束情形
参照控制量无约束情形时双方控制量的大小,

这里假设双方控制量约束 U0 = 15, V0 = 5
由定理 2 所述的两点边值问题得到 Riccati 方

程的数值解如图 6 和图 7 所示.

图 6 Γ 的数值解曲线

Fig. 6 The numerical value of Γ

图 7 ΓΓΓ1 的数值解曲线

Fig. 7 The numerical value of ΓΓΓ1

系统双方的控制量 uuu 和 vvv 如图 8 所示, 饱和控
制系数 Nuuu 和 Nvvv 的变化情况如图 9 所示.

图 8 双方控制策略曲线

Fig. 8 The strategy curves of both players
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图 9 控制系数 Nuuu 和 Nvvv 变化曲线

Fig. 9 The curves of parameters Nuuu and Nvvv

从图 8 中可以看出, 双方的控制量均限制在己
方的允许范围内, 在初始时刻双方均达到饱和控制,
此时饱和控制系数 Nuuu 和 Nvvv 的大小如图 9 所示,
其表现为实际控制量与理想需要控制量幅值的比值,
Nuuu 和 Nvvv 均小于 1.

5 结论

本文将统计线性化方法应用到随机非线性微分

对策中, 利用随机动态规划法推导了随机非线性微
分对策逼近最优策略的控制算法, 该算法中包含统
计线性化变量在内的 Riccati 微分方程, 此微分方程
的解与线性系统 Riccati 微分方程的解有本质的区
别, 解的曲线变化趋势不表现为某一常值状态的稳
态解, 而与非线性函数的具体形式有关; 通过对饱
和函数进行统计线性化, 可获得控制量受约束情形
的随机非线性微分对策逼近最优策略的解析表达式,
此表达式中含有饱和控制系数 Nuuu 和 Nvvv, 其大小表
现为实际控制量与理想需要控制量幅值的比值.
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