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在不准确方差下带随机系数矩阵的卡尔曼滤波稳定性
周振威 1 方海涛 1

摘 要 针对离散时间线性随机系统, 研究了卡尔曼滤波的 L2-稳定性问题. 考虑具有这两个特点的系统: 1) 系数矩阵是随机

的; 2) 过程噪声、量测噪声、初始估计误差的方差矩阵不准确. 在系数矩阵有界、条件能观测、初始估计误差有界的假设下,

得到了卡尔曼滤波的 L2-稳定性. 同时, 建立了卡尔曼滤波和状态空间最小二乘的等价性, 并在该等价性基础上得到状态空间

最小二乘的状态估计误差 L2-稳定性. 最后, 数值仿真说明了卡尔曼滤波的有效性.
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LLL2-stability of Discrete-time Kalman Filter with Random Coefficients under

Incorrect Covariance

ZHOU Zhen-Wei1 FANG Hai-Tao1

Abstract This paper studies the L2-stability of Kalman filter for discrete-time linear stochastic systems. Two main

features, i.e., random coefficient matrices and incorrect covariances of process noise, measurement noise and initial value,

are emphasized. Under suitable conditions, including boundedness of coefficient matrices, conditional observability and

boundedness of initial error and noises, L2-stability of Kalman filter is achieved. The equivalence between Kalman filter

and state-space least squares algorithm is established. Based on this equivalence, L2-stability of state estimation error

by state-space least squares is also obtained. A numerical example is given to demonstrate the effectiveness of Kalman

filtering algorithm.
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自从卡尔曼滤波在 20 世纪 60 年代被提出后,
无论在理论方面[1−3] 还是应用方面, 如航天[4−5]、
多传感器信息融合[6−9]、传感器网络[10] 和分布式
滤波[11], 它都得到了广泛的关注. 其中, 一个基本
问题是卡尔曼滤波的稳定性或收敛性分析. 在系数
矩阵为确定性矩阵和方差矩阵已知的假设下, 在卡
尔曼滤波的稳定性和收敛性方面已有许多重要结
果[2−3, 12].
但在工程实际中, 确定性的系数矩阵和方差矩

阵已知的假设不一定会得到满足. 例如, 捷联惯性导
航系统的初始对准问题[13−14] 或标定问题[15] 可以转
化为状态估计问题, 从而利用卡尔曼滤波求解. 对于
该问题, 其具有如下两个特点: 1) 系数矩阵含有陀
螺和加表的量测信息 (含有量测噪声), 因此系数矩
阵是随机的但可以量测; 2) 由于捷联惯性导航系统
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的噪声项含有慢时变的未知参数, 因此该系统的过
程噪声和量测噪声的方差精确值难以获得. 鉴于此,
本文将进一步研究具有如上两个特点的卡尔曼滤波
稳定性问题.
当噪声方差矩阵的精确值未知、但系统矩阵为

确定性矩阵时, 下述三种方法常被用于系统状态的
估计. 1) 当系数矩阵和噪声方差矩阵是常数矩阵时,
Mehra[16] 对自适应卡尔曼滤波进行了详细讨论, 将
Bayesian 方法、极大似然方法和相关性方法用于估
计未知噪声方差矩阵, 这种方法需要较大运算量; 2)
Simon[17] 利用 H∞ 滤波得到系统状态的稳健估计,
其中这种方法是在诱导 2-范数的意义下, 将有界扰
动映射为有界状态估计误差. 但是, 由于 H∞ 滤波
的存在性条件往往难以事先验证, 因此在某种程度
上限制了它的应用; 3)在卡尔曼滤波实施中, 一种实
用的方法是直接使用不准确的噪声方差矩阵 (通常
为其经验值)作为算法的参数. 这种做法可能会导致
卡尔曼滤波发散. 对于线性定常系统, Sangsuk-Iam
等[18] 在能观测性的假设下证明了估计误差的方差
矩阵收敛到某个代数 Riccati 方程的唯一正定解, 对
于线性时变系统, Sangsuk-Iam 等[18] 在一致能观测
条件下证明了估计误差的方差矩阵保持一致有界.

当系数矩阵是随机矩阵且初始估计误差和噪声
方差矩阵的精确值已知时, 许多学者对卡尔曼滤波
的稳定性进行了研究. 例如, 相关结论[19−20] 给出
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了条件高斯过程的卡尔曼滤波, Bougerol[21] 在平
稳遍历的假设下研究了卡尔曼滤波的几乎处处稳定
性, Wang 等[22] 在条件能观测的假设下研究了随机
Riccati 方程的 Lp-稳定性. 尽管这些结果在理论上
非常深刻, 但在工程中初始估计误差和噪声方差矩
阵的精确值往往不易获得 (如捷联惯性导航系统),
因此难以将这些理论直接应用到这些工程问题中.
为此, 有必要为这些工程应用提供一定的理论支持.
本文主要有两点贡献: 1) 对于一般线性随机系

统, 给出了卡尔曼滤波的稳定性分析. 与已有的研究
工作[18, 22] 相比, 我们考虑的是具有随机系数矩阵和
不准确方差这两个特点的系统. 在系数矩阵有界、条
件能观测和初值估计误差有界的假设下, 本文得到
了卡尔曼滤波的 L2-稳定性; 2) 建立了状态空间最
小二乘和卡尔曼滤波的等价性. 为此, 本文给出了卡
尔曼滤波的另一种理解方式. 基于这个等价性, 状态
空间最小二乘的估计误差也是 L2-稳定的.

本文的结构如下: 第 1 节给出卡尔曼滤波稳定
性问题的描述, 第 2 节给出卡尔曼滤波的 L2-稳定性
分析, 第 3 节建立状态空间最小二乘的稳定性, 第 4
节和第 5 节分别给出数值仿真和结论.

1 问题描述

本节给出卡尔曼滤波稳定性问题的描述. 为此,
引入 L4-稳定性、L2-稳定性和 L4-指数稳定性的定
义. 对于更一般稳定性定义, 如 Lp-稳定性和 Lp-指
数稳定性, 可参考文献 [22−24].
定义 1. 对于基本概率空间 (Ω,F , P ) 的矩阵

序列 Ak, 如果 supk E ‖ Ak ‖4 < ∞, 则称矩阵序列
Ak 是 L4-稳定的, 其中范数 ‖ · ‖ 定义为矩阵 X 的

最大奇异值, 即 ‖X ‖= λ
1
2
max(XXT).

定义 2. 对于基本概率空间 (Ω,F , P )的向量序
列xxxk, 如果 supk E‖xxxk ‖2< ∞, 则称矩阵序列 xxxk 是

L2-稳定的, 其中范数 ‖ · ‖ 定义为 ‖XXX ‖=
√

XXXTXXX.
定义 3. 如果存在常数M > 0和λ ∈ (0, 1)使

得:


E

∥∥∥∥∥
n∏

k=m

Ak

∥∥∥∥∥

4



1
4

≤ Mλn−m+1, ∀n ≥ m > 0

成立, 则称方程 xxxk+1 = Akxxxk 是 L4-指数稳定的.
考虑状态空间形式的离散线性随机系统:

{
xxxk+1 = Akxxxk + wwwk

yyyk = Ckxxxk + vvvk

(1)

其中, wwwk ∈ Rn 和 vvvk ∈ Rm 分别是过程噪声和量测
噪声, yyyk ∈ Rm 和 xxxk ∈ Rn 分别是系统输出和状态,
Ak ∈ Rn×n 和 Ck ∈ Rm×n 是随机矩阵.

对于系统 (1), 预测形式的卡尔曼滤波为

x̂xxk+1 = Ak(x̂xxk + Kk(yyyk − Ckx̂xxk))

Kk = PkC
T
k (CkPkC

T
k + Rk)−1

Pk+1 = Ak(Pk − PkC
T
k (CkPkC

T
k + Rk)−1×

CkPk)AT
k + Qk (2)

其中, Qk ≥ Q 和 Rk ≥ R, Q ∈ Rn×n, R ∈ Rm×m

是任意正定矩阵, x̂xx0 和 P0 > 0 可以任意给定. 即
Qk, Rk, P0, x̂xx0 不一定是真实的过程噪声方差矩阵、
量测噪声方差矩阵、初始估计误差方差矩阵、初始
误差均值. 在工程中, Qk, Rk, P0, x̂xx0 通常是根据经
验选取.

根据式 (1) 和式 (2), 卡尔曼滤波的估计误差满
足如下方程:

x̃xxk+1 = Ak(I −KkCk)x̃xxk + wwwk −AkKkvvvk (3)

我们考虑的问题是: 在适当的条件下, 给出卡尔
曼滤波误差 x̃xxk 的稳定性分析. 其中, 本文不要求系
数矩阵 Ak, Ck 具有平稳性和遍历性. 此外, 噪声项
wwwk, vvvk 可以是相关的随机噪声或者有界扰动.

注 1. 本文考虑的问题和已有工作存在着密切
联系. 例如, 当 Ak, Ck+1 是Hk = σ (yyy0, yyy1, · · · , yyyk)
可测, wwwk, vvvk 分别是零均值、方差矩阵分别为Qk, Rk

的高斯白噪声时, 算法 (2) 是条件正态过程的
卡尔曼滤波[19−20], 其中 σ(yyy0, yyy1, · · · , yyyk) 是由
yyy0, yyy1, · · · , yyyk 所生成的 σ-代数. 又如, 当输出为
一维且状态矩阵为单位矩阵时, Guo 等[25−27] 给出
了卡尔曼滤波稳定性分析. 当 Ak, Ck 为确定性矩阵
时, 本文所讨论的卡尔曼滤波稳定性问题就退化为
Sangsuk-Iam 等[18] 所讨论的情形.

注 2. 根据卡尔曼滤波理论, 如果 wwwk(vvvk) 是零
均值、方差为Qk(Rk)的不相关过程 (量测)噪声, xxx0

与wwwk, vvvk 互不相关, 那么 x̂xxk 是 xxxk 的线性无偏最小
方差估计.此外,在式 (2)定义的Pk 是滤波误差的方
差矩阵,即 Pk = E((xxxk−x̂xxk)(xxxk−x̂xxk)T). 对于 Pk =
E((xxxk − x̂xxk)(xxxk − x̂xxk)T) 的收敛性或有界性问题, 这
已有许多经典的结果[1−3]. 但在工程中, wwwk(vvvk)的精
确方差可能未知,且wwwk(vvvk)是相关噪声或有界噪声.
对于这些情形, 一种可行的状态估计算法是在算法
(2) 中直接采用正定矩阵 Qk > Q > 0, Rk > R > 0
作为参数. 因此, x̂xxk 不一定是 xxxk 的线性无偏最小方
差估计, Pk = E((xxxk − x̂xxk)(xxxk − x̂xxk)T) 也不一定成
立. 在不精确方差下, 本文将重点讨论一般线性随机
系统的卡尔曼滤波 L2-稳定性, 即 E ‖ xxxk − x̂xxk ‖2 的
有界性.

2 卡尔曼滤波的 LLL2-稳定性

本节给出算法 (2) 的稳定性.

2.1 几个假设

为给出主要结果, 需要下述几个假设:
A1 (系数矩阵的有界性). 系数矩阵 Ak, Ck 有
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界, 即存在两个正常数M1,M2 使得如下两式成立:

sup
k

‖ Ak ‖≤ M1, sup
k

‖ Ck ‖≤ M2

A2 (条件能观测性). 对于任意 ε > 0, 存在常
数 δ > 0 满足:

P{λmin(O(k + h, k)) > δ|Gk−1} > 1− ε, ∀k
h 是某个正整数, O(k + h, k) =

∑k+h−1

i=k ΦT(i, k)×
CT

i CiΦ(i, k), Gk = σ(Ai, Ci, i ≤ k) 是由
(Ai, Ci, i ≤ k) 生成的 σ-代数.

A3 (噪声和初始误差的有界性). 存在正常数
M3,M4,M5 使得 E ‖ x̃xx0 ‖4≤ M3,E ‖ wwwk ‖4≤
M4,E ‖ vvvk ‖8≤ M5.
注 3. 如果 (Ak, Ck) 满足 A2, 我们称对于

Gk(Ak, Ck) 是条件能观测的. 这个定义的提出是
用于保证随机 Riccati 方程的稳定性, 详细讨论可参
考文献 [22].为验证该条件, 可检验如下更强的条件:

B2 (一致能观测性). 存在常数 δ 和正
整数 h 满足: λmin(O(k + h, k)(ω)) ≥ δ >
0,∀k,对于几乎每根轨道ω. 即对几乎每根轨道 ω,
(Ak, Ck) 都是一致能观测的.
易见, B2 蕴含了 A2, 反之则不一定成立. 下面

给出一个一维的例子以说明这点.
例 1. 假定 Ak = 1, Ck = γk 在 [0, 1] 上是服

从均匀分布的独立同分布序列. 对于任意 ε > 0, 存
在常数 h0 = 1, δ = ε

2
满足: P{γ2

k > δ} = P{γ2
k >

ε
2
} = 1 − ε

2
> 1 − ε. 因此, A2 成立. 但是, 对于任

意整数 h > 0 和任意 δ > 0, 有:

P{γ2
k + γ2

k+1 + · · ·+ γ2
k+h−1 ≤ δ} =

∫ δ

0

dx1

∫ δ−x1

0

dx2 · · ·
∫ δ−(x1+x2+···+xh−1)

0

dxh =

δh

h!
> 0

因此, B2 不成立.
注 4. 如果 x̃xx0,wwwk, vvvk 有界, 即存在常数

M6,M7,M8 满足 ‖x̃xx0‖ ≤ M6, ‖wwwk‖ ≤ M7, ‖vvvk‖ ≤
M8, 则 A3 也成立. 此外, 如果 x̃xx0,wwwk, vvvk 具有如下
形式:

x̃0 = x̃xx0,1 + x̃xx0,2,wwwk = wwwk,1 + wwwk,2, vvvk = vvvk,1 + vvvk,2

其中, x̃xx0,1,wwwk,1, vvvk,1 满足 A3, x̃xx0,2,wwwk,2, vvvk,2 分别以
M6,M7,M8 为上界. 由 Cr−不等式易知, x̃xx0,wwwk, vvvk

也满足 A3. 例如, E ‖ x̃xx0 ‖4≤ 23(E ‖ x̃xx0,1 ‖4 +E ‖
x̃xx0,2 ‖4) = 8(M3 + M 4

6 ).
此外, 任何条件能观测的 (Ak, Ck) 经过有界反

馈后仍保持条件能观测. 为此, 有下述命题:
命题 1. 假设 A1 和 A2 成立, 则对于任意一致

有界的增益 Kk (Gk-可测), (Ak −KkCk, Ck) 仍保
持条件能观测 (相对于 Gk).

证明. 见附录 A. ¤

2.2 估计误差的 LLL2-有界性

我们将分三个步骤来分析估计误差 x̃xxk 的 L2-稳
定性.
首先, L4-有界性可由下述引理得到:
引理 1[22]. 假设A1和A2成立,则随机Riccati

差分方程

Pk+1 = Ak(Pk − PkC
T
k (CkPkC

T
k +

Rk)−1CkPk)AT
k + Qk (4)

是 L4-稳定的, 即 supk E ‖ Pk ‖4< ∞. 其中, Qk ≥
Q > 0, Rk ≥ R > 0, P0 > 0 为任意正定矩阵.
其次, 矩阵序列 Pk 具有 L4-指数稳定性.
将随机 Riccati 方程 (4) 改写为下述 Lyapunov

方程:

Pk+1 =Ak(I−KkCk)Pk(I−KkCk)TAT
k + Q̄k (5)

其中, Kk = PkC
T
k (CkPkC

T
k +Rk)−1, Q̄k = AkKk×

R−1
k KT

k AT
k + Qk.

引理 2[22]. 假设 A1 和 A2 成立, 则矩阵序
列 {Ak(I −KkCk)} 是 L4-指数稳定的, 即存在常数
M > 0 和 λ ∈ (0, 1) 使得下式成立:


E

∥∥∥∥∥
n∏

k=m

Ak(I −KkCk)

∥∥∥∥∥

4



1
4

≤ Mλn−m+1

最后, 由下述定理可得状态估计误差的 L2-有界
性.
定理 1. 假设 A1, A2 和 A3 成立, 则状态估计

均方误差 x̃xxk = xxxk − x̂xxk 保持有界, 即:

sup
k

E ‖ x̃xxk ‖2< ∞

证明. 由式 (2) 可知:

x̃xxk+1 =
k−1∏

j=−1

(Aj(I −KjCj))x̃xx0+

k∑
i=0

k−1∏
j=i−1

(Aj(I −KjCj))δδδi (6)

其中, δδδi = wwwi −AiKivvvi 和 A−1(I −K−1C−1) = I.
根据Kk 的定义和迹的性质, 可得:

‖ Kk ‖2 = λmax(PkC
T
k (CkPkC

T
k + Rk)−2CkPk) ≤

tr(PkC
T
k (CkPkC

T
k + Rk)−2CkPk) =

tr((CkPkC
T
k + Rk)−1CkP

2
k CT

k (CkPkC
T
k +

Rk)−1) ≤ λmax(Pk)tr((CkPkC
T
k + Rk)−1×

CkPkC
T
k (CkPkC

T
k + Rk)−1) =

λmax(Pk)tr((CkPkC
T
k + Rk)−1) ≤

‖ Pk ‖ tr((CkPkC
T
k + Rk)−1) ≤

tr(R−1) ‖ Pk ‖ (7)
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根据式 (6) 和Minkovski 不等式, 可得:

(E‖x̃xxk+1‖2)
1
2 =

(
E

∥∥∥∥∥
k−1∏

j=−1

(Aj(I −KjCj))x̃xx0+

k∑
i=0

k−1∏
j=i−1

(Aj(I −KjCj))δδδi

∥∥∥∥∥

2



1
2

≤


E

∥∥∥∥∥
k−1∏

j=−1

(Aj(I −KjCj))x̃xx0

∥∥∥∥∥

2



1
2

+

k∑
i=0


E

∥∥∥∥∥
k−1∏

j=i−1

(Aj(I −KjCj))δδδi

∥∥∥∥∥

2



1
2

:= I1

根据 Hölder 不等式, 可得:

I1 ≤

E

∥∥∥∥∥
k−1∏

j=−1

(Aj(I −KjCj))

∥∥∥∥∥

4



1
4

×

(E ‖ x̃xx0 ‖4)
1
4 +

k∑
i=0

(
E

∥∥∥∥∥
k−1∏

j=i−1

(Aj(I−

KjCj))‖4
) 1

4

(E ‖ δδδi ‖4)
1
4 := I2

此外, 由引理 2 和 A3 可知:

I2 ≤ O(1) + O(1)
k∑

i=0

λk−i+1(E ‖ δδδi ‖4)
1
4

其中, 符号 O(1) 表示某个有界量, 且 O(1) 具有如
下性质: O(1)+O(1) = O(1), C×O(1) = O(1) (C
是某个常数). 这些性质便于我们分析卡尔曼滤波的
稳定性.
对于 δδδi (i = 0, 1, 2, · · · , k), 根据Minkovski 不

等式可知:

(E‖δδδi‖4)
1
4 = (E‖wwwi −AiKivvvi‖4)

1
4 ≤

(E‖wwwi‖4)
1
4 + (E‖AiKivvvi‖4)

1
4 := I3

由式 (7) 和 A1 可知:

I3≤(E‖wwwi‖4)
1
4 +(E(‖Ai‖4‖Ki‖4‖vvvi‖4))

1
4 ≤

(E‖wwwi‖4)
1
4 + O(1)(E(‖Pi‖2‖vvvi‖4))

1
4 := I4

根据 Hölder 不等式、引理 1 和 A3 可得:

I4 ≤(E‖wwwi‖4)
1
4 + O(1)(E‖Pi‖4)

1
8×

E(‖vvvi‖8)
1
8 = O(1)

因此, (E ‖ x̃xxk+1 ‖2) 1
2 = O(1)+O(1)

∑k

i=0 λi =
O(1) 成立, 即 E ‖ x̃xxk+1 ‖2= O(1). ¤

3 状态空间最小二乘的 LLL2-稳定性

对于卡尔曼滤波, 可从递推状态空间最小二乘
的角度去理解它, 如 [28−30]. Haykin 等[29] 指出:
如果系数矩阵为确定性的, 同时 P0, Qk, Rk 分别为
初始误差、过程噪声以及量测噪声的精确方差矩阵,
则状态空间最小二乘的稳定性分析可以转化为卡尔
曼滤波的稳定性分析. 当初始值、过程噪声和量测噪
声的统计性质未知, 且系数矩阵为随机矩阵时, 状态
空间最小二乘是否保持稳定还不清楚. 对于这种情
形, 我们更关注它的稳定性. 相比于极大似然算法和
最小均方算法, 最小二乘通常不需要噪声的统计假
设, 因而最小二乘具有较广适用范围. 对于线性随机
系统 (1), 先利用命题 2 建立状态空间最小二乘和卡
尔曼滤波的等价性, 然后通过定理 2 给出状态空间
最小二乘的 L2-稳定性分析.
命题 2. 考虑如下带约束的动态优化问题:

min
xxx0,xxx1,··· ,xxxk+1,www0,www1,··· ,wwwk

Jk

s.t. xxxi+1 = Aixxxi + wwwi, i = 1, 2, · · · , k (8)

其中, Jk = 1
2
‖xxx0 − x̂xx0‖2

P−1
0

+ 1
2

∑k

i=0 ‖yyyi −
Cixxxi‖2

R−1
i

+ 1
2

∑k

i=0 ‖wwwi‖2
Q−1

i

. 基 于 数 据 集

合 {yyyi}k
i=1, 该 动 态 优 化 问 题 的 最 优 解 为

x̂xx0|k, x̂xx1|k, · · · , x̂xxk+1|k, ŵww0|k, ŵww1|k, · · · , ŵwwk|k, 则 x̂xxk+1|k
和卡尔曼滤波 (2) 的 x̂xxk+1 具有相同的递推表达式.
证明. 记

Dk = diag{0, Q−1
0 , Q−1

1 , · · · , Q−1
k }

Wk = diag{P−1
0 , R−1

0 , R−1
1 , · · · , R−1

k }
Φ(n,m) = Φ(n,m + 1)Am,Φ(m,m) = I

Hk =
[
Φ(k, 0) Φ(k, 1) · · · Φ(k, k)

]

αk =
[
CkΦ(k, 0) CkΦ(k, 1) · · · CkΦ(k, k)

]

Uk =




xxx0

www0

www1

...
wwwk




, Yk =




x̂xx0

yyy0

yyy1

...
yyyk




,




xxx0

C0xxx0

C1xxx1

...
Ckxxxk




:= Tk




xxx0

www0

www1

...
wwwk




其中, Tk 具有如下表达式:



I 0 0 · · · 0 0
C0 0 0 · · · 0 0

C1A0 C1 0 · · · 0 0
C2A1A0 C2A1 C2 · · · 0 0

...
...

...
. . .

...
...

CkΦ(k, 0) CkΦ(k, 1) CkΦ(k, 2) · · · Ck 0




.

因为 xxxi+1 = Aixxxi + wwwi (i = 1, 2, · · · , k) 仅由
xxx0,www0,www1, · · · ,wwwk 决定, 所以带约束的动态优化问
题 (8) 可以转化为下述无约束的动态优化问题, 即
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求 x̂xx0|k, ŵww0|k, ŵww1|k, · · · , ŵwwk|k 使得下述优化准则达到
最小:

Jk =
1
2
‖ TkUUUk − YYY k ‖2

Wk
+

1
2
‖ UUUk ‖2

Dk

通过求导数, 可得上述最小二乘问题的唯一解:

ÛUUk|k = (TT
k WkTk + Dk)−1TT

k WkYYY k := SkT
T
k WkYYY k

其中, Sk = (TT
k WkTk + Dk)−1.

因此, 得到:

x̂xxk+1|k = Hk+1ÛUUk|k

注意到:

YYY k+1 =
[

YYY k

yyyk+1

]
,Wk+1 =

[
Wk 0
0 R−1

k+1

]

Dk+1 =
[
Dk 0
0 Q−1

k+1

]
, Tk+1 =

[
Tk 0

αk+1 0

]

以及

Sk+1 = (TT
k+1Wk+1Tk+1 + Dk+1)−1 =([

Tk 0
αk+1 0

]T [
Wk 0
0 R−1

k+1

] [
Tk 0

αk+1 0

]
+

[
Dk 0
0 Q−1

k+1

])−1

=

[
(TT

k WkTk + Dk + αT
k+1R

−1
k+1αk+1)−1 0

0 Qk+1

]
=

[
(S−1

k + αT
k+1R

−1
k+1αk+1)−1 0

0 Qk+1

]

于是, 可得:

ÛUUk+1|k+1 = Sk+1T
T
k+1Wk+1YYY k+1 =[

(S−1
k + αT

k+1R
−1
k+1αk+1)−1 0

0 Qk+1

]
×

[
Tk 0

αk+1 0

]T [
Wk 0
0 R−1

k+1

] [
YYY k

yyyk+1

]
=

[
(S−1

k + αT
k+1R

−1
k+1αk+1)−1 0

0 Qk+1

]
×

[
(TT

k WkYYY k + αT
k+1R

−1
k+1yyyk+1)

0

]

令 Pk+1 = Hk+1SkH
T
k+1, 由矩阵求逆公式可知:

x̂xxk+2|k+1 = Hk+2ÛUUk+1|k+1 =
[
Ak+1Hk+1 I

]×
[
(S−1

k + αT
k+1R

−1
k+1αk+1)−1 0

0 Qk+1

]
×

[
(TT

k WkYYY k + αT
k+1R

−1
k+1yyyk+1)

0

]
= Ak+1Hk+1(Sk−

Skα
T
k+1(αk+1Skα

T
k+1 + Rk+1)−1αk+1Sk)(TT

k WkYYY k+

αT
k+1R

−1
k+1yyyk+1) = Ak+1(Hk+1SkT

T
k WkYYY k + Hk+1×

Skα
T
k+1(αk+1Skα

T
k+1 + Rk+1)−1(yyyk+1 − αk+1SkT

T
k ×

WkYYY k)) = Ak+1(x̂xxk+1|k + Pk+1C
T
k+1(Ck+1Pk+1×

CT
k+1 + Rk+1)−1(yyyk+1 − Ck+1x̂xxk+1|k)) = Ak+1×

(x̂xxk+1|k + Kk+1(yyyk+1 − Ck+1x̂xxk+1|k))

其中, Kk+1 = Pk+1C
T
k+1(Rk+1 + Ck+1Pk+1C

T
k+1)

−1.
由矩阵求逆公式可得:

Pk+2 = Hk+2Sk+1H
T
k+2 =

[
Ak+1Hk+1 I

] [∗ 0
0 Qk+1

] [
HT

k+1A
T
k+1

I

]
=

Ak+1(Pk+1 − Pk+1C
T
k+1(Ck+1Pk+1C

T
k+1+

Rk+1)−1Ck+1Pk+1)AT
k+1 + Qk+1

其中, ∗ 表示 (S−1
k + αT

k+1R
−1
k+1αk+1)−1.

因此, 带约束的动态优化问题 (8) 的解 x̂xxk+1|k
和卡尔曼滤波 (2) 具有相同的递推表达式. ¤

注 5. 需要指出的是, 虽然卡尔曼滤波和状态空
间最小二乘的递推形式相同, 但是它们所优化的准
则是完全不同的. 其中, 卡尔曼滤波是通过优化均方
误差得到的, 通常要求噪声的统计性质 (如均值和方
差) 已知, 而状态空间最小二乘 (8) 则是通过最小化
加权平方和得到的, 它并不需要噪声的统计性质.
由命题 2 揭示的等价性可知, 只需分析其中一

种算法的稳定性. 当系统 (1) 的系数矩阵退化为确
定性系数矩阵, 则状态空间最小二乘的稳定性可利
用文献 [18] 的相关结果得到. 本文考虑的是带随机
系数矩阵的状态空间最小二乘稳定性问题. 此外, 本
文也不需要其他条件 (如 Ak 的可逆性, 噪声 wwwk, vvvk

和初值 xxx0 的高斯性) 来保证动态优化问题 (8) 的解
和卡尔曼滤波 (2) 具有相同表达式.

根据定理 1 和命题 2, 得到状态空间最小二乘的
稳定性:
定理 2. 假设 A1∼A3 成立, 则其估计误差

x̄xxk+1 = xxxk+1 − x̂xxk+1|k 满足:

sup
k

E ‖ x̄xxk+1 ‖2< ∞

其中, x̂xxk+1|k 由状态空间最小二乘式 (8) 给出.

4 数值仿真

在这部分, 我们以一个仿真例子说明在不精确
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方差下卡尔曼滤波 (2) 的有效性. 具体而言, 考虑线
性随机系统:





[
xk+1,1

xk+1,2

]
=

[
a11(k) 1

0 a22(k)

][
xk,1

xk,2

]
+ wwwk

yk =
[
c1(k) 0

] [
xk,1

xk,2

]
+ vk

其中, a11(k), a22(k), c1(k) 是相互独立的随机过程,
且 a11(k), a22(k), c1(k) 服从均匀分布:

a11(k) ∼ U[1.0, 1.1], i.i.d.

a22(k) ∼ U[1.0, 1.1], i.i.d.

c1(k) ∼ U[−1.0, 1.0], i.i.d.

关于初始值 xxx0 和噪声项 wwwk, vk, 对下述两种情
形进行仿真.

情 形 1. 假 定 xxx0 服 从 正 态 分 布

N
([

0
0

]
,

[
1 0
0 1

])
, wwwk, vk 是具有下述统计性质的

高斯白噪声:

Ewwwk =
[
0
0

]
, Q0 = E(wwwkwww

T
k ) =

[
0.8 0
0 1.2

]

Evk = 0, R0 = E(v2
k) = 0.9,E(wwwkvk) =

[
0
0

]

显然, A1 和 A3 成立. 同时, A2 成立, 但 B2 不成
立, 验证过程可参见附录 B.

取仿真时间为 100 秒, 得到状态的三根轨道, 如
图 1 所示.

图 1 情形 1 的发散趋势

Fig. 1 Divergence tendencies in Case 1

其中, 在左子图中 T1, T2, T3 分别表示状态分量
xk,1 的三根不同轨道. 相应地, 右子图的图线也具有

类似含义. 图 1 说明 xxxk =
[
xk,1 xk,2

]T
随着时间增

加趋于无穷, 即该系统是不稳定的.
对于卡尔曼滤波 (2), 分别考虑下述四组参数:

1) Qk =

[
1 0

0 1

]
, Rk = 1, P0 =

[
1 0

0 1

]
, x̂xx0 =

[
0

0

]
;

2) Qk =

[
8 0

0 12

]
, Rk = 0.9, P0 =

[
1 0

0 1

]
, x̂xx0 =

[
0

0

]
;

3) Qk =

[
0.8 0

0 1.2

]
, Rk = 9, P0 =

[
1 0

0 1

]
, x̂xx0 =

[
0

0

]
;

4) Qk =

[
8 0

0 12

]
, Rk = 9, P0 =

[
1 0

0 1

]
, x̂xx0 =

[
0

0

]
.

易见, 这四组参数具有相同的 x̂xx0 和 P0,
但它们的噪声方差矩阵 Qk, Rk 彼此不同. 在
第 1 组中, Qk 与 Q0, Rk 与 R0 之差很
小. 在第 2 组、第 3 组和第 4 组中, 分别
有 Qk = 10Q0, Rk = R0、Qk = Q0, Rk = 10R0 和
Qk = 10Q0, Rk = 10R0. 仿真在 300 根不同轨道上
进行, 同时每根轨道的仿真时间均为 100 秒. 对于
第一维和第二维状态, 均方估计误差分别以下式进
行近似:

e
(i)
k,1 =

1
300

300∑
j=1

(x(j)
k,1 − x̂

(i,j)
k,1 )2

e
(i)
k,2 =

1
300

300∑
j=1

(x(j)
k,2 − x̂

(i,j)
k,2 )2 (9)

其中, i (i = 1, 2, 3, 4) 分别表示四组不同的参
数, j (j = 1, 2, · · · , 300) 分别表示 300 根不
同轨道, k (k = 1, 2, · · · , 100) 表示每根轨道的
仿真时间, xxx

(i,j)
k = [x(i,j)

k,1 x
(i,j)
k,2 ]T 是状态的真实值,

x̂xx
(i,j)
k = [x̂(i,j)

k,1 x̂
(i,j)
k,2 ]T 是采用卡尔曼滤波 (2) 得到

的估计值. 此外, 记 e
(0)
k,1, e

(0)
k,2 为在精确方差矩阵

下由卡尔曼滤波得到均方估计误差. 于是, 得到
仿真结果如图 2 和图 3 所示. 其中, 图 2 和图 3
的 e0, e1, e2, e3, e4 分别表示 e

(0)
k,1, e

(1)
k,1, e

(2)
k,1, e

(3)
k,1, e

(4)
k,1

(e(0)
k,2, e

(1)
k,2, e

(2)
k,2, e

(3)
k,2, e

(4)
k,2) 的近似值. 图 2 表明在

20 秒后 e
(0)
k,1, e

(1)
k,1, e

(2)
k,1, e

(3)
k,1, e

(4)
k,1 分别在 4.0× 10−2,

4.0× 10−2, 6.0× 10−2, 8.0× 10−2, 4.0× 10−2 附

近变动, e
(1)
k,1、e

(4)
k,1 和 e

(0)
k,1 具有相近的性能, e

(0)
k,1

比 e
(2)
k,1, e

(3)
k,1 要小. 图 3 表明在 15 秒后 e

(0)
k,2, e

(1)
k,2,

e
(2)
k,2, e

(3)
k,2,e

(4)
k,2 在 1.5× 10−2, 1.5× 10−2, 1.8× 10−2,

2.0× 10−2, 1.5× 10−2 附近波动, e
(1)
k,2、e

(4)
k,2 和 e

(0)
k,2

的性能相近, e
(0)
k,2 比 e

(2)
k,2, e

(3)
k,2 要小. 因此, 图 2 和图

3 均说明了由卡尔曼滤波 (2) 得到的均方估计误差
能保持有界.
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图 2 xk,1 的均方估计误差

Fig. 2 Mean square estimation errors for xk,1

图 3 xk,2 的均方估计误差

Fig. 3 Mean square estimation errors for xk,2

情 形 2. 假 设 xxx0 服 从 正 态 分 布

N
([

0
0

]
,

[
1 0
0 1

])
, wwwk, vk 具有如下形式:

wwwk = wwwk,1 + wwwk,2, vk = vk,1 + vk,2

其中, wwwk,1, vk,1 为下述高斯白噪声:

Ewwwk,1 =
[
0
0

]
, Q0 = E(wwwk,1www

T
k,1) =

[
0.8 0
0 1.2

]
,

Evk,1 = 0, R0 = Ev2
k,1 = 0.9,E(wwwk,1vk,1) =

[
0
0

]
.

此外, wwwk,2, vk,2 为下述有界扰动:

wwwk,2 =
[
sin(0.1k)
cos(0.1k)

]
, vk,2 = sin(0.1k)

与情形 1 类似, 状态分量 xk,1 和 xk,2 的三根状
态轨道如图 4所示. 其中, T1, T2, T3含义和图 1的
T1, T2, T3 含义相同. 易见, xxxk =

[
xk,1 xk,2

]T
随

着时间增加趋于无穷.

此处, 我们在仿真时选取的参数 x̂xx0, P0, Qk, Rk

与情形 1 相同. 仿真分别在 300 根轨道上进行, 每
根轨道的仿真时间为 100 秒, 且均方估计误差由
式 (9) 计算. 仿真结果如图 5 和图 6 所示. 其中,
e0, e1, e2, e3, e4 的含义和情形 1 的 e0, e1, e2, e3, e4
含义相同. 图 5 说明 e

(0)
k,1, e

(1)
k,1, e

(2)
k,1, e

(3)
k,1, e

(4)
k,1 分别

在 1.0× 10−1, 1.0× 10−1, 1.0× 10−1, 2.5× 10−1,
1.0 × 10−1 附近以三角函数形式 (近似) 周期波
动. 同时, 图 6 说明 e

(0)
k,2, e

(1)
k,2, e

(2)
k,2, e

(3)
k,2, e

(4)
k,2 分别

在 4.0 × 10−2, 4.0× 10−2, 4.0× 10−2, 5.0× 10−2,
4.0 × 10−2 附近以三角函数形式 (近似) 周期波动.
这两幅图均说明了对于这种形式的过程噪声和量测
噪声, 由卡尔曼滤波 (2) 得到的均方估计误差亦能
保持有界.

图 4 情形 2 的发散趋势

Fig. 4 Divergence tendency in Case 2

图 5 xk,1 的均方估计误差

Fig. 5 Mean square estimation errors for xk,1
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图 6 xk,2 的均方估计误差

Fig. 6 Mean square estimation errors for xk,2

5 结论

本文研究了离散时间线性系统的卡尔曼滤波
L2-稳定性问题. 对于所考虑的系统和算法, 其具有
两个特点: 1) 不要求随机系数矩阵满足平稳性和遍
历性假设, 这更符合系统控制的要求; 2) 过程噪声
和量测噪声可以是非高斯的、相关的或者有界扰动.
因此, 可预期该类系统和算法具有较广的适用范围.
同时, 本文建立了卡尔曼滤波和状态空间最小二乘
的等价性, 并在此基础上得到状态空间最小二乘的
L2-稳定性.
此外, 仍有一些卡尔曼滤波的问题需要解决.

如, 条件能观测 (A2) 是否可放宽就是一个有趣的
问题. 从上述仿真可知, 参数设置 (如 Qk, Rk) 将对
卡尔曼滤波的精度产生影响. 因此, 当不能获得噪声
wwwk, vvvk 的精确统计性质时, 如何选择参数以减小均
方估计误差是我们将要研究的重要问题.

附录A 命题 1的证明

证 明. 记 Φ̄(n, m) = Φ̄(n, m + 1)Ām, 其 中,
Āk = Ak −KkCk. 于是

Ō(k + h, k) =

k+h−1∑

i=k

Φ̄T(i, k)CT
i CiΦ̄(i, k) =

C̄k+h,kC̄T
k+h,k

O(k + h, k) = Ck+h,kCT
k+h,k (A1)

其中, C̄k+h,k, Ck+h,k 的表达式分别为

C̄k+h,k = [CT
k , Φ̄T(k + 1, k)CT

k+1, · · · ,

Φ̄T(k + h− 1, k)CT
k+h−1],

Ck+h,k = [CT
k , ΦT(k + 1, k)CT

k+1, · · · ,

ΦT(k + h− 1, k)CT
k+h−1]

另外, ∀k ≤ i ≤ k + h− 1, 有:

CiΦ̄(i, k) = CiΦ̄(i, k + 1)(Ak −KkCk) =

CiΦ̄(i, k + 1)Ak − (CiΦ̄(i, k + 1)Kk)Ck =

CiΦ̄(i, k + 2)(Ak+1 −Kk+1Ck+1)Ak−
(CiΦ̄(i, k + 1)Kk)Ck = CiΦ̄(i, k + 2)×
Ak+1Ak − (CiΦ̄(i, k + 2)Kk+1)Ck+1Ak−
(CiΦ̄(i, k + 1)Kk)Ck

经过迭代计算, 可得:

CiΦ̄(i, k) = CiΦ(i, k)− (CiKi−1)Ci−1×
Φ(i− 1, k)− (CiΦ̄(i, i− 1)Ki−2)Ci−2×
Φ(i− 2, k)− · · · − (CiΦ̄(i, k + 2)Kk+1)Ck+1×
Φ(k + 1, k)− (CiΦ̄(i, k + 1)Kk)Ck :=

Gk(i− k + 1)CT
k,k+h

其中, Gk(i− k + 1) 具有如下形式:

[−(CiΦ̄(i, k + 1)Kk),−(CiΦ̄(i, k + 2)×
Kk+1), · · · ,−(CiΦ̄(i, i− 1)Ki−2), I, 0, · · · , 0]

以及Gk(i− k + 1) 的最后 h− (i− k + 1) 块是m×m 零矩
阵.

记 Gk = [GT
k (1), GT

k (2), · · · , GT
k (h)]T, 于是

Gk =




I 0 0 · · · 0

Gk(2, 1) I 0 · · · 0
...

...
...

. . .
...

Gk(h, 1) Gk(h, 2) Gk(h, 3) · · · I




(A2)

其中, Gk(i, j) = −Ck+i−1Φ̄ (k + i − 1, k + j)Kk+j−1(1 ≤
j < i ≤ h) 依赖于 Ai, Ki, Ci, k ≤ i ≤ k + h− 1, 且 Gk(i, j)
的对角块是单位矩阵.

因此, 得到:

Ō(k + h, k) = Ck+h,kGT
k GkCT

k+h,k (A3)

由式 (A1) 以及 Ak, Ck, Kk 的一致有界性可知: 存在常
数M0 > 0 使得:

λmax(G
T
k Gk) ≤ M0

记 GT
k Gk 的 特 征 值 分 别 为 λ1 ≥ λ2 ≥ · · · ≥ λmh,

λmax := λ1, λmin := λmh, 则

mh∏

k=1

λk = det(GT
k Gk) = det(GT

k )det(Gk) = 1 (A4)

此外, 有:

mh∏

k=1

λk ≤ λmin(GT
k Gk)Mmh−1

0 (A5)

由式 (A1), 式 (A3)∼ (A5) 可知:

Ō(k + h, k) ≥ λmin(GT
k Gk)Ck+h,kCT

k+h,k ≥
1

Mmh−1
0

O(k + h, k)

因此, λmin(Ō(k+h, k)) ≥ 1

Mmh−1
0

λmin(O(k+h, k))成

立. 由 A2 可知, (Ak −KkCk, Ck) (相对于 σ- 代数 Gk) 也是

条件能观测的. ¤
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附录 B 仿真例子的A2和 B2的检验

记 O(k + 2, k) = CT
k Ck + AT

k CT
k+1Ck+1Ak, 则

λmin(O(k + 2, k)) =
1

2

(
bk −

√
b2
k − 4ak

)
=

2ak

bk +
√

b2
k − 4ak

≥ 2ak

2bk
=

ak

bk
≥ ak

b̄k

其中, bk = c2
1(k) + c2

1(k + 1) + a2
11(k)c2

1(k + 1), ak =
c2
1(k)c2

1(k + 1), a2
11(k) ≤ 2, b̄k = c2

1(k) + c2
1(k + 1) + 2c2

1(k +
1) = c2

1(k) + 3c2
1(k + 1), bk ≤ b̄k.

对于任意 ε > 0 (不失一般性, 假定 ε < 0.1), 根据系数
矩阵的独立性可知:

P{λmin(O(k + 2, k)) ≤ δ} ≤

P

{
c2
1(k)c2

1(k + 1)

c2
1(k) + 3c2

1(k + 1)
≤ δ

}
:=

P

{
XY

X + 3Y
≤ δ

}
= P{X(Y − δ) ≤ 3δY } =

∫ δ

0

dy

∫ 1

0

dx +

∫ δ
1−3δ

δ

dy

∫ 1

0

dx+

∫ 1

δ
1−3δ

dy

∫ 3δy
y−δ

0

dx = δ +
3δ2

1− 3δ
+

[
3δ

(
1− δ

1− 3δ

)
+ 3δ2ln(y − δ)|1 δ

1−3δ

]
≤

δ + δ + 3δ + 3δ2ln

(
1− 3δ

3δ2

)
≤ δ + δ + 3δ+

3δ2ln

(
1

δ2

)
≤ 5δ + δ = 6δ

其中, X = c2
1(k), Y = c2

1(k + 1) 是相互独立的随机变量,
并在 [0, 1] 上都服从均匀分布. 因 limδ→0+

3δ
1−3δ

= 0 和

limδ→0+ 3δln( 1
δ2 ) = 0, 故上述第 2 个和第 4 个不等式均成

立.
取 δ = 1

6
ε, 则 A2 成立. 但是, B2 不再成立. 关于这一

点, 从下述不等式得到.

λmin(O(k + 2, k)) =

λmin

(
k+h−1∑

i=k

ΦT(i, k)CT
i CiΦ(i, k)

)
≤

k+h−1∑

i=k

λmax(Φ
T(i, k)CT

i CiΦ(i, k)) ≤

k+h−1∑

i=k

λmax(CiΦ(i, k)ΦT(i, k)CT
i ) ≤

k+h−1∑

i=k

λmax(M
2(i−k)
1 CiC

T
i ) =

k+h−1∑

i=k

M
2(i−k)
1 λmax(CiC

T
i )

其中, 因为 ‖ Ak ‖= λ
1
2
max(AkAT

k ) ≤ M1, 所以上式最后一个
不等式成立.

由于 c2
1(i) 是相互独立的随机变量, 且在 [0, 1] 上都服从

均匀分布, 有:

P{λmin(O(k + 2, k)) ≤ δ} ≥

P

{
k+h−1∑

i=k

M
2(i−k)
1 λmax(CiC

T
i ) ≤ δ

}
=

P

{
k+h−1∑

i=k

M
2(i−k)
1 c2

1(i) ≤ δ

}
=

∫ δ

0

dx1×

∫ δ−x1
M2

1

0

dx2 · · ·
∫ δ−M2

1 x1−···−M
2(h−2)
1 xh−1

M
2(h−1)
1

0

dxh > 0

因此, 对于任意 δ > 0 和任意 h > 0, 都存在一个正的

概率集 {λmin(O(k +2, k)) ≤ δ} 使得 λmin(O(k + 2, k)) ≤ δ,

即 B2 不再成立.
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