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系统性能极限理论的回顾和展望

卢 頔 1 范国梁 1 易建强 1

摘 要 描述了系统性能极限理论的研究对象、背景和意义, 并简要介绍了系统性能极限理论所涉及到的四个相关问题, 如:

左可逆与右可逆系统、零点与零点方向、极点与极点方向以及灵敏度函数与互补灵敏度函数. 同时, 从 H2 型性能极限、频域

及 H∞ 型性能极限、时域及其他性能极限三方面综述了系统性能极限理论的研究现状, 并对其未来的发展进行了展望.
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Abstract This paper gives the description of the research object, background and significance of the system performance

limitation theory, and briefly introduces several related issues of the system performance limitation theory, such as the

left-invertible and right-invertible systems, the definitions and directions of the zeros and poles, as well as the sensitivity

and complementary sensitivity functions. Meanwhile, the research of the system performance limitation theory is discussed

from the aspects of the H2 performance limitation, frequency-domain and H∞ performance limitations, as well as the time-

domain and other performance limitations in the paper. In addition, the future development of the system performance

limitation theory is also explored.
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传统控制理论和控制工程所关注的问题通常是:
针对某个给定被控对象和一系列性能指标, 如何设
计一种控制器使得整个闭环系统达到最优的控制性

能. 而系统性能极限理论不同于这些传统的控制理
论, 它研究的问题是: 对于某个给定被控对象, 判断
其能否获得最优的控制性能以及如何计算其基本的

设计约束[1−2]. 实际上, 闭环系统可以分为两类[1]:
一类是具有无限精确度的系统, 该类系统在控制成
本不受约束的情况下, 可以获得 “理想中的完美控
制”; 另一类是具有有限精确度的系统, 该类系统即
便在控制成本不受限的情况下, 也无法达到 “完美
的” 控制性能. 因此, 简单地讲, 系统性能极限理论
就是一门研究这两类系统的区分依据和第二类系统

的可达最优控制性能的理论[1].
对系统性能极限的研究始于上世纪 40 年代著

名的 Bode 积分定理[3]. 该定理首次用解析函数形
式给出了单变量系统闭环灵敏度函数与其不稳定极

点、非最小相位零点之间的定量关系. 在 Bode 积分
定理的基础上, 系统性能极限的研究很快发展起来,
并逐渐集中在三个方向上: 1) H2 型性能极限, 也被
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称为跟踪性能极限, 其对应性能指标为误差信号和
控制信号的二次积分和形式; 2) 频域及 H∞ 型性能
极限, 后者也被称为鲁棒性能极限, 它们的性能指标
分别对应系统灵敏度函数与互补灵敏度函数的对数

积分和奇异值峰值; 3) 时域及其他性能极限, 前者对
应的性能指标为系统相应的时域性能指标, 如: 超调
量和反调量等. 而且几十年的研究发现: 不论是哪
个方向上的性能极限, 都只决定于系统的内部结构
和内在品质, 如: 不稳定极点、非最小相位零点和时
间延迟等, 与控制器的设计和选择无关.

近年来, 系统性能极限理论越来越受到人们的
重视. 虽然, 性能极限的研究最初旨在控制系统设计
本身, 但是, 目前的研究已经不仅局限在这个方面,
而且扩展到了许多其他相关的领域, 例如: 去噪、滤
波和故障检验等[4]. 另外, 系统性能极限理论本身
也已经被推广到了多变量、离散和非线性等系统中.
那么, 为什么系统性能极限理论会得到人们如此的
关注和重视呢？原因有二: 1) 系统性能极限理论事
实上也是许多工程学、自然科学和数学领域的核心

理论. 以香农定理为例[4], 香农定理是通信工程和理
论中一个非常著名的定理, 它告诉人们: 当信道的传
输速率不大于其传输能力时, 系统可以提供可靠的
无错传输; 相反地, 当信道的传输速率大于其传输能
力时, 欲实现可靠的通信是不可能的. 可见, 香农定
理就是通信领域中的一个系统性能极限理论, 它为
实际通信系统提供了一个区分可靠传输与不可靠传
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输的基准. 2) 性能极限提示了人们: 在给定情况下,
什么是可行的, 而什么又是不可行的. 以Åström 在
1996 年所引的一个 X-29 飞行器设计为例[4], 其中
有一个性能指标要求飞行器的相位裕度在所有飞行

条件下均大于 45◦, 虽然, 最终依据系统性能极限的
分析, 人们发现这个性能指标不合理且不可行, 但
是, 之前却已经投入了大量的人力、物力和时间, 进
行了一系列 “果不其然的” 失败试验. 可见, 预先得
到系统的性能极限不仅对于之后的控制系统设计具

有重要的理论指导意义, 而且可以有效地节省设计
成本, 优化设计的性能指标.
目前, 系统性能极限理论已经积累了大量具有

重要价值的研究成果, 因此有必要对其进行一次及
时的阶段性的总结, 以帮助人们更好地推进系统性
能极限理论的研究工作. 因此, 本文拟通过对系统性
能极限相关问题的说明, 以及对 H2 型性能极限、频

域及 H∞ 型性能极限、时域及其他性能极限这三个
方面研究现状和发展前景的介绍, 加深人们对系统
性能极限理论的了解, 从而促进该理论自身的发展
和在实际工程中的应用.

1 系统性能极限的相关问题

在介绍系统性能极限理论之前, 需要预先对左
可逆 (Left-invertible) 与右可逆 (Right-invertible)
系统、零点与零点方向、极点与极点方向以及灵敏

度函数与互补灵敏度函数的概念加以了解.
以线性时不变系统为例, 该系统通常可以用状

态空间表示法写成如下形式:

ẋxx = Axxx + Buuu (1)

yyy = Cxxx + Duuu (2)

其中, uuu 是控制变量, 其维数为m; yyy 是被控变量, 其
维数为 l; A、B、C 和 D 为实矩阵, 且维数分别为
n×n、n×m、l×n 和 l×m. 此时, 系统 (1) 和 (2)
的有理传递函数矩阵可以定义如下:

G(s) = C(sI −A)−1B + D (3)

1.1 左可逆与右可逆系统

左可逆和右可逆是一对相反且互补的概念. 一
般地, 如果系统被控变量 yyy 的维数大于其控制变量

uuu 的维数, 即: l > m, 那么将其称为左可逆系统;
相反地, 如果系统控制变量 uuu 的维数不小于其被控

变量 yyy 的维数, 即: m ≥ l, 那么将其称为右可逆系
统[1, 5]. 可见, 对于左可逆系统而言, 系统的控制输
入明显不足以驱动全部所需的被控变量, 因此, 左可
逆系统有时也被称为欠驱动系统.

1.2 零点与零点方向

众所周知, 单变量系统的零点就是其传递函数
G(s) 中非零分子多项式的根. 相似地, 可以用传递
函数矩阵 G(s) 的 Smith-McMillan 形式定义多变
量系统的零点, 并且前者可以被看作是后者的一种
特例[6−7]. 归纳起来, 系统零点就是传递函数矩阵
G(s) 在其 Smith-McMillan 形式下的非零分子多项
式的根, 通常用 z 表示. 而这种定义下的零点有时也
被称为 “传输零点”.
另外, 不同于单变量系统, 多变量系统的零点 z

还具有两种对应的零点方向: 输入零点方向 ηηηu 和输

出零点方向 ηηηy. 它们均为单位向量, 即: ‖ηηηu‖2
2 = 1,

‖ηηηy‖2
2 = 1, 并且满足[6−7]:

G(z)ηηηu = 0, ηηηT
y G(z) = 0 (4)

需要补充说明的是, 系统性能极限理论所用到
的零点方向均为输入零点方向, 因此, 为了简化符号
表示, 后文中如果不加以说明, 那么零点方向均表示
输入零点方向, 并通用符号 ηηη 表示.

1.3 极点与极点方向

类似地, 系统极点可以定义为: 传递函数矩阵
G(s) 在其 Smith-McMillan 形式下的非零分母多项
式的根, 通常用 p 表示. 而这种定义下的极点恰好等
价于人们以往所知的 “系统矩阵 A 的特征根”[7].
同样地, 对于多变量系统而言, 系统极点也存在

两种对应的极点方向: 输入极点方向 ζζζu 和输出极

点方向 ζζζy. 它们也都是单位向量, 即: ‖ζζζu‖2
2 = 1,

‖ζζζy‖2
2 = 1, 并且满足[7]:

G(p)ζζζu = ∞, ζζζT
y G(p) = ∞ (5)

特别地, 如果系统的传递函数矩阵 G(s) 是一个方
阵, 也就是系统控制变量 uuu 的维数m 等于被控变量

yyy 的维数 l, 那么系统极点 p 所对应的极点方向还可

以通过求解如下方程得到[7]:

ζζζT
uG−1(p) = 0, G−1(p)ζζζy = 0 (6)

需要补充说明的是: 系统性能极限理论所用到
的极点方向均为输入极点方向, 因此, 为了简化符号
表示, 后文中如果不加以说明, 那么极点方向均表示
输入极点方向, 并通用符号 ζζζ 表示.

1.4 灵敏度函数与互补灵敏度函数

灵敏度函数和互补灵敏度函数是两种闭环系统

传递函数, 它们的幅频特性在很大程度上可以反映
系统的闭环性能, 如: 滤波性能、去噪性能、跟踪性
能和系统鲁棒性等. 因此, 有很高的研究价值, 对控
制系统设计也具有很好的指导意义.
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以单自由度的闭环控制系统为例, 其结构如图 1
所示. 其中, P 代表被控系统, F 代表反馈补偿器,
二者的传递函数分别用 P (s) 和 F (s) 表示. r(t),
y(t), d(t) 和 µ(t) 分别代表参考输入、系统输出、系
统扰动和测量噪声, 它们的拉氏变换分别用 R(s),
Y (s), D(s) 和 µ(s) 表示. 此时定义系统的开环传递
函数 L(s) 为

L(s) = P (s)F (s) (7)

那么, 系统的灵敏度函数 S(s) 和互补灵敏度函数
T (s) 分别表示如下[3, 7]:

S(s) = (1 + L(s))−1 =
1

1 + L(s)
(8)

T (s) = 1− S(s) =
L(s)

1 + L(s)
(9)

图 1 单自由度闭环控制系统

Fig. 1 One degree of freedom closed-loop system

结合图 1 及式 (8) 和 (9) 可知: 系统扰动 d(t)
的作用效果 Yd(s) = S(s)D(s) 在灵敏度函数 S(s)
的幅值 ‖S(s)‖ < 1 时可以被抑制; 测量噪声 µ(t)
的作用效果 Yµ(s) = −T (s)µ(s) 在互补灵敏度函数
T (s) 的幅值 ‖T (s)‖ < 1 时可以被削弱. 但是, S(s)
+ T (s) = 1 的关系阻碍了闭环系统在某一给定频率
上同时满足抗扰性和去噪性的要求, 因此, 需要根据
实际情况, 在二者之间进行权衡.

2 HHH2型性能极限

廉价控制问题 (Cheap control problem) 是控
制领域中最重要的课题之一, 也是控制系统设计所
要克服的主要难题之一. 通常, 廉价控制问题可以
表述成系统跟踪期望参考信号 (Reference tracking)
的能力, 其性能指标可以写成如下形式[1]:

J =
∫ ∞

0

‖e(t)‖2 + ε2‖u(t)‖2dt (10)

其中, e(t) 为误差信号, 其值等于参考信号和输出信
号之差, 即: e(t) = r(t)− y(t); ε 为惩罚因子, 以防

止控制信号 u(t) 过大. 显然, J 越小, 表示系统的跟
踪性能越好; 当 J ≡ 0 时, 系统具有 “完美的” 跟踪
性能. 因此, J 的最小值表征了系统跟踪性能与 “完
美性能” 之间的差距. 而且, 由于该性能指标具有二
次积分和的形式, 所以跟踪性能指标又被称为H2 型

性能指标, 相应地, 跟踪性能极限又被称为 H2 型性

能极限.
1972 年, Kwakernaak 和 Sivan[1] 根据系统在

没有控制约束条件下的表现, 将其分为具有有限精
确度和无限精确度的两类. 前者意味着系统具有非
零的 H2 型性能极限, 而后者具有 “完美的” 跟踪特
性. 从此, 人们明确了 H2 型性能极限的研究方向,
并将着眼点集中于 “理想状态” (不存在控制约束)
下 J 的最小值[1]:

J∗ = min
u

lim
ε→0

J = min
u

∫ ∞

0

‖e(t)‖2dt (11)

其中, 惩罚因子 ε → 0 代表了没有控制约束的 “理
想状态”, 而 J 的最小值 J∗ 就是系统的 H2 型性能

极限. 另外, 为了更加突出系统结构特性对其 H2 型

性能极限的作用效果, 人们又利用统计学知识, 定义
了一种平均 H2 型性能极限 E∗, 其表达式如下[8]:

E∗ = inf
u

E{J(υυυ) : E(υυυ) = 0, E(υυυυυυT) = I} (12)

其中, E 是数学期望算子; υυυ 代表参考信号的幅值向

量. 根据统计学原理可知, 这样定义的平均 H2 型性

能极限 E∗ 可以部分过滤参考信号幅值对系统跟踪
性能的影响, 从而达到凸显系统结构特性作用的目
的.
对 H2 型性能极限的研究始于上世纪 60 年代.

截至上世纪末, 人们已经取得了一些线性系统下的
研究成果. 例如: Kwakernaak 和 Sivan[1] 定性分析

了线性系统的 H2 型性能极限, 明确了只有右可逆
的最小相位系统才具有 “完美的” 跟踪性能, 并且给
出了一个通用的极限计算表达式. 但是, 由于该表达
式需要求解黎卡提方程, 且没能清楚地体现系统结
构特性与性能极限的关系, 因此影响了其在系统分
析和实际应用中的作用. 1993 年, Qiu 和Davison[9]

在前人工作的基础上, 进一步研究了线性系统的非
最小相位零点对H2 型性能极限的影响, 推导出了二
者之间明确的数学关系式, 从而解决了通用极限表
达式计算困难以及与系统结构对应关系模糊这两个

问题, 并且确定了非最小相位零点的分布是系统 H2

型性能极限的决定因素之一.
进入本世纪, 人们对 H2 型性能极限又有了新

的发现. 其一, 经过多年的研究, 人们发现参考信号
的选择也决定了系统 H2 型性能极限的大小. 2000
年, Chen等[6] 最先推导出了线性系统对阶跃信号的
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跟踪性能极限. 之后, Chen 等[10] 于 2001 年进一步
对系统跟踪指数型参考信号的性能极限加以了研究.
2003 年, Su 等[8] 在之前工作的基础上, 又对参考
信号为正弦信号的情况加以了补充. 最后, Okajima
和 Asai[11] 经过整理和分析, 将系统 H2 型性能极限

推广至一类更加普通的参考信号. 通过以上这些研
究, 人们发现: 同一系统对于不同参考信号的跟踪性
能是有差别的. 但是, 在这些不同的性能极限表达式
中也包含了许多相同的要素: 1) 非最小相位零点的
分布依然是影响系统H2 型性能极限的主要因素; 2)
多变量系统的 H2 型性能极限不仅决定于非最小相

位零点的分布, 同时还与这些非最小相位零点的零
点方向有着密切关系, 这也在一定程度上解释了 “为
什么现实中具有相同非最小相位零点的系统会表现

出不同的控制性能”; 3) 系统不稳定极点会恶化其
H2 型性能极限, 而且其作用机理非常复杂, 并且受
制于系统的非最小相位零点; 4) 系统延时也会产生
非零的 H2 型性能极限. 以参考信号 r(t) 为阶跃信
号, 系统只有一个非最小相位零点 z 和一个不稳定

极点 p 的情况为例, 此时系统的 H2 型性能极限等

于[6]:

J∗ =
2Re(z)
|z|2

∣∣∣∣
z̄ + p

z − p

∣∣∣∣
2

cos2 ∠(ηηη,υυυ) (13)

其中, ηηη 是非最小相位零点 z 所对应的零点方向; υυυ

是阶跃参考信号 r(t) 的方向. 显然, 当 ηηη 和 υυυ 正交

时, 非最小相位系统也具有 “完美的” 跟踪性能; 而
且, 对于不稳定的最小相位系统, 其不稳定极点也不
会对系统的 H2 型性能极限产生影响.
其二, 现实的需要促使人们对离散系统的 H2

型性能极限加以研究. 2002 年, Toker 等[12] 直接将

Chen 等[6] 在连续系统中的研究结果推广至离散系

统中, 并对参考信号为阶跃、正弦和斜坡信号时的多
种情况进行了分析. 2009 年, Okajima 等[13] 又对参

考信号为一类更加普通的离散信号的情况进行了研

究, 从而为 Toker 等的工作提供了必要的补充. 另
外, 不同于之前 Toker 等所采用的 Youla 参数化方
法, Jemaa和Davison[14] 于 2003年在Kwakernaak
和 Sivan[1] 的工作基础上, 通过直接求解黎卡提方程
的方法, 推导出了一个形式不同的离散系统H2 型性

能极限, 进而得到了一些全新的性能极限影响因素.
他们发现: 对于非最小相位的离散系统, 其 H2 型性

能极限不仅决定于非最小相位零点的分布, 还依赖
于系统阶次、输出维数和零点个数三个方面. 同年,
Jemaa 和 Davison[15] 又将该方法应用于离散周期

非最小相位系统中, 并得到了相似的结论.
其三, 虽然上述研究较为全面地分析了多变量

系统的 H2 型性能极限, 但是它们全部是针对传递

函数矩阵为方阵 (即: 系统输入的维数等于输出的维
数) 的系统而进行的研究, 因此, 迫切要求人们对更
一般的 “非方阵型” (即: 系统输入的维数不等于输
出的维数) 多变量系统的 H2 型性能极限进行补充.
2002 年, Chen 等[16] 最先对连续单输入多输出系统

进行了研究, 并在参考信号为阶跃信号的情况下, 分
析得出了系统方向 (定义参考式 (15))随频率的变化
与系统 H2 型性能极限之间的关系, 它表现为: 系统
方向随频率的变化越大, 系统跟踪阶跃信号的能力
就越差. 以参考信号 r(t) 为单位阶跃信号, 系统只
有一个非最小相位零点 z 的情况为例, 此时系统的
H2 型性能极限等于

[16]:

J∗ =
2Re(z)
|z|2 +

1
π

∑
i∈Θ

∫ ∞

0

ln
∣∣∣∣
θi(0)
θi(ω)

∣∣∣∣
2

× 1
ω2

dω

(14)

其中, |θi(ω)| 为系统方向, 其定义如下:

|θi(ω)| = |Pi(jω)|
‖P (jω)‖ (15)

P (jω) 为系统的频率特性, P (jω) = {Pi(jω)}l×1, 集
合 Θ = {i : Pi(jω) 6= 0}. 可见, 系统方向也是决定
单输入多输出系统 H2 型性能极限的重要因素之一.
2008 年, Bakhtiar 和 Hara[17] 总结了 Chen 等的工
作, 并将他们的研究成果推广至离散单输入多输出
系统中. 同年, Qi 和 Su[18] 又进一步研究了离散多

输入单输出系统的H2 型性能极限, 并给出了一种获
得最优跟踪性能的控制器设计方法.
其四, 实际系统非线性程度的不断加深, 迫使

人们开始对非线性系统的 H2 型性能极限加以关

注. 1999 年, Seron 等[19] 结合Qiu 和Davison[9] 及

Middleton[2] 的研究成果, 推导出了不稳定零动态与
非线性系统 H2 型性能极限之间的关系. 简单地说,
不稳定零动态是一种 “劣质的” 结构特性, 它阻碍了
系统取得 “完美的” 跟踪性能; 而非线性系统的 H2

型性能极限就等于镇定其不稳定零动态所需的最小

能量. 2002 年, Braslavsky 等[5] 又补充了对左可逆

非线性系统 H2 型性能极限的研究. 他们发现: 与线
性系统相似, 左可逆非线性系统也具有非零的H2 型

性能极限.
其五, 结合现代控制理论, 人们得到了一种

利用状态空间表示的 H2 型性能极限. 2009 年,
Kashima[20] 推导出了基于状态空间表示法的系统

跟踪性能极限, 并且其结果与之前已知的系统H2 型

性能极限相似, 也决定于系统的非最小相位特性. 更
为重要的是, Kashima 的成果为以后 H2 型性能极

限的研究开辟了一条新的探索之路.
需要说明的是, 上述各种针对 H2 型性能极限
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的研究成果都是建立在参考信号的信息全部已知、

系统的结构和参数确定以及控制信号可以任意大的

“理想状态” 基础之上. 但是, 在人们实际的应用中,
通常无法获得参考信号的全部信息, 只能得到其部
分的或者即时的内容, 如: 频率信息、过去和当前的
参考信号信息等, 而对参考信号的将来值一无所知;
并且, 随着实际系统规模的不断扩大, 其内部结构和
参数也往往是不可测且不确定的; 另外, 控制信号更
不可能无穷大. 因此, 在这些困难的驱使下, 人们开
始着手探索在这些 “非理想状态” 下系统的H2 型性

能极限.
第一, 参考信号的信息缺失会导致系统H2 型性

能极限增大. Su 等先后于 2006 年[21] 和 2009 年[22]

对参考信号为正弦信号的单变量和多变量系统进行

了研究, 并推导发现: 参考信号的信息缺失会恶化系
统的跟踪性能. 以参考信号 r(t) 是频率为 ω 的正弦

信号, 系统只有一个非最小相位零点 z 的情况为例,
此时系统的平均 H2 型性能极限等于

[21]:

E∗ = 2
(

1
z̄ + jω

+
1

z − jω

)
+

2
ω

sin2 2∠(z − jω)

(16)

其中, 等式右端的第 2 项就是参考信号的信息缺失
对系统平均 H2 型性能极限的作用效果.
第二, 系统结构的不确定性也会导致其跟踪性

能恶化. 2003 年, Goodwin 等[23] 在对线性系统性

能极限的研究中发现: 线性系统结构的不确定性也
是H2 型性能极限的重要决定因素之一, 它的存在增
加了系统跟踪参考信号的难度, 使得系统无法取得
“完美的” 跟踪性能. 2006 年, Su 等[24] 在对非线性

系统性能极限的研究中推导出了相似的结论. 以参
考信号 r(t) 是单位阶跃信号, 系统只有一个非最小
相位零点 z 的情况为例, 此时系统的平均 H2 型性

能极限等于[23]:

E∗ =
2
z

+
1
z

(
−1 +

√
1 +

4
a2

+
4z

b

)
(17)

其中, 等式右端的第 2 项就是系统的结构不确定性
对其平均H2 型性能极限的作用效果, a 和 b 为两个

随机参数, 用来表征系统结构的不确定性 (具体描述
见文献 [23]).
第三, 由于控制器或者执行器的机械结构和物

理条件所限, 完全不受约束的控制信号在实际应用
中是无法实现的. 因此, 有必要对控制信号受限情况
下系统的 H2 型性能极限进行研究和分析. 2003 年,
Chen 等[25] 最先对该问题进行了探索. 为了明确研
究对象, 他们修改了系统的 H2 型性能指标

[25]:

J̃ = (1− ε2)
∫ ∞

0

‖e(t)‖2dt + ε2

∫ ∞

0

‖u(t)‖2dt

(18)

其中, 参数 ε2 < 1 用以权衡系统的跟踪性能和控制
成本. 这样, 就将控制约束融入到了系统的跟踪性能
指标中. 在这个 H2 型性能指标的基础上, Chen 等
发现: 在控制信号约束下的系统 H2 型性能极限除

了依赖于非最小相位零点、系统延时和不稳定极点

以外, 还决定于整个频域内系统的增益. 以参考信号
r(t) 为阶跃信号, 只有一个非最小相位零点 z 的单

变量系统情况为例, 其带控制约束的 H2 型性能极

限等于[25]:

J̃∗ =2(1− ε2)
1
z

+
1− ε2

π
×

∫ ∞

0

1
ω2

ln
(

1 +
ε2

(1− ε2)|P (jω)|2
)

dω

(19)

其中, 等式右端的第 2 项就是控制信号约束所导
致的那部分降低的系统跟踪性能. 另外, 2009 年,
Wang 等[26] 还利用最优控制理论, 对单变量系统的
最小能量问题 (Minimum energy problem) 进行了
更深入的研究, 此时的研究对象恰好等于参数 ε2 =
1 时的性能指标 J̃ .

第四, 现实中, 一些简化系统结构的控制策略和
方法往往也会恶化系统的跟踪性能. 例如: 解耦控
制[27]、分布式控制[28] 和数字信号控制过程中对连

续系统的离散化[29] 都会使得系统的跟踪性能变差.
最后需要强调一点, 跟踪参考信号和跟踪路径

(Path following)是两个不同的控制问题.对于后者,
人们通常可以采用调整跟踪速率的办法, 实现完美
跟踪给定路径的控制目标, 即: 系统跟踪性能指标为
零. 2005 年, Aguiar 等[30] 首先提出跟踪路径的问

题, 并指出: 非最小相位系统跟踪给定路径时, 其H2

型性能极限为零. 2008 年, Miller 和 Middleton[31]

将其推广到了多变量系统中. 同年, Aguiar 等[32] 又

对跟踪参考信号和跟踪路径这两个问题在非线性系

统中的特性加以分析和比较, 并进一步确定了非线
性系统跟踪参考信号时的 H2 型性能极限以及非线

性系统跟踪给定路径时的最优速率调整方案.

3 频域及HHH∞∞∞型性能极限

3.1 频域性能极限

控制系统的频率特性反映了正弦信号作用下系

统的响应性能, 是评价闭环系统性能的重要标准之
一. 其物理意义明确, 并且兼顾了系统动态响应和噪
声抑制两方面的要求, 因此, 一直备受人们的重视.
而频域性能极限作为评估系统频率特性变化范围的
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一类性能指标, 也得到了人们长期的关注与研究, 并
取得了相当大的发展.
系统频域性能极限的研究对象主要是灵敏度函

数和互补灵敏度函数的对数积分. 针对它们的研究
始于上世纪 40 年代的 Bode 积分定理[3]. Bode 发
现: 系统灵敏度函数和互补灵敏度函数的对数积分
决定于该系统零点和极点的分布; 同时, 他也给出了
相应的解析关系表达式, 成为首位定量研究性能极
限的科学家. 1985 年, Freudenberg 和 Looze[33] 在

Bode 积分和 Possion 积分的基础上, 进一步对单变
量系统的频域性能极限加以完善; 两年后, 二人又补
充了系统时间延迟对其灵敏度函数对数积分的作用

关系[34]. 以系统只有一个非最小相位零点 z、一个

不稳定极点 p 和时间延迟 τ 的情况为例, 其具体的
数学表达式如下[33−34]:
∫ ∞

−∞
ln |S(jω)|dθz(ω) = π ln |B−1

p (z)| (20)

∫ ∞

−∞
ln |T (jω)|dθp(ω) = πRe(p)τ + π ln |B−1

z (p)|
(21)

其中, Bp(z), Bz(p), θp(ω) 和 θz(ω) 满足:

Bp(z) =
p− z

p̄ + z
(22)

Bz(p) =
z − p

z̄ + p
(23)

θp(ω) = arctan
ω − Im(p)

Re(p)
(24)

θz(ω) = arctan
ω − Im(z)

Re(z)
(25)

可见, 灵敏度函数和互补灵敏度函数的对数积分均
与系统的非最小相位零点和不稳定极点有关, 而且,
系统延迟也是影响其频域性能极限的重要因素之一.
之后, Chen在前人工作的基础上,分别于 1995年[35]

和 2000 年[36] 对多变量系统灵敏度函数和互补灵敏

度函数的对数积分进行了探索. 他发现: 多变量系
统灵敏度函数和互补灵敏度函数的对数积分具有与

单变量系统相似的结构, 但不同的是, 对于多变量系
统而言, 其频域性能极限不仅决定于系统非最小相
位零点和不稳定极点的分布, 还依赖于二者之间的
方向关系. 2005 年, Sandberg 和 Bernhardsson[37]

又将频域性能极限推广至周期系统中. 另外, 由于实
际系统信道传输能力的限制, Martins 和 Dahleh[38]

对信道受限情况下系统的频域性能极限进行了补充

研究. 与此同时, 一些研究[39−41] 还利用信息论的方

法对 Bode 积分定理做了全新的阐释, 使之成为频
域性能极限在信息论领域中的延伸和发展.
需要说明的是, 频域性能极限与 H2 型性能极

限不是完全孤立的, 它们具有某种内在的对应关系.
2002 年, Middleton 和 Braslavsky[42] 就该问题加

以了论证和说明, 并且给出了灵敏度函数对数积分
与最小能量问题、互补灵敏度函数对数积分与廉价

控制问题之间的数学关系.

3.2 HHH∞∞∞ 型性能极限

H∞ 型性能极限, 又称鲁棒性能极限, 也是一类
频域性能极限. 其对应的性能指标为系统灵敏度函
数和互补灵敏度函数的奇异值峰值, 它们都是鲁棒
控制中的重要参数. 其数学表达式如下[33]:

‖S‖∞ = sup
ω
|S(jω)| (26)

‖T‖∞ = sup
ω
|T (jω)| (27)

而这里所谓的 H∞ 型性能极限就是指上面两个奇异
值峰值的下界.

针对系统 H∞ 型性能极限的研究也开始得比
较早. 1984 年, Francis 和 Zames[43] 利用系统灵

敏度函数的插值约束, 推导出了系统的加权 H∞
型性能极限; 同时, 结合 Youla 参数化方法, 计算
出了相应的最优控制策略. 次年, Freudenberg 和
Looze[33−34] 在灵敏度函数和互补灵敏度函数对数

积分的基础上, 研究得到了单变量系统 H∞ 型性能
极限与其非最小相位零点和不稳定极点的对应关系.
1991 年, Middleton[2] 结合实际的工程经验, 确定
了系统 H∞ 型性能极限关于带宽的不等关系式, 并
在幅频特性曲线上明确地解释了该极限的物理意义.
另外, 对于多变量系统的 H∞ 型性能极限, Havre[7]

在其博士学位论文中加以了论述和证明, 并且给出
了相应的最优控制器设计方案. 以系统只有一个非
最小相位零点 z 和一个不稳定极点 p 的情况为例,
其对应的 H∞ 型性能极限为[7]

‖S‖∞ ≥ c1, ‖T‖∞ ≥ c2 (28)

且

c1 = c2 =

√
sin2(φ) +

|z + p̄|2
|z − p|2 cos2(φ) (29)

其中, φ = arccos(‖ηηηTζζζ‖). 可见, 与对数积分形式的
频域性能极限类似, 多变量系统的 H∞ 型性能极限
不仅与其非最小相位零点和不稳定极点的分布有关,
也依赖于二者之间的方向关系.

近年来, 出于实际应用的考虑, 人们也逐渐将注
意力转移到在具有一定约束条件的 “非理想” 状况



1期 卢頔等: 系统性能极限理论的回顾和展望 7

下 H∞ 型性能极限的研究上. 2002 年, Davison[44]

提出了一种计算单变量系统带约束 H∞ 型性能极限
的直观方法: 曲线法. 该方法可以通过观察最优的
灵敏度函数幅频特性曲线, 获得系统带约束的 H∞
型性能极限. 另外, Gaudette 和Davison[45] 于 2006
年对普通二自由度控制策略下的 H∞ 型性能极限进
行了研究, 并推导出了传感器延时对系统鲁棒性能
极限的影响.

4 时域及其他性能极限

4.1 时域性能极限

反馈控制系统的时域性能指标是一种在时间域

中建立的对闭环系统控制水平进行评估的重要标准,
可以直接清楚地反映系统的暂态特性和稳态特性,
因此, 一直备受人们的关注. 而时域性能极限作为一
种描述系统时域特性变化范围的指标, 也是人们长
期研究的重点之一.
系统的时域特性主要体现在系统的单位阶跃响

应曲线上, 它包括两个方面: 暂态特性和稳态特性,
而时域性能极限的主要研究对象就是系统的暂态性

能. 例如: 超调量、反调量、上升时间和调整时间等.
那么, 什么是系统的超调量、反调量、上升时间和调
整时间呢？以系统单位阶跃响应为例, 它们的定义可
以参考如下 (见图 2 所示)[2, 46]:

图 2 系统单位阶跃响应及各项时域暂态指标示意图

Fig. 2 The diagram of the unit step response and the

time-domain transient criteria

1) 超调量 yos, 其定义式为

yos = sup
t>0
{y(t)− 1, 0} (30)

2) 反调量 yus, 其定义式为

yus = sup
t>0
{−y(t), 0} (31)

3) 上升时间 tr, 其定义式为

tr = inf
T
{T : y(t) ≤ t

T
, t ∈ [0, T ]} (32)

4) 调整时间 ts, 其定义式为

ts = inf
T
{T : |y(t)− 1| ≤ δ, t ∈ [T,∞)} (33)

其中, δ 为调整水平.
针对时域性能极限的研究主要集中在系统超调

量和反调量上. 人们已经知道: 如果系统存在非最
小相位零点, 则系统的单位阶跃响应具有反调量; 如
果系统存在不稳定极点, 则系统的单位阶跃响应具
有超调量. 1991 年, Middleton[2] 在单变量系统上

验证了以上结论, 并推导出了系统超调量和反调量
的下界. 它们的关系表达式如下[2]:

1) 如果单变量系统只有一个不稳定的极点 p,
那么其超调量 yos 满足

yos ≥ ptr

2
(34)

2) 如果单变量系统只有一个非最小相位零点 z,
那么其反调量 yus 满足

yus ≥ 1− δ

ezts − 1
(35)

3) 如果单变量系统同时具有一个不稳定极点 p

和一个非最小相位零点 z, 且 p 6= z, 那么其超调量
yos 和反调量 yus 满足

a) 当 p < z 时, 系统具有超调量, 且

yos ≥ p

z − p
(36)

b) 当 p > z 时, 系统具有反调量, 且

yus ≥ z

p− z
(37)

可见, 系统不稳定极点和非最小相位零点的分布决
定了其时域性能极限. 2002 年, Johansson[46] 将上

述结果推广到了多变量系统中. 可惜的是, 多变量系
统耦合特性的存在, 极大地增加了各个通路之间的
响应复杂度, 因此, Johansson 也仅仅对单输入多输
出系统的时域性能极限加以了研究, 并在三容水箱
液位系统中验证了相关结论. 2003 年, Lau 等[47] 又

对系统反调量和不稳定零动态的关系进行了扩展研

究, 从而将时域性能极限延伸到了一类非线性系统
中.
随着研究的不断深入, 人们还发现了其他一些

影响时域性能极限的因素. 例如: 2001 年, Beker
等[48] 发现: 如果系统传递函数中具有积分项 (即:
系统具有零极点), 那么该系统的单位阶跃响应必然
超调. 另外, 2006 年, Stewart 和Davison[49] 在对非

最小相位系统的研究中还发现: 当系统具有两个或
两个以上非最小相位零点时, 该系统也将产生超调
量, 同时, 他们还推导出了该超调量的下界.
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4.2 其他性能极限

近年来, 一些研究考虑到利用信息论的方法探
索反馈系统的性能极限. 众所周知, 信息论与控制论
在某种意义上具有共同的理论和工程背景, 比如: 二
者的研究对象大体上都是信号和动态系统. 信息论
中的知识和理论也确实可以为系统性能极限的研究

提供一些新的思路和方法. 而且, 随着信息技术的不
断进步, 各式各样的通信手段和数字技术也被广泛
应用到控制系统中. 因此, 人们也越来越关注以下几
个方面的性能极限: 带宽、信噪比、熵率和交互信息
率的性能极限.
首先, 带宽是指在单位时间内信道可传输的数

据量, 可以用来表示系统传输数据的能力. 1991 年,
Middleton[2] 在其文中利用经验法则 trωB ≈ 2.3, 推
导出了在不同时域和频域性能指标下, 带宽的性能
极限. 2006 年, Rojas 等[50] 又在系统稳定性的约束

下, 探索了带宽的适用范围.
其次, 信噪比被定义为正常信号和噪音信号 (无

信号条件下) 的功率比值, 可以用来表示系统传递
信息的能力. 2006 年, Rojas 等[50] 最先给出了在

保证系统稳定的前提下系统的信噪比性能极限, 并
且告诉人们: 不稳定的非最小相位特性会导致系统
信噪比变差. 2009 年, Rojas[51] 又在系统稳定性的

要求中, 加入了输入干扰抑制的约束, 并推导出了
在此条件下系统的信噪比性能极限. 值得庆幸的是,
Braslavsky 等[52] 经过研究发现: 采用线性时变的
控制策略可以有效地减少甚至消除系统镇定所耗费

的性能成本 (信噪比性能).
最后, 熵率和交互信息率是信息论中两个非常

重要的概念, 也是度量信号和信号中所包含信息
量的重要尺度. 其中, 熵率被用于度量随机信号的
不确定性, 而交互信息率被用于评价一个信号中所
包含另一个信号的信息量. 2008 年, Martins 和
Dahleh[39] 利用 Bode 积分推导出: 线性时不变系统
输出信号 y(t) 和扰动信号 d(t) (如图 1 所示) 的熵
率之差以及二者的交互信息率均具有下界, 其值也
都决定于系统的开环不稳定极点, 且后者还与系统
的初始状态和扰动信号有关. 2009 年, Okano 等[40]

仿效 Martins 和 Dahleh 的研究方法, 得到了线性
时不变系统输出信号 y(t) 和噪声信号 µ(t) (如图 1
所示) 之间熵率差与交互信息率的性能极限, 并确定
二者均与系统非最小相位零点相关. 2010 年, Yu 和
Mehta[41] 利用一类Markov 模型框架对线性时变系
统和非线性系统中扰动抑制问题进行了更加深入的

研究, 进而获得了相应信号的熵率性能极限.

5 结论和展望

本文论述了系统性能极限理论的含义和意义,

并对系统性能极限的相关问题进行了说明, 简要介
绍了左可逆与右可逆系统、零点与零点方向、极点

与极点方向、灵敏度函数与互补灵敏度函数这四个

方面的概念. 另外, 本文从 H2 型性能极限、频域及

H∞ 型性能极限、时域及其他性能极限三个方面, 较
为全面地综述了目前系统性能极限理论的发展现状,
并对一些重要的研究成果进行了总结. 可以看出: 三
类性能极限都决定于系统的内部结构特性, 如: 非最
小相位零点、不稳定极点和时间延迟等. 不同的是:
1) H2 型性能极限还与参考信号的选择相关, 即便
平均 H2 型性能极限屏蔽了部分参考信号幅值的作

用, 但其依然受到参考信号频率等信息的影响, 而且
对于多变量系统而言, H2 型性能极限还决定于非最

小相位零点所对应的零点方向; 2) 频域及 H∞ 型性
能极限除了受制于非最小相位零点和不稳定极点的

分布外, 还与它们各自的零点方向和极点方向相关;
3) 参考信号信息缺失、控制信号受限和系统结构不
确定等也是影响系统性能极限的重要因素.

虽然, 目前系统性能极限理论已经取得了一些
突破和成果, 但是, 总体上该理论仍然处于发展中阶
段, 还有很多工作需要进一步探索和认识: 1) H2 型

性能极限是性能极限理论中研究比较全面和深入的

一个方向, 即便对于非线性系统也有所成果, 但是,
对非线性系统跟踪性能极限的研究依然处于萌芽阶

段, 其理论还无法真正应用到实际工作中, 有待进一
步的研究; 2)同样地, 随着实际系统非线性程度的不
断加深, 迫切要求人们对非线性系统的频域及 H∞
型性能极限进行更加深入的研究, 并对其去噪、抗扰
等鲁棒特性进行更加全面的探索; 3) 时域性能极限
方面, 随着实际系统规模的不断扩大、复杂度的不断
提高, 也迫使人们对强耦合的多变量系统以及非线
性系统的时域性能极限进行更加深入的分析. 另外,
信息时代的到来也需要对其他一些技术指标的性能

极限进行研究和探索.
由此可见, 非线性和强耦合性将是未来系统性

能极限理论研究所要面临的最大难题. 庆幸的是, 人
们对此并非一筹莫展. 1) 线性系统性能极限的一些
研究成果虽然无法直接移植到非线性系统中, 但是
它们仍然为下一步的研究提供了必要的线索和方

向. 例如: 尽管目前仅知道非线性系统的 H2 型性

能极限等于系统镇定其不稳定零动态所需的最小能

量, 但是可以大胆猜测它也一定还与所要跟踪的参
考信号有关. 2) 将信息论与控制论相结合的成功经
验[39−41] 证明: 相关领域和交叉学科的知识可以为
之后的研究提供新的思路和手段, 有助于克服出现
在系统性能极限理论探索道路上的各种困难. 因此,
在控制系统复杂、研发周期漫长的现在和未来, 系统
性能极限理论都将具有十分广阔的应用前景和巨大
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的研究价值.
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