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适用于小样本问题的具有类内保持的正交特征提取算法

林玉娥 1, 2 顾国昌 1 刘海波 1 沈 晶 1 赵 靖 1

摘 要 在人脸识别中, 具有正交性的特征提取算法是一类有效的特征提取算法, 但受到小样本问题的制约. 本文在正交判

别保局投影的基础上, 提出了一种适用于小样本问题的具有类内保持的正交特征提取算法. 算法根据同类样本之间的空间结

构信息, 重新定义了类内散度矩阵与类间散度矩阵, 进而给出了一个新的目标函数. 然而新的目标函数对于人脸识别问题, 同

样存在着小样本问题. 为此本文将原始数据空间降到一个低维的子空间, 从而避免了总体散度矩阵奇异, 并在理论上证明了在

该子空间中求解判别矢量集, 等价于在原空间中求解判别矢量集. 人脸库上的实验结果表明本文算法的有效性.
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An Orthogonal Feature Extraction Method Based on the Within-class

Preserving for Small Sample Size Problem

LIN Yu-E1, 2 GU Guo-Chang1 LIU Hai-Bo1 SHEN Jing1 ZHAO Jing1

Abstract Orthogonal feature extraction methods are widely employed to enhance the discriminatory information for the

face recognition task, but often suffer the small sample size problem which arises if the number of samples is smaller than

the dimensionality of samples. To solve this problem, an orthogonal feature extraction method based on the within-class

preserving is proposed. The proposed method redefines the within-class and between-class scatter matrices according

to the space information among samples belonging to the same class, and then gives the new objective function. This

method may encounter the small size sample problem when it is applied to face recognition task, and so we firstly map the

original space into a low dimensional subspace, then the singularity of the total-scatter matrix can be avoided in this low

dimensional subspace. It is proved that the discriminant vectors derived in this low dimensional subspace are equal to the

discriminant vectors derived in the original space. Experimental results on face database demonstrate the effectiveness of

the proposed method.

Key words Feature extraction, small size sample, objective function, total-scatter matrix

在人脸识别方法中, 基于 Fisher 准则的线性判
别分析 (Linear discriminant analysis, LDA)[1−2],
由于可得到有助于分类的最佳判别投影信息, 被
认为是线性特征提取的有效方法之一. 但是传统的
LDA 算法在求取判别矢量集时, 由于矩阵 S−1

w Sb 不

再是对称矩阵, 因此所求得的判别矢量两两之间不
再正交. 为了获得基于 Fisher 线性判别准则的相
互正交的判别矢量集, 1975 年, Foley 和 Sammon[3]

提出了 Foley-Sammon 正交判别矢量集算法, 但由
于采用迭代方法求解, 算法的计算量相当大, 尤其是
对于高维小样本问题. 因此文献 [4] 提出了一种改
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进方案, 其思想是首先将样本投影到类间散度矩阵
的非零空间中, 然后再采用 Foley-Sammon 正交判
别矢量集方法, 在一定程度上减少了运算量. 文献
[5−6] 则提出了与核技术相结合的 Foley-Sammon
正交判别矢量集算法, 进一步增强了算法的识别性
能. 但上述算法本质上都是采用迭代方法求解, 故
此文献 [7] 提了一种基于 Gram-Schmidt 正交化的
快速计算方法 (Orthogonalized linear discriminant
analysis, OLDA), 从而避免了迭代运算, 不但简化
了算法的求解理论, 而且显著地提高了算法的运算
速度. 但是这些算法都是基于原始的 Fisher 准则,
没有考虑样本之间的空间结构信息对特征提取所

产生的影响. 最近 He 等提出的保局投影 (Local-
ity preserving projection, LPP)[8] 是一种新的特
征提取算法, 该算法根据样本之间的空间距离来构
造相似矩阵, 以保留数据内在的几何特性和局部结
构为目的, 重新定义了目标函数, 并通过人脸识别
的实验验证了这一算法的有效性. 但是 LPP 算法
所提取的特征向量之间存在着信息冗余, 因此文献
[9] 进一步发展了 LPP 算法, 提出具有正交性的
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LPP (Orthogonal locality preserving projection,
OLPP) 算法. 然而由于未能充分利用样本的类别信
息, 当人脸图像的光照、姿态、表情发生较明显变化
时, OLPP 算法的识别性能会明显下降. 因此文献
[10−11]提出了正交判别保局投影 (Orthogonal dis-
criminant locality preserving projection, ODLPP,
或 Orthogonal neighborhood preserving discrimi-
nant analysis, ONPDA) 算法, 二者的思想基本相
同, 均是考虑将类别信息加入目标函数中, 从而进一
步改善了算法的识别性能. 但是文献 [10] 是一种非
迭代方法, 其求解思想类似于文献 [7], 在求解阶段
采用 Gram-Schmidt 正交化方法, 因而其运算速度
明显优于文献 [11] 的方法. 然而上述这些方法都受
到小样本问题的制约.
本文受文献 [10] 的启发, 提出一种适用于小样

本问题的具有类内保持的正交特征提取算法 (Or-
thogonal feature extraction method based on the
within-class preserving, OFEMBWP).首先本文给
出了一种新的类内散度与类间散度的定义, 进而定
义了一种新的目标函数. 然而新的目标函数对于人
脸识别等问题, 同样存在着小样本问题, 对此本文提
出一种有效的解决高维小样本问题的方案, 即根据
二个新散度矩阵之和仍等于总体散度矩阵, 对新的
目标函数进行了等价变换, 然后再将原始数据空间
降至一个低维无损任何判别信息的子空间, 对此本
文给出了具体的证明, 从而使得算法能够有效地解
决小样本问题; 最后给出了本文算法的具体求解步
骤. 人脸库的实验结果表明了本文算法的有效性.

1 LPP和ODLPP

假设在高维欧氏空间 RD 中有 C = {n1, n2,
· · · , nC} 个类别, 每类有 Nl 个样本, X = {x1, x2,
· · · , xN} 为样本集, 共有 N 个样本, 每个样本属于
C 类中的某一类. 为了便于下文讨论, 首先给出类
内散度矩阵 Sw、类间散度矩阵 Sb 和总体散度矩阵

St 的定义如下:

Sw =
C∑

i=1

∑
xj∈ni

(xj −mi)(xj −mi)T (1)

Sb =
C∑

j=1

Nj(mj −m)(mj −m)T (2)

St =
C∑

j=1

(xj −m)(xj −m)T = Sw + Sb (3)

其中, mi 为第 i 类样本的均值向量, m 为样本的总

体均值向量. 在人脸识别中, 首先就是要找到一个投
影矩阵W , 该投影矩阵不但要使投影后的人脸图像

具有较低的维数, 而且也要具有较好的可分性. 对样
本 xi 进行投影可按下式计算:

yi = WTxi (4)

式 (4) 中, yi 代表样本 xi 的投影特征系数向量, W

是按照某种目标函数求得的最佳投影矩阵. 下面将
分别简要地介绍 LPP 和 ODLPP 两种算法.

LPP 算法的目的是保持样本固有的局部流形结
构不变, 该方法并不考虑样本的类别信息, 是一种无
监督方法. LPP 的目标函数为

min
W

J(W ) =
N∑

i=1

N∑
j=1

‖WTxi −WTxj‖2sij =

|WTXLXTW | = tr(WTXLXTW ) (5)

约束条件为

WTXDXTW = I (6)

式 (5) 中的 sij 可按下式求得:

sij =





exp
(
− ‖xi − xj‖2

t

)
, ‖xi − xj‖2 < ε

0, 其他

(7)
式中的 L = D − S 为拉普拉斯矩阵, S 为由 sij 构

成的位置相似矩阵, D 为对角阵, 对角元素 Dii =∑
j sij. 通过代数运算, 式 (5) 可以转换为下面的特

征值求解问题, 即

XLXTwi = λiXDXTwi, i = 1, 2, · · · , l (8)

假设把求得的特征值按升序排列, 即 λi ≤ λi+1,
选择对应前 d (通常 d < l) 个最小特征值所对应的
特征向量 w1, w2, · · · , wd, 则 w1, w2, · · · , wd 就构成

了 LPP 算法的最优投影方向矩阵 W . ODLPP 算
法是对 LPP 算法的发展, 该算法将样本的类别信息
加入到目标函数中, 因此关于式 (5)中的权值 sij, 按
下式求出:

sij=





exp
(
− ‖xi − xj‖2

t

)
, xi 和 xj 属于同类样本

0, 其他

(9)
此时, 由 sij 构成的矩阵 S 仍表示位置相似矩阵, 不
同的是, 此时的 S 充分利用了样本的类别信息, 从
而算法是一种有监督的算法. ODLPP 算法的目标
函数在形式上类似于 LDA 的目标函数, 定义为

min
WTW=I

J(W ) =
tr(WTXLXTW )

tr(WTSbW )
(10)

其意义是在保持类内局部流形结构不变的同时, 最
大化类间散度矩阵, 并保证所求得的判别矢量集之
间相互正交. 具体求解及证明可参见文献 [10].
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2 具有类内保持的正交特征提取方法

本节将以 ODLPP 算法为基础, 提出一种能够
有效地解决小样本问题的特征提取方法 —具有类
内保持的正交特征提取方法 (OFEMBWP). 首先给
出 OFEMBWP 的目标函数.

2.1 OFEMBWP的目标函数

在文献 [11] 中经过对散度矩阵的推导, 类内散
度矩阵及总体散度矩阵可以写成如下形式

SL
w =

1
2

N∑
i=1

N∑
j=1

sij(xi − xj)(xi − xj)T (11)

St =
1

2N

N∑
i=1

N∑
j=1

(xi − xj)(xi − xj)T (12)

由于本文要更改式 (11) 中的权值, 产生另一种
新类内散度矩阵, 故对式 (11) 所表示的类内散度矩
阵用 SL

w 表示, 以示与式 (1) 的区别. 此时若式 (11)
中的 sij 为

sij =





1
Nl

, xi 和 xj 属于同类样本

0, 其他
(13)

则式 (11) 所求出的 SL
w 就是式 (1) 所求出的 Sw. 根

据第 2 节总体散度矩阵的定义, 此时仍设总体散度
矩阵为

St = SL
b + SL

w (14)

因此, 可知

SL
b = St − SL

w =
1
2

N∑
i=1

N∑
j=1

rij(xi − xj)(xi − xj)T

(15)
可知 rij 为

rij =
1
N
− sij (16)

为了保证 SL
w 和 SL

b 均为非负定阵 (这主要是
为了第 2.2 节解决小样本问题而考虑的), 且能够将
ODLPP 算法的优点融入本文算法中, 本文对权值
sij 采用下式计算

sij =





1
N

exp
(
− ‖xi−xj‖2

t

)
, xi和 xj属于同类样本

0, 其他

(17)
显然 rij 为非负数, 即保证了 SL

b 为非负定阵.
因此可称 SL

w 为保局类内散度矩阵, SL
b 为保局类间

散度矩阵. 此时将式 (10) 的散度矩阵换成保局类内

散度矩阵与保局类间散度矩阵,则可得OFEMBWP
的目标函数

min
WTW=I

J(W ) =
tr(WTSL

wW )
tr(WTSL

b W )
(18)

2.2 关于OFEMBWP的小样本问题及算法的实
现

对于类似于人脸识别等问题, 由于图像维数远
远大于样本数目, 因而存在小样本问题, 将使 SL

b 奇

异. 因此对于上述 OFEMBWP 的目标函数不能直
接计算, 首先给出下面定理, 并从理论上对小样本问
题进行分析与讨论.
定理 1. Rn 为 n 维空间, 对于任一 x ∈ Rn,

若 f(x) ≥ 0, g(x) > 0, 令 A(x) =
f(x)
g(x)

, B(x) =

f(x)
g(x) + f(x)

,则有A(x)取最小值当且仅当B(x)取

最小值.
证明. 因为 f(x) ≥ 0, g(x) > 0, 所以有 0

≤ A(x) < +∞, 0 ≤ B(x) < +∞, 而 B(x) =
f(x)

g(x) + f(x)
=

f(x)/g(x)
1 + f(x)/g(x)

= 1− 1
f(x)/g(x)

=

1 − 1
A(x)

, 显然若 A(x) 取最小值, 则有 B(x) 取最

小值. 同理, 当 B(x) 取最小值时, A(x) 亦取最小值.
¤

因此, 由定理 1 可知, 式 (18) 又等价于下式

min
WTW=I

J(W ) =
tr(WTSL

wW )
tr(WTSL

b W + WTSL
wW )

(19)

由式 (14) 的关系, 显然式 (19) 又可化简为

min
WTW=I

J(W ) =
tr(WTSL

wW )
tr(WTStW )

(20)

定义 1. 设 α1, α2, · · · , αn 表示 St 的标准正

交的特征矢量集, 令 Z⊥ 代表 Z 的正交补空间, 则
有 Z⊥ = span{α1, α2, · · · , αm}, Z = span{αm+1,
αm+2, · · · , αn}, 其中m = rank(St).
引理 1[12]. 设 A 为非负定阵, x 为 n 维向量,

则 xTAx = 0 当且仅当 Ax = 0.
定理 2. 假设 St 是奇异的, 则对于满足式 (20)

的任一判别矢量 ϕr, 都有 ϕr ∈ Z⊥, 其中 r = 1, 2,
· · · ,m.

证明. 设ϕr ∈ Z⊥不成立,则可设ϕr = wr+ηr,
其中, wr ∈ Z⊥, ηr ∈ Z, 则有:

ϕT
r Stϕr = (wr + ηr)TSt(wr + ηr) =

wT
r Stwr + wT

r Stηr + ηT
r Stwr + ηT

r Stηr
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由引理 1 和 ηr ∈ Z 可得: ηT
r Stηr = 0 和 wT

r Stηr =
0, 而 ηT

r Stwr = (wT
r Stηr)T = ηT

r Stwr = 0. 因此可
得 ϕT

r Stϕr = wT
r Stwr.

对于 SL
w, 由于 St = SL

w + SL
b , 因而 ηT

r Stηr =
ηT

r Swηr + ηT
r Sbηr = 0, 且由定义知 SL

w 和 SL
b 均为

非负定阵, 由此可知 ηT
r Swηr = ηT

r Sbηr = 0.
同理, 根据引理 1 和 ηr ∈ Z 可得 SL

wηr = 0,
wT

r SL
wηr = ηT

r SL
wwr = 0, 因此有 ϕT

r SL
wϕr = (wr +

ηr)TSL
w(wr + ηr) = wT

r SL
wwr.

故可得对于任意一个矢量 ϕr, 都有

J(ϕr) =
ϕT

r SL
wϕr

ϕT
r Stϕr

=
wT

r SL
wwr

wT
r Stwr

= J(wr)

因此, 可知对于任意矢量 ϕr, 都有 ϕr ∈ Z⊥. ¤
由定理 2知, 就OFEMBWP准则函数而言, 子

空间 Z 中不存在任何有效判别信息, 任何一个判别
矢量只能在 Z⊥ 中取, 首先设

wr = Pbr (21)

其中, P = (α1, α2, · · · , αm), br ∈ Rm, 该映射表示
对于所求得的任何一个判别矢量都是由 Z⊥ 中的基
向量线性组合生成的, 则有W = PB, B = (b1, b2,
· · · , bl), 则相应的目标函数 J(W ) 可转换为

min
WTW=I

J(W ) =
tr((W )TSL

w(W ))
tr((W )TSt(W ))

=

tr((PB)TSL
w(PB))

tr((PB)TSt(PB))
=

tr((B)TSLP
w (B))

tr((B)TSP
t (B))

=

min
BTB=I

J(B) (22)

其中, SLP
w = PTSL

wP , SP
t = PTStP , 显然此时的

SP
t 为正定阵.
关于 OFEMBWP 的具体求解, 本文借鉴于文

献 [7, 10] 的实现方法, 分两步进行. 首先按 LDA 算
法的求解思想, 先将式 (22) 的求解转化为下面的广
义线性方程特征值与特征向量的问题

SLP
w bi = λiS

P
t bi, i = 1, 2, · · · , l (23)

假设把求得的特征值按升序排列, 即 λi ≤ λi+1,
选择对应前 d (通常 d < l) 个最小特征值所对应的
特征向量 b1, b2, · · · , bd, 然后再对 b1, b2, · · · , bd 进

行 Gram-schmidt 正交化, 使其满足正交性, 则最终
得到的W = PB 就是最优的投影方向矩阵.

3 实验结果与讨论

本文为了验证提出算法的性能, 分别在 YALE
和 FERET 人脸库上进行了实验. 实验中为了能最
大限度地排除分类器对算法优劣的影响, 采用简单

的最近邻方法进行分类. YALE人脸库中包含 15个
人的 165 幅图像, 每人 11 幅图像, 图像大小为 100
× 100; 在 FERET 人脸图库中[13], 选择其一个子
集来进行测试. 该子集包括 200 人, 每人 7 幅图像,
每幅原始图像中人脸部分是根据眼睛的位置获取的,
获取的人脸部分尺寸为 80× 80.

1) 由于OFEMBWP所提取的特征个数并不受
类别限制, 而已有研究表明, 对于 C 个类别的模式

识别问题, 最有效的特征个数是 C−1 个[14], 因此本
文对OFEMBWP所提取的特征数目大于 C−1个.
分别选取两个人脸库的前 3∼ 5 幅作为训练样本, 其
余作为测试样本. 实验中发现, 随着特征个数的增
加, 算法的识别率逐渐升高, 但也不总是升高, 有时
会出现波动. 当特征个数在大约 C−1 到 C−1+10
的范围时, 算法将达到最高识别率且比较平稳. 如
果继续增加特征个数, 算法的识别性能将会下降, 特
别是对于类别较多的人脸库, 增加特征个数, 其性能
下降较为明显, 如图 1 和图 2 所示. 因此在以下实
验中, 本文对 OFEMBWP 提取的特征个数均选为
C − 1.

图 1 YALE 人脸库上特征个数变化性能示意图

Fig. 1 Performance map of the change of the feature

number on the YALE database

进一步, 本文对 OFEMBWP 提取的特征个数
变化时的性能进行了测试, 并和其他几种正交算法
进行了比较, 如图 3 和图 4 所示. 从图 3 和图 4 可
以看出, 随着特征数目的增多, 几种算法的识别率都
明显升高, 但本文的 OFEMBWP 在提取 C − 1 个
特征时, 明显优于其他几种正交算法; 另外在其他特
征时 (除图 4 中一个点外), 总体识别率均优于其他
几种正交方法.

为了消除本文算法 OFEMBWP 的偶然性, 我
们在每次实验中, 随机选择每人的 T 幅图像作为训

练样本, 如在 YALE 人脸库中, T 的取值为 3∼ 8,
其余 11∼T 图像作为测试样本; 在 FERET 人脸库
中, T 的取值为 3∼ 5, 其余 7∼T 图像作为测试样
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本. 如此对每种算法重复进行 10 次实验, 取 10 次
平均识别结果作为每种算法的识别结果, 实验结果
如表 1 和表 2 所示.

图 2 FERET 人脸库上特征个数变化性能示意图

Fig. 2 Performance map of the change of the feature

number on the FERET database

图 3 YALE 人脸库上 4 种方法的性能比较

Fig. 3 Performance comparison of four methods on the

YALE database

图 4 FERET 人脸库上 4 种方法的性能比较

Fig. 4 Performance comparison of four methods on the

FERET database

2) 为了进一步测试本文算法OFEMBWP的识
别性能, 我们选择了部分人脸图像带有遮挡的 AR

人脸库[15]. AR 人脸库由 126 人的 4 000 多幅图像
组成, 实验中选择其一个子集来进行测试. 该子集包
括 100 人, 每人 15 幅图像, 每幅人脸图像的尺寸为
100 × 100. 我们在 AR 人脸库上进行了 10 次随机
实验, 训练样本 T 的取值为 3∼ 5, 其余 15∼T 图像

作为测试样本, 取 10 次平均识别结果作为每种算法
的识别结果, 实验结果如表 3 所示.

表 1 YALE 人脸库上的识别结果比较

Table 1 Performance comparison on the YALE database

算法名称 样本个数与识别率 (%)

3 4 5 6 7 8

OLPP 75.17 78.38 79.56 85.87 86.45 88.12

OLDA 77.53 80.57 86.33 89.47 88.83 91.22

ODLPP 79.75 85.32 86.45 90.36 91.17 93.16

OFEMBWP 86.25 88.29 89.67 91.07 93.72 95.28

表 2 FERET 人脸库上的识别结果比较

Table 2 Performance comparison on the

FERET database

算法名称 样本个数与识别率 (%)

3 4 5

OLPP 50.53 55.90 57.25

OLDA 68.75 75.78 77.50

ODLPP 73.28 77.20 78.75

OFEMBWP 75.33 79.15 80.55

表 3 AR 人脸库上的识别结果比较

Table 3 Performance comparison on the AR database

算法名称 样本个数与识别率 (%)

3 4 5

OLPP 50.39 50.98 53.85

OLDA 75.97 83.61 84.03

ODLPP 78.12 84.80 86.38

OFEMBWP 83.77 87.75 90.18

由表 1∼表 3 的实验结果可以看出, OFEMB-
WP 优于其他几种正交算法. 表 2 和表 3 的实验结
果则说明OFEMBWP在大型人脸库上也是有效的,
而表 3 的结果则进一步表明即使是在有遮挡的情况
下, OFEMBWP 也能取得较好的识别结果. 关于算
法的时间复杂度, 由于 OFEMBWP 首先要将样本
移到 St 的非零空间以解决小样本问题, 而 St 的秩

为 N − 1, 因此 OFEMBWP 中对式 (23) 的特征值
分解的时间复杂度为 O(N 3), 然后再对所求的特征
向量进行正交化, 时间复杂度仍为 O(N 3); ODLPP
则首先要将样本移到 Sb 的非零空间以解决小样本

问题, 而 Sb 的秩为 C−1, 因此ODLPP 关于特征值
分解的时间复杂度为 O(C3), 然后再对所求的特征
向量进行正交化, 时间复杂度仍为O(C3). 因此在运
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算时间上, OFEMBWP 要略高于 ODLPP, 但是从
识别结果上看, OFEMBWP 则明显优于 ODLPP.

4 结论

本文提出一种新的特征提取算法— OFEMB-
WP. 利用新的散度矩阵定义形式, 推导出一种新的
目标函数, 并从理论上有效地解决了小样本问题. 另
外, 新算法的实现结合了文献 [10] 算法实现的优点,
即首先按照 LDA 算法求解的方法, 先进行特征值分
解, 然后再进行 Gram-Schmidt 正交化的快速算法,
从而保证了算法具有较快的计算速度. 最后在人脸
库上的实验结果验证了本文算法的正确性和有效性.
如何进一步改进OFEMBWP, 提高算法在光照变化
强烈的人脸库上的识别性能, 将是我们下一步的研
究工作.
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