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基于黎曼流形的平面目标识别

李广伟 1, 2, 3 刘云鹏 1, 3 尹 健 4 史泽林 1

摘 要 平面目标识别中的几何形变可用射影变换群描述. 与紧致李群 SO(n,R) 不同, 正则化的射影变换群, 即非紧致李群

SL(n,R) 上由黎曼度量决定的黎曼指数映射不同于由单参数子群决定的李群指数映射. 基于黎曼流形优化算法得到取值于

特殊线性群 SL(3,R) 的样本的内蕴均值和协方差矩阵, 并依此构建李群正态分布. 利用此先验知识, 根据贝叶斯定理进行简

单背景下的平面目标的识别实验. 结果表明, 利用射影变换群的统计特性可有效提高平面目标识别的成功率.
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Planar Object Recognition Based on Riemannian Manifold

LI Guang-Wei1, 2, 3 LIU Yun-Peng1, 3 YIN Jian4 SHI Ze-Lin1

Abstract The geometric warps between planar objects can be represented by projective Lie groups. Compared with

the compact Lie group SO(n,R), the Riemannian exponential map on the noncompact Lie group SL(n,R) determined by

a Riemannian metric is usually different from the Lie group exponential map determined by one-parameter subgroups. We

compute the samples′ intrinsic means on the special linear group SL(3,R) based on the Riemannian manifold optimum

algorithm and propose the Lie group norm distribution. The test results of the planar object recognition in the simple

background, which is based on the full Bayes statistical rule, have shown that the proposed algorithm with the intrinsic

statistical property of the projective group may improve the rate of recognition effectively.
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目标识别和分类是计算机高层视觉研究的重要

内容, 通常被看作基于某种度量准则的匹配问题, 譬
如, 局部或全局的特征匹配、视觉不变量匹配、变形
模板匹配等[1]. 从现实世界的概率性而言, 更应该从
统计推理的角度理解和研究目标识别问题.
目标识别的挑战来自诸多方面, 其中, 目标的几

何变形是影响目标识别率的重要因素. 同一个二维
景物, 摄像机在不同的地点、从不同角度拍摄, 得到
的图像的几何形状不同. 可以证明, 当物体具有一个
平坦平面时, 射影变换精确地模型化了在摄像机或
物体运动后, 同一物体的图像之间的关系[2], 如图 1
所示. 与仿射变换不同, 射影变换不存在有限不变
矩, 数学模型的高度非线性使得基于射影变换模型
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的平面目标识别显得非常困难. 基于此, 研究者一方
面提出了许多基于仿射变形的目标识别方法[3], 这
些方法对于一定程度的非线性也表现出较好的鲁棒

性; 另一方面提出射影无限不变矩[4] 的概念, 其对于
平面目标识别的深入研究具有重要意义. 然而, 这些
方法都没有考虑变换群的统计分布对目标识别的影

响.

图 1 不同视角下平面目标的图像间关系用射影变换群描述

Fig. 1 A planar object imaged from different views can

be described by the projective group

目标识别中的几何形变可用李变换群描述, 一
般用特殊欧氏群 SE(n,R)刻画目标的刚体变形,用
仿射变换群 GA(n,R) 刻画目标的仿射变形, 用射
影变换群描述目标的射影变形, 而用拓扑群刻画更
复杂的非刚体变形. 在统计模式识别实践中, 要获得
变换群的经验概率分布, 一般首先求取有限样本的
均值和方差. 均值是一个看似简单、实际却非常复杂
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的概念, 有很多不同的定义方法, 本文采用 Karcher
黎曼均值的概念[5], 其在统计推理、形状分析、数据
平滑与插值、运动平均、图像融合和跟踪模板构建

中都有重要应用.
一般采用流形优化的思想求取 Karcher 黎曼

均值. 基于流形思想的几何优化算法的核心是将
约束集视为流形, 将传统的约束优化问题转化为
流形上的无约束优化问题. 近年来, 人们把这种算
法应用于不同的流形以解决不同的问题. 特别是基
于李群理论[6] 和黎曼流形的优化算法[7] 已开始逐

步应用于信号处理、计算机视觉和模式识别等领

域. 目前, 关于黎曼均值的研究主要集中在某些具
有特殊结构的流形, 如球流形 S(n)[8], 特殊正交群
SO(n,R)[9], 特殊欧氏群 SE(n,R)[10], Grassman
流形 G(n, k)[11], Stiefel 流形[12] 以及正定对称矩阵

流形 Sym+(n,R)[13−14] 等. 这些流形分别在动画设
计、流形插值、刚体目标的分布设置、人脸识别、协

方差特征目标跟踪和扩散张量核磁共振成像研究中

有着广泛的应用. 由于这些流形都和连通紧致李群
SO(n,R) 直接相关, 比较容易获取其黎曼指数映射
和逆映射, 因此, 关于这些流形的黎曼均值已得到较
为深入的分析和研究. 其中, 对球流形和特殊正交群
的 Karcher 均值的理论研究比较成熟[15], 实践应用
也逐渐深入. 但是 SL(3,R) 是非紧致群, 没有双不
变黎曼度量, 单位元处的黎曼指数映射不再对应单
参数子群, 而且其逆映射没有封闭的解释式, 这给射
影变换群分布的相关研究带来很大的困难.
流形上的多变量正态分布依赖参数空间的微分

几何特性. 本文在黎曼流形的统计分析理论框架
下[16], 首先通过赋予 SL(3,R) 黎曼度量得到黎曼
流形, 获取黎曼指数映射; 然后, 运用流形优化算法
求解 SL(3,R) 的数字特征, 并构造特殊线性李群正
态分布; 最后, 理论分析了这种分布的合理性和优越
性, 同时进行了简单背景下的平面目标识别实验, 佐
证了获取变换群的先验知识有助于提高目标识别的

成功率.

1 问题描述

1.1 基于贝叶斯统计的目标识别

本文的目标识别研究是在灰度恒常性假设下展

开的, 即, 在图像平面建立适当的坐标系后, 同一平
面目标在投影前、后的两幅图像的灰度值 I(X) 和
I(T (X;rrr)) 的关系可表示为

I(T (X;rrr)) = I(X) (1)

这里

T (X;rrr) =
1

r7x + r8y + 1

[
r1x + r2y + r5

r3x + r4y + r6

]
(2)

表示第二幅图像相对于第一幅图像的投影变换, 其
中, X = (x, y)T 是图像位置坐标, rrr = (r1, r2, r3, r4,
r5, r6, r7, r8)T 是参数向量. 我们经常用

c = |r7|+ |r8| (3)

来度量式 (2) 所表示的投影变换的非线性程度.
这里, 投影变换阵为

T (rrr) =




r1 r2 r5

r3 r4 r6

r7 r8 1


 (4)

对其正则化, 即令其行列式之值为 1, 得到特殊线性
群 SL(3,R), 此处的正则化没有改变投影变换的自
由度. 作为一般线性群 GL(n,R) 的子群, 特殊线性
群 SL(3,R) 既是一个连通 (非单连通) 的非紧致矩
阵李群, 又是一个 8 维的微分流形. 所有矩阵的迹为
零的三阶矩阵构成 SL(3,R) 在单位元处的切空间,
赋予李括号运算后的切空间称为 SL(3,R) 的李代
数, 记为 sl(3,R), 其一组基向量为

E1 =




1 0 0
0 −1 0
0 0 0


 , E2 =




0 1 0
0 0 0
0 0 0




E3 =




0 0 0
1 0 0
0 0 0


 , E4 =




0 0 0
0 1 0
0 0 −1




E5 =




0 0 1
0 0 0
0 0 0


 , E6 =




0 0 0
0 0 1
0 0 0




E7 =




0 0 0
0 0 0
1 0 0


 , E8 =




0 0 0
0 0 0
0 1 0


 (5)

现假设要识别 N 类平面刚体目标. 已知输入的
是射影变换类型为 T 的待识别目标 M 的图像 I,
由贝叶斯定理知, 目标识别问题转化为求后验概率
P (M, T |I), 即

P (M, T |I) =
P (I|M, T )P (T |M)P (M)

P (I)
(6)

其中, P (I) 是归一化常数; P (I|M, T ) 是似然概率,
表示图像和真实场景的拟合程度, 应该这样理解, 如
果知道了具体的目标和射影变换类型, 那么我们可
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以从相应的特殊视角重建图像, 但由于场景的知识,
如光源、目标表面的反射特性或图像系统的噪声和

模型的精度等未知, 这种重建会产生一个潜在的变
化, 概率 P (I|M, T ) 就是对这种变化的度量; P (M)
是待识别目标的类先验知识; 而 P (T |M) 则表示特
殊线性群的概率分布, 是待识别目标关于变换的先
验知识. 先验知识对于贝叶斯统计推理是非常重要
的, 但获取先验知识往往相当困难. 正如图像的统计
模型是视觉知识和图像规律性的内在表示一样, 变
换群的概率分布也应该采用流形的内蕴统计特性.
本文就是要研究 SL(3,R) 上的样本点的正态分布,
为目标识别提供先验知识, 这必须首先求其试验样
本的内蕴均值和方差, 本文采用基于黎曼流形的优
化方法求之.

1.2 分布不变性对于目标识别的意义

众所周知, 欧氏空间是平直空间, 正态分布满
足平移变换不变性, 即 x ∼ N(µ,Σ), 则 x + t ∼
N(µ + t,Σ). 平移不变性存在的根源在于欧氏空间
的度量对平移的不变性. 样本点之间的距离的不变
性对于目标识别是非常重要的, 所以流形上的正态
分布应该具有相应的对变换群作用的不变性.
图 2 示意了变换不变性的涵义. 假设有一幅手

机图像 I, 图像 I1 和 I2 分别是图像 I 经过变换 f 和

g 变换得到. 如果观众离屏幕的距离变为原来的一
半, 其所看的图像应该是尺度发生变化的图像 J1 和

J2. 我们自然希望产生图像 I1 和 I2 的变换 f 和 g

之间的距离应该和产生图像 J1 和 J2 的变换 hf 和

hg 之间的距离相同. 在变换的空间, 如果用 h 表示

尺度变换, 则不变性条件变为 d(f, g) = d(hf, hg),
其中 d 是由流形附加的度量结构所定义的距离. 因
此, 度量结构必须是内蕴的,和外在的欧氏空间无关.

图 2 I1 和 I2 分别是手机图像 I 经 f 和 g 变换而得; J1 和

J2 分别是图像 I1 和 I2 经 h 变换而得 (不变性条件意味着图

像 I1 和 I2 的距离应当与 J1 和 J2 的距离相同)

Fig. 2 I1 is transformed from the mobile telephone image

I by f , I2 by g, J1 by hf , J2 by hg (The invariance

condition is that the distance between I1 and I2 should be

the same as between J1 and J2.)

对于 SL(3,R) 而言, 其上可自然赋予左不变黎曼度
量.

2 基于黎曼流形的李群正态分布

李群和黎曼几何是本文的理论基础, 与本文有
关的内容参见附录, 详细内容参阅文献 [17−18].

2.1 SSSL(3,R)上的不变度量和测地线

每个矩阵李群上都可以赋予左不变黎曼度

量, 这个不变的黎曼结构是由单位元处的切空
间的内积决定. 事实上, 设李群 M 在单位元处

的切空间为 TeM , 其上的内积为正定双线性映
射 ge : TeM × TeM → R. 记 Lσ 是 M 上的

左移动: Lσ : m → σm, σ,m ∈ M . 因为 Lσ

是一个微分同胚, 所以其在单位元 e 处的微分

TeLσ : TeM → TσM 是向量空间同构. 所以, 可
用 TeLσ 在每一点的切空间定义内积

gσ : TσM × TσM → R

gσ(η, u) = ge (L−1
σ (η), L−1

σ (u))
(7)

其中, η, u ∈ TσM . 容易看出, gσ 在M 上依赖于 σ

光滑变化, 由此可定义一个黎曼度量

g(η, u) = gσ(η, u) (8)

其中, σ ∈ M ; η, u ∈ TσM , 这个度量是左不变黎曼
度量. 对于 SL(3,R) 而言, 我们定义其在单位元处
的切空间的内积为附录 A 中的式 (A4).
紧致李群 (如 SO(3,R)) 上存在双不变黎曼度

量, 由群结构所定义的李群指数映射对应着测地线.
SL(3,R) 上不存在双不变黎曼度量, 关于左不变黎
曼度量式 (A4) 的测地线 γ(t) 可通过求解如下的矩
阵微分方程组得到





γ
′
(t) = γ(t)X(t)

X ′(t) = XT(t)X(t)−X(t)XT(t)
γ(0) = γ0

X(0) = X0

(9)

其中, X(t) ∈ sl(3,R).
矩阵微分方程组 (9) 的一个解析解[19] 为

γ(t) = γ0 exp
(−tXT

0 ) exp(t(X0 + XT
0 )

)
(10)

这里补充说明的是, 中国数学家王宪钟在 1969
年基于嘉当分解得到连通半单李群上的测地线[20],
这里的特殊线性群是其特例.
于是, 在单位元 e 处的黎曼指数映射可定义为

Rexpp(X) = exp(−XT) exp(XT + X) (11)



468 自 动 化 学 报 36卷

其中, X(t) ∈ sl(3,R). 在单位元 e 处的逆黎曼指数

映射, 即黎曼对数映射可自然定义为

Rlogg(x) = Rexpp−1(x), x ∈ SL(3,R) (12)

其没有封闭的显式表达式.

2.2 SSSL(3,R)的黎曼均值和协方差矩阵算法

为了获得特殊线性李群 SL(3,R) 上的样本点
的正态分布, 需要求其黎曼均值和协方差矩阵.
完备的黎曼流形M 上的点集 {x1, x2, · · · , xn}

的 Karcher 黎曼均值 µ 定义为

µ = E [{xi}] = arg min
y∈M

(
1
n

n∑
i=1

d2(y, xi)

)
(13)

其中, d(y, xi) 为M 上的黎曼测地距离函数.
在紧致李群上, 基于李群理论的一阶优化算法

和基于黎曼流形的梯度下降算法是一致的, 因为由
黎曼度量结构决定的黎曼指数映射和由群结构所定

义的李群指数映射相同, 所以文献 [9] 求取特殊正交
群 SO(n,R) 经验分布的数字特征的方法是合理的.
由于 SL(3,R) 的非紧致性, 基于黎曼优化求其经验
分布的数字特征较为合理.

由定义在黎曼流形上的函数在法坐标系下的泰

勒展开式 (B5) (见附录 B), 并结合梯度式[21]

grad

(
n∑

i=1

d2(y, xi)

)
= −2

n∑
i=1

Rlogyxi (14)

可得到基于黎曼流形的求取 Karcher 黎曼均值的梯
度下降算法为

µt+1 = Rexpµt

(
n∑

i=1

(
1
n

Rlogµt
xt)

)
(15)

当样本点 xi 距离单位元 e 较远时, 所得结果的
误差很大. 因此, 在求取 SL(3,R) 上的黎曼均值时,
应首先将每个样本左乘初始值之逆, 得到其残差样
本, 并将残差样本映射到李代数空间; 然后在李代
数空间将映射得到的样本点求均值后再映射回李群,
并左乘初始值得到新均值近似值; 再把所有样本左
乘新均值之逆后, 映射至李代数空间; 最后在李代数
空间求均值后映射回李群, 并左乘均值再次得到新
均值. 反复迭代直至残差样本的均值满足终止条件.
其中, 残差均值的计算式为

∆µt+1 = Rexpp


 1

n

n∑

i=1
Rlogg(xi)


 (16)

为获得协方差矩阵, 我们设计一个 (非唯一) 从
sl(3,R) 到R8 的映射: f : X ∈ sl(3,R) → R8. 由

于 sl(3,R) 上的每一点X 都可表示为其基 (6) 的线
性组合, 注意到矩阵的迹为零, 可简单地选择映射为

f(X =




x11 x12 x13

x21 x22 x23

x31 x32 x33


) =

(x11, x33, x12, x13, x21, x23, x31, x32)T (17)

于是, 经验协方差阵 Σml 为

Σml =
1

n− 1

n∑
i=1

fm(Xi)fl(Xi) (18)

其中, 李代数空间的样本点 Xi 是由 SL(3,R) 上的
样本点左乘均值之逆后通过黎曼对数映射而得到;
fk(Xi) 表示Xi 的线性表示的第 k (k = 1, 2, · · · , 8)
个分量.
综合以上所述, 求取 SL(3,R) 上的样本点的经

验均值和协方差阵的算法如下:
输入. x1, x2, · · · , xn ∈ SL(3,R)和精度 ε > 0.
输出. 黎曼均值 µ 和协方差阵 Σ.
初始化. µ = x1

while (‖Rlogg∆µ‖ ≥ ε)
do

∆xi = µ−1xi

∆µ = Rexpp(
1
n

n∑
i=1

Rlogg∆i)

µ = µ ·∆µ

end

Xi = Rlogg(µ−1xi)

Σml =
1

n− 1

n∑
i=1

fm(Xi)fl(Xi)

这里, 有几个细节问题需要说明: 1) 因无
法获取黎曼对数映射的解析表达式, 本文采用
最小二乘方法求之, Matlab 代码为: Rlogg(x) =
lsqnonlin(@Rexpp, 0, [ ], [ ], [ ], x). 2) 由于黎曼指数
映射和逆映射是局部同胚, 所以随机获取的样本点
应比较集中, 不能过于分散, 否则算法容易发散. 一
般而言, 黎曼均值是存在的, 但并不唯一. 我们未能
对所设计的黎曼均值算法的收敛域作定量描述, 因
为这需要深入研究黎曼指数映射的内射半径、凸半

径、SL(3,R) 的截面曲率以及黎曼度量的选择对算
法的影响等较为复杂的课题, 留待以后探讨. 3) 同
欧氏空间相似, 也存在黎曼流形上的大数定律, 即随
着有效样本数的增多, 经验均值应该无限接近于真
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实均值[22], 这说明在目标识别获取先验分布知识时,
应采集足够数量的训练样本.

2.3 由GLGLGL(3,R)投影回 SLSLSL(3,R)算法

由于计算的数值误差, 常导致迭代过程中的
SL(3,R) 的点不能精确地落至原来的流形, 而落在
一般线性群 GL(3,R) 上, 因此必须把每次迭代的结
果投影回 SL(3,R), 即寻找 y ∈ SL(3,R), 使得

min
y∈SL(3,R)

‖x− y‖2

F (19)

其中, x 是在迭代计算过程中得到的一般线性群.
设矩阵 x 和 y 的奇异值分解分别为 x = uΩv,

y = u1Ω1v1. 这里 u, u1, v, v1 均为正交矩阵; Ω =
diag{a1, a2, a3}; Ω1 = diag{x1, x2, x3}, 其中, a1 <

a2 < a3, x1 < x2 < x3. 若令 u2 = uTu1, v2 =

vTv1, s =

{
diag{1, 1, 1}, 若 det(x) > 0,

diag{1, 1,−1}, 若 det(x) < 0.
则

有

‖a− b‖2

F = tr(a− b)(a− b)T =

‖Ω‖2 + ‖Ω1‖2 − 2tr(u2Ω1v
T
2 Ω) ≥

‖Ω‖2 + ‖Ω1‖2 − 2(sgn(det(a)))a3x3−

2
2∑

i=1

aixi = ‖Ω− sΩ1‖2

F (20)

在实验中发现, x 的行列式在绝大多数情形下

均为正值, 此时式 (20) 等价于

min
{x1,x2,x3}

‖Ω− Ω1‖2

F (21)

且 y 的最优解为 y∗ = uΩ1v. 考虑到 x1x2x3 = 1,
则式 (21) 成立的必要条件为
{

(x1)2 − (x2)2 + a2x2 = 0
(x1)4(x2)2 − a1(x1)3(x2)2 + a3x1x2 − 1 = 0

(22)

由式 (22) 可以求出 xi, i = 1, 2, 3.
本文实验时直接采用式 (23) 作为投影结果, 实

验证明其也可取得和最优解相似的算法性能, 但其
结构更简单.

y = u




3

√
(a3)2

a1a2

0 0

0 3

√
(a2)2

a1a3

0

0 0 3

√
(a1)2

a2a3




v (23)

在更严格意义上, 还需要研究由 GL(3,R) 投影
回 sl(3,R) 算法, 本文从略.

2.4 李群正态分布

在求得 SL(3,R) 的样本的黎曼均值 µ 和协方

差阵 Σ 后, 基于黎曼流形的李群正态分布 (Rieman-
nian Lie group norm distribution, RLN) 可表示
为

ϕ(x) ∝ exp−1
2
f(Rlogg(µ−1x))T ×

Σ−1f(Rlogg(µ−1x)) (24)

我们知道, 欧氏空间的正态分布满足平移不变
性, 即 x ∼ N(µ,Σ), 则 x + t ∼ N(µ + t,Σ). 由
黎曼均值和协方差阵的计算过程可知, 基于黎曼流
形的李群正态分布 (RLN) 保持对变换作用的左不
变, 即若随机变量 x ∼ RLN(µ,Σ), 则变换后的变
量 g ◦ x ∼ RLN(g ◦ µ,Σ) (◦ 为群运算符号), 这是
由在 SL(3,R) 上附加的左不变度量结构所决定的.
我们是通过把在 µ 处定义的切空间上的正态分布映

射至 SL(3,R) 而得到特殊线性群上的正态分布.
如果在欧氏空间R8 中建立 SL(3,R)上样本的

统计规律, 构建欧氏空间的多变量正态分布 (Norm
distribution, N), 有两个缺点: 1) 由于没有准确利
用 8 个独立参数所在流形的内在结构, 由此所得到
的均值一般不会落在原来的流形上, 是不准确的; 2)
由此所定义的分布具有对平移变换的不变性, 而对
投影变换则不具备变换不变性, 在目标识别时必会
增加误判率. 另外, 如果在以上求黎曼均值的算法
中, 用李群对数映射代替黎曼对数映射, 也可以根
据优化算法得出均值, 我们称据此构建的分布为基
于李群指数映射的李群正态分布 (Lie group norm
distribution, LN), 即

ϕ(x) ∝ exp−1
2
f(log(µ−1x))TΣ−1f(log(µ−1x))

(25)
因为李群指数映射和其逆映射的解析式相对简

单, 所以构建基于李群指数映射的李群正态分布需
要较少的计算量. 但是, 其迭代算法并非沿着最短测
地线进行, 所以均值的计算也会受到影响; 另外, 基
于李群理论的优化算法在求取数字特征时并不涉及

度量概念, 也就无从谈及变换分布对变换群的不变
性.
总之, 基于黎曼流形视角考虑目标识别问题是

必要的, 因为先验正态分布的变换不变性依赖于流
形的黎曼度量结构, 亦即依赖于切空间内积的不变
性. 另外, SL(3,R) 的非紧性使得优化算法的设计
应该独立于群结构, 而分析其黎曼或联络结构.
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3 实验与分析

从以上分析可以看出, 求取样本均值是构建李
群正态分布最为关键的一步. 因此, 在实验 1 中, 我
们分别给出了两组样本的均值图像. 根据图像变形
是否显著, 实验 1 中分别采取了不同的方法求取两
组样本图像相对于各自模板图像的投影变换阵. 在
实验 2 中, 我们以三类工具钳的识别为例, 说明基于
黎曼流形的平面目标识别算法, 同时综合比较了几
种不同的识别方法的识别成功率. 编程采用Matlab
语言.

3.1 实验

实验 1. 分别求取 200 幅木箱图像和 100 幅
钱夹图像的平均图像. 对前者而言, 因为图像间的
变形不显著, 所以采用李群二阶最小化 (Efficient
second-order minimization, ESM) 图像配准算
法[23] 可快速获得每幅图像和模板图像间的最优单

应阵; 对后者而言, 因为钱夹图像投影变形显著, 所
以首先采用 SIFT 特征检测器[24] 检测出兴趣点, 再
用 RANSAC 算法计算其和模板图像的最优的单应
变换阵. 一般而言, 均值图像不会是样本图像. 图 3
给出 8 幅木箱的样本图像, 中间为基于第 2.2 节的
黎曼均值算法所得到的均值图像. 图 4 给出 8 幅钱
夹图像, 中间为基于第 2.2 节的黎曼均值算法所得
到的均值图像.
实验 2. 识别张角分别为大、中、小的三类工具

钳 (见图 5), 描述基于黎曼流形的平面目标识别算
法, 验证获取基于黎曼流形的李群正态分布先验概
率可有效提高平面目标的识别成功率.
实验过程:
1) 获取张角分别为大、中、小的三类铁钳图像

各 300 幅, 并用 SIFT 特征检测器检测出每一幅图
像的特征点. 实际实验时获取的图像应多于 300 幅,

因为并不是每一幅图像都可获取稳定的特征点.
2) 可任意指定三类工具钳图像的模板图像, 一

般选择下视图 (在实际获取模板图像时, 一般通过卫
星或其他途径获得下视图). 用 RANSAC 算法分别
计算每类工具钳的其他 299 幅图像和各自模板图像
的最优投影变换阵, 并将投影变换矩阵归一化为特
殊线性矩阵.

图 3 不同视角下的木箱图像 (中间为平均图像)

Fig. 3 Wooden box images from different views (The

middle is their mean image.)

图 4 不同视角下的钱夹图像 (中间为平均图像)

Fig. 4 Wallet images from different views (The middle is

their mean image.)

图 5 大、中、小三种不同张角的工具钳图像

Fig. 5 Tongs images with different angles
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3) 采用 5 倍交叉验证法测试目标识别的成功
率. 每次实验的训练集和测试集的设计如下: 将张角
为大、中、小的三类铁钳各 300 幅图像分别随机分
为五组, 其中, 每类铁钳的四组共计 240 幅图像用
作训练, 即基于第 2.2 节的黎曼均值和协方差阵算
法求出这 240 幅图像的黎曼均值和协方差矩阵, 从
而得到每类工具钳的基于黎曼流形的李群正态分布

(RLN). 为了便于比较, 还需求出每类工具钳的基于
李群指数映射的李群正态分布 (LN) 以及基于欧氏
空间R8 的多变量正态分布 (N). 如果每类工具钳剩
下的一组共 60 幅图像中不包含模板图像, 便将其全
部作为测试集, 即该次实验实际参加的有效测试样
本数为 60; 如果包含模板图像, 鉴于模板图像的特
殊性, 我们将其剔除, 在这种情况下, 该次实验实际
参加计算的有效测试样本数为 59. 理论上, 三类工
具钳的五倍交叉验证应该计算 125 次, 计算量很大.
在实际计算时, 我们随机选取 27 次, 即, 对每类工具
钳而言, 选取五组中的三组依次作为测试集.

4) 对于每一次识别实验, 分别计算以下七种具
有代表性的目标识别情形. 这里 P (Mi) (i = 1, 2, 3)
相等.
第一种情形, 以最小拟合匹配误差作为识别基

准, 即只计算式 (6) 中的 P (I|M, T ), 其表示图像和
真实场景的度量. 我们采用如下的度量准则[25]

P (I|M, T ) = K exp(−E) (26)

其中, K 为归一化常数, E = ‖I −M(T )‖2. 这里 I

表示待识别的图像, M 理解为待识别目标的模板, T

理解为二者之间的变换.
第二种情形, 将特殊线性群看作是 8 个变量的

欧氏空间, 求出其在欧氏空间 R8 的多变量正态分

布 (N)P (T |M), 仅用此先验知识进行目标识别.
第三种情形, 用李群优化算法得到基于指数映

射的李群正态分布 (LN) P (T |M), 仅用此先验知识
进行目标识别.
第四种情形, 用本文算法求出基于黎曼流形的

李群正态分布 (RLN) P (T |M), 仅用此先验知识进
行目标识别.

第五种情形, 欧氏空间 R8 的多变量正态分布

(N)P (T |M) 结合最小拟合匹配误差 P (I|M, T ), 用
贝叶斯式 (6) 进行目标识别.
第六种情形, 基于李群指数映射的李群正态分

布 (LN) P (T |M) 结合最小拟合匹配误差 P (I|M ,
T ), 用贝叶斯式 (6) 进行目标识别.
第七种情形, 基于黎曼流形的李群正态分布

(RLN) P (T |M)结合最小拟合匹配误差P (I|M, T ),
用贝叶斯式 (6) 式进行目标识别.

5) 对于以上七种情形中的每一种情形, 均按以
下方法统计数据. 首先, 分别求取张角为大、中、小
的三类工具钳在 27 次实验的每次实验中的目标识
别成功率 (成功识别的图像数目除以有效测试样本
数目 59 或 60); 其次, 分别求取张角为大、中、小的
三类工具钳的 27 次实验的目标识别成功率的代数
平均值 (27 次实验的目标识别率之和除以 27), 并将
其作为三类工具钳的最终的识别成功率; 最后, 七种
情形中的每种情形的工具钳的识别成功率是三类工

具钳的最终的成功识别率的代数平均值 (每类工具
钳的最终识别成功率之和除以 3). 某 27 次随机实
验的实验结果统计见表 1.

3.2 分析

由表 1 可以看出, 拟合匹配误差的识别结果很
差, 三类工具钳的平均成功识别率约为 0.3278, 与随
机识别的结果相差无几, 这是因为射影变换的参数
变量之多和高度非线性之故. 事实上, 即使是不同的
物体也可能有非常相似的图像. 如果平面目标仅有
轮廓知识, 而没有其他的先验知识, 目标几乎是不可
识别的. 可以证明, 定义在平面上的所有封闭曲线,
在投影变换下几乎是等价的[26], 这也是基于投影不
变矩识别的根本局限. 因此, 关于目标识别的先验知
识是非常重要的.
由表 1 可以看出, 当结合正态分布先验知识后,

目标的识别率都有所提高. 其中, 结合欧氏空间正态

表 1 七种方法的工具钳目标识别实验结果比较

Table 1 Comparison of tong recognition results of seven methods

识别方法 成功率 (大 中 小 平均)

最小拟合匹配误差 0.3167 0.3325 0.3342 0.3278

基于欧氏空间R8 的正态分布 (N) 0.3015 0.3128 0.3021 0.3055

基于李群指数映射的李群正态分布 (LN) 0.4337 0.4618 0.4545 0.4500

基于黎曼流形的李群正态分布 (RLN) 0.4538 0.4685 0.4610 0.4611

最小拟合匹配误差 + 基于欧氏空间R8 正态分布 (N) 0.4152 0.4324 0.4358 0.4278

最小拟合匹配误差 + 基于李群指数映射的李群正态分布 (LN) 0.5151 0.5096 0.5086 0.5111

最小拟合匹配误差 + 基于黎曼流形的李群正态分布 (RLN) 0.5256 0.5490 0.5421 0.5389
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分布 (N) 后, 三类工具钳的平均成功识别率可升至
为 0.4278; 结合基于李群指数映射的李群正态分布
(LN) 后, 目标识别的成功率升至为 0.5111; 而结合
基于黎曼流形的李群正态分布 (RLN) 后, 目标识别
的成功率升至为 0.5389. 这说明, 充分利用变换参
数所在流形的内在特性, 可有效提高目标的识别率.
在流形上开展统计研究, 不仅是统计理论自身发展
的需要, 也具有重要的应用意义.
另外, 从表 1 还可以看出, 如果仅利用先验分布

进行识别, 则基于黎曼流形的李群正态分布 (RLN)
的目标识别的成功率与基于李群指数映射的李群正

态分布 (LN) 的目标识别的成功率相差不大, 这是因
为在单位变换附近, 黎曼指数映射可以用李群指数
映射逼近的缘故; 虽然 SL(3,R) 是非紧致群, 但在
样本比较集中的条件下, 可以看作是一个局部的紧
致群. 但是, 两者都远大于基于欧氏空间正态分布
(N) 的目标识别成功率, 这是因为欧氏空间正态分
布在特殊线性群流形上不具有对特殊线性变换的不

变性. 遗憾的是, 实验中没有发现射影变换的非线性
程度的度量系数 c = |r7| + |r8| 和识别成功率之间
的内在规律, 在后续的研究中, 应该采用其他可操作
的度量, 如文献 [27] 在研究 Affine-SIFT 时所提出
的量化不同视角图像的方法.

最后指出的是, 拟合误差 P (I|M, T ) 和先验知
识 P (T |M) 对于目标识别都非常重要, 但对各类噪
声或遮挡等的鲁棒性主要体现在拟合误差 P (I|M ,
T ). 一般所用的普通的平面目标识别方法, 如基
于不变矩的识别[4]、基于多尺度自卷积仿射不变识

别[3] 和其他的基于局部特征的目标识别方法[24] 等,
本质都是对 P (I|M, T ) 的不同描述. 本文所构建的
P (T |M) 的作用主要体现在辅助识别. 如果训练样
本的图像质量很差或者背景非常复杂, 关于变换群
分布的先验知识必然受到影响, 因为获取精确的投
影变换矩阵将变得困难, 而这是另外的一个课题了.

4 结论

模式识别和计算机视觉领域中的许多问题都需

要在适当的受限函数空间提出统计模型. 本文根据
黎曼流形优化理论, 在内蕴统计分析框架下, 基于黎
曼流形构建特殊线性群的正态分布, 并利用此先验
知识, 辅助基于贝叶斯推理的平面目标识别. 简单背
景下的平面目标识别实验说明, 如果能结合流形上
的点的内蕴统计特性, 适当地引入变换群的概率统
计分布, 将有助于提高目标识别的成功率.
研究射影变形下的自动目标识别和跟踪在导弹

制导、无人机导航和图像拼接等领域有重要意义, 本
文进行了初步的探索. 目前, 对射影变换非线性敏感
度的度量和特殊线性群 SL(3,R) 的几何学研究还

有待深入, 更需要对不同度量的选择对函数优化或
目标识别的影响问题进行深入探讨. 在此基础上, 我
们将对本文所提出的李群正态分布的合理性问题做

更进一步的理论分析和实验验证.

附录 A 李群上的两类特殊指数映射

A1 李群指数映射

赋予群以光滑流形结构得到李群, 其群运算记为 ◦. 李
群M 在单位元 e 处的切空间记为 Te M ; 设 m ∈ M , Xe ∈
TeM , 通过左移动Xm = (Lm)∗Xe 得到左不变向量场X; 过

点 e 的 X 的积分曲线就是单参数子群, 记为 γX(t); 赋予李

括号运算后的 (TeM, [·, ·]) 为M 的李代数, 记作 Λ(M). 设

X ∈ Λ(M), t ∈ [0, 1], 则李群指数映射定义为

(X, t) → exp(tX) = γX(t) (A1)

李群M 的李代数 Λ(M) 内一定存在一个包含 0 的开凸

集W , 使得指数映射 exp 是W 到M 内的开核 U 的一个微

分同胚. 由此, 可定义李群指数映射的逆映射, 即李群对数映

射为W → U : log(y) = exp−1(y), 见图 A1.

对于矩阵李群, 李群指数映射是普通意义上的代数矩阵

指数, 即

exp X =

∞∑
n=0

Xn

n!
(A2)

当矩阵没有负实部的特征值时, 矩阵李群指数映射存在

逆映射, 称之为李群主对数映射, 即

log x =

∞∑
n=1

(−1)n−1

n
(x− I)n (A3)

其中 I 表示单位矩阵.

图 A1 李群指数映射和逆映射

Fig. A1 Lie group exponential map and its inverse map

A2 黎曼指数映射

若在矩阵李群M 的每一点 p 的切空间 TpM 定义内积

〈A, B〉 = tr(ABT) (A4)

则赋予度量结构后的李群成为黎曼流形M . 设 γ : [a, b] →
M 是M 中连接点 p 和 q 的一条光滑曲线, 其长度定义为

L(γ) =

∫ b

a

√
〈γ′(t), γ′(t)〉dt (A5)

则连接 M 上两点 p, q 的最短距离 d(p, q) 称为黎曼测地距

离, 所经过的路径称为最短测地线.
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设曲线 γ(t; p, v), t ∈ [0, 1] 是满足条件 γ(0) = p, γ′(0)

= v 的黎曼流形M 上的一条测地线; Bp(ε) 是 Tp M 中以原

点为中心、以 ε 为半径的开球, 定义M 在 p 点的黎曼指数映

射为

Rexpp : Bp(ε) → M, Rexppv = γ(1; p, v) (A6)

显然, Rexpp 满足 d(p, Rexppv) = |v|. 黎曼流形的每一点 p

的充分小的邻域和该点的切空间 Tp M 可通过黎曼指数映射

建立微分同胚, 如图 A2 所示. 于是, 过点 p 的黎曼指数映射

的逆映射可定义为 Rlogp(·). 本文记在单位元 e 处的黎曼指

数映射及其逆映射分别为 Rexpp(·) 和 Rlogg(·).

图 A2 黎曼指数映射和逆映射

Fig.A2 Riemannian exponential map and

its inverse map

对于紧致李群而言, 其上存在双不变黎曼度量, 具有非

负的截面曲率, 单参数子群 (或平移) 对应着流形上的测地

线; 对于非紧致李群而言, 其上不存在双不变黎曼度量, 由群

结构定义的李群指数映射和由黎曼度量定义的黎曼指数映射

不同, 即单参数子群不再对应着测地线, 一般采用变分方法

获得.

附录 B 李群上的几何优化

为简单起见, 定义在李群和黎曼流形的光滑函数的泰勒

展开公式均在规范坐标下进行. 关于基于李群理论和黎曼流

形的函数优化算法的收敛性分析, 可参见文献 [28−30].

B1 基于李群理论的几何优化

设 Ei (i = 1, · · · , n) 是李群M 的李代数 Λ(M) 的基向

量, 设 t 是李群M 上一点, x 是 t 邻域内一点, 由李群的第

一类规范坐标知, 存在 Φ =
∑n

i viEi ∈ Λ(M), 使得

x = t ◦ exp(Φ) = t ◦ exp

(
n∑
i

viEi

)
(B1)

其中 v = (v1, v2, · · · , vn)T. 设 ϕ(·) 是定义在李群M 上的函

数, 则其在 t 点的泰勒展开式为

ϕ(t ◦ exp(Φ)) = ϕ(t) + Jϕ
t v +

1

2
vTHϕ

t v + O(‖v‖3) (B2)

其中

[Jϕ
t ]i =

∂

∂vi
ϕ (t ◦ exp (Φ)) |v=0

[Hϕ
t ]ij =

∂

∂vivj
ϕ (t ◦ exp(Φ)) |v=0 (B3)

类比欧氏空间中的优化算法, 可构造各种内蕴优化算

法, 如梯度下降法、拟牛顿迭代等. 比如, Newton-Raphson

内蕴迭代为

t ← t ◦ exp(Φ) (B4)

其中 v 可由方程 Hϕ
t v = −[Jϕ

t ]Tϕ(t) 解得.

B2 基于黎曼流形的几何优化

设 f(·) 是定义在黎曼流形M 上的光滑函数, 则其在法

坐标系下的函数泰勒展开式为

f(Rexpµv) = f(µ) + gradf(v)+

1

2
Hessf(v, v) + O(‖v‖3) (B5)

其中 v ∈ T M
µ . 类比欧氏空间中的优化算法, 可构造各种内蕴

优化算法. 比如, 当满足适当条件时, 牛顿算法的迭代公式为

u ← Rexppu

(
H−1

f (gradf)
)

(B6)

这里 H−1
f 是 Hf (v)(w) = Hessf(v, w) 的逆映射.
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