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TORA的动力学建模及基于

能量的控制设计

高丙团 1

摘 要 针对旋转小球在垂直平面内运动的欠驱动 TORA (Transla-

tional oscillators with rotating actuator), 采用基于能量的方法, 设

计了系统的状态反馈控制器. 基于拉格朗日方程, 建立了 TORA 的动

力学模型, 从能量的角度出发, 说明了系统的无源特性, 在此基础上设计

了一个合适李亚普诺夫函数, 从而得到了系统的控制算法; 采用拉萨尔

不变性原理分析了控制系统的稳定性. 数值仿真实验证明了控制器的有

效性.
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Abstract A state feedback controller is designed for an un-

deractuated TORA (translational oscillators with rotating actu-

ator). Based on Lagrange equations, the dynamics of TORA is

derived. The total energy of the system is employed to show

the passivity property of TORA, and then a proper Lyapunov

function including energy item is designed. Based on Lyapunov

theory, a state feedback control algorithm is achieved. The sta-

bility of the control system is based on LaSalle invariance the-

orem. Finally, simulation results demonstrate the feasibility of

the presented controller.

Key words Energy-based control design, TORA, underactu-

ated, Lyapunov function, passivity

具有旋转激励的平移振荡器 (Translational oscilla-

tors with rotating actuator, TORA), 或称为 RTAC (Ro-

tational/translational actuator), 由一个未驱动的平移振荡

器和驱动的转动小球组成, 且振荡器和小球都在水平面内运

动, 其原本是双自旋航天器的简化模型, 现作为一个四阶的

非线性基准系统, 通常用来检验针对低阶非线性动力学系统

进行的非线性控制设计[1]. International Journal of Robust

and Nonlinear Control 在 1998 年针对其非线性控制问题进

行了专题研究[1−3]. 其常见的设计方法之一是将系统动力学

转换为严格反馈形式的级联非线性系统,然后通过Backstep-

ping 的方法得到系统的稳定控制输入[3−5]; 另一常见的设计

方法则是利用系统的无源特性实现其稳定控制[5−7]. Jiang

等在文献 [8] 中给出了 TORA 系统的全局输出跟踪控制, 文

献 [9] 则在实验的基础上研究了它的输出调节控制问题, 近

来也有文献通过自调节模糊滑模控制实现了 TORA 系统的

稳定控制[10].

本文基于能量的方法设计了旋转小球在垂直平面内运动

的 TORA 系统的稳定控制方案, 并对所设计的控制系统进
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行了仿真实验验证.

1 系统建模

如图 1 所示, TORA 系统由驱动的小球和一个与弹簧连

接的移动小车组成. 其中质量为M 的小车与倔强系数为 k

的弹簧相连并在水平面内作一维运动, 小车的运动位置记为

x, 质量为m 的小球在输入转矩 τ 的作用下在一个垂直的平

面内转动, 转动半径为 r, 小球关于其质心的转动惯量为 I,

小球逆时针转离重力方向的角度记为 θ, 重力加速度记为 g.

图 1 TORA 系统结构

Fig. 1 TORA system configuration

首先给出整个系统的动能和势能, 系统的总动能由两个

部分组成, 小车和小球的总动能为

K = K1 + K2 =
1

2
(M + m)ẋ2 + mrẋθ̇ cos θ +

1

2
(mr2 + I)θ̇2 (1)

系统的总势能为

P = −mgr cos θ +
1

2
kx2 (2)

1.1 系统动力学模型

TORA 系统的拉格朗日算子函数为

L = K − P =
1

2
(M + m)ẋ2 + mrẋθ̇ cos θ +

1

2
(mr2 + I)θ̇2 + mgr cos θ − 1

2
kx2 (3)

根据拉格朗日方程, 系统相应的动力学方程为

d

dt
(
∂L

∂ẋ
)− ∂L

∂x
= 0 (4)

d

dt
(
∂L

∂θ̇
)− ∂L

∂θ
= τ (5)

经过计算可得系统的动力学描述为

(M + m)ẍ + mr cos θθ̈ −mr sin θθ̇2 + kx = 0

mr cos θẍ + (mr2 + I)θ̈ + mgr sin θ = τ

将动力学描述重写成矩阵形式

M(qqq)q̈qq + C(qqq, q̇qq)q̇qq + G(qqq) = UUU (6)
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其中

qqq =

[
x

θ

]

M(qqq) =

[
m11 m12

m21 m22

]
=

[
M + m mr cos θ

mr cos θ mr2 + I

]

C(qqq, q̇qq) =

[
0 −mrθ̇ sin θ

0 0

]

GGG(qqq) =

[
kx

mgr sin θ

]

UUU =

[
0

τ

]

由动力学描述可以看出, TORA 系统中只有一个施加在

小车上的驱动力, 但是却有两个状态变量需要控制, 即小车

的位置和小球的摆角, 因此 TORA 系统是一个欠驱动机械

系统.

注 1. 已有文献中考虑的 TORA 系统中的小球是在水

平面内运动的, 而本文考虑的 TORA 系统, 其小球是在竖直

方向的平面内运动的, 因此小球的运动受到自身重力的影响,

从而在转角动力学方程中增加了mgr sin θ 这一项.

注意到M(qqq) 是一个对称矩阵, 且

det(M(qqq)) = (M + m)(mr2 + I)− (mr cos θ)2 =

(M + m)I + Mmr2 + m2r2 sin2 θ > 0 (7)

因此, M(qqq) 对于所有的 qqq 是一个正定对称矩阵. 根据式 (6)

计算 Ṁ − 2C, 得到

Ṁ(qqq)− 2C(qqq, q̇qq) =

[
0 mr sin θθ̇

−mr sin θθ̇ 0

]
(8)

因此其是斜对称矩阵, 即有

zzzT(Ṁ(qqq)− 2C(qqq, q̇qq))zzz = 0, ∀zzz (9)

这个特征将在后续的说明 TORA 系统的无源性方面起到重

要作用.

TORA 系统的势能 P 和GGG(qqq) 的关系为

GGG(qqq) =
∂P

∂qqq
=

[
kx

mgr sin θ

]
(10)

1.2 TORA系统的无源性

系统的总能量为

E = K + P =
1

2
q̇qqTM(qqq)q̇qq −mgr cos θ +

1

2
kx2 (11)

根据式 (6)∼ (9), 可得

Ė = q̇qqTM(qqq)q̈qq +
1

2
q̇qqTṀ(qqq)q̇qq + q̇qqTG(qqq) =

q̇qqT(−C(qqq, q̇qq)q̇qq −GGG(qqq) + UUU +
1

2
Ṁ(qqq)q̇qq) +

q̇qqTGGG(qqq) = q̇qqTUUU = θ̇τ (12)

因此, 以 τ 为输入和 θ̇ 为输出的系统是无源的.

注 2. 从系统无源性的推导过程可以看出, 从能量角度

出发说明系统无源性的方法同样适用于小球在水平面内运动

的 TORA, 区别仅在于小球在水平内运动的 TORA 系统的

总能量中无重力势能.

注意对于 τ = 0 和 θ ∈ (−π, π], 系统 (6) 具有两个平

衡点, 即一个不稳定的平衡点 (x, ẋ, θ, θ̇) = (0, 0, π, 0) 和一

个稳定的平衡点 (x, ẋ, θ, θ̇) = (0, 0, 0, 0); 系统的能量 E(qqq, q̇qq)

在不稳定的平衡点处等于mgr, 在稳定的平衡点处为 −mgr.

本文的控制目标是将系统稳定在其稳定平衡点处.

2 基于能量的控制设计

利用系统的无源性, 构造如下的李亚普诺夫函数

V (qqq, q̇qq) = k1(E + mgr) +
k2

2
θ2 (13)

其中 k1, k2 为正常数. 显然, 当 θ ∈ (−π, π] 时, 李亚普诺夫

函数 V (qqq, q̇qq) 是正定的.

对候选李亚普诺夫函数求导, 可得

V̇ (qqq, q̇qq) = k1Ė + k2θθ̇ = k1θ̇τ + k2θθ̇ = θ̇(k1τ + k2θ) (14)

令

k1τ + k2θ = −k3θ̇ (15)

其中 k3 > 0, 由此可得

V̇ = −k3θ̇
2 (16)

由式 (15) 可求出系统的控制输入为

τ = − 1

k1
(k2θ + k3θ̇) (17)

求出的控制输入 (17) 可以保证李亚普诺夫的导数是负

半定的, 即保证式 (16) 是负半定的, 因此, 由李亚普诺夫稳定

性判据可知, 闭环控制系统是稳定的.

注 3. 控制算法 (17) 表明实现系统的稳定可以不进行小

车位置及其导数项的检测.

注 4. 从基于能量的控制设计过程可以看出, 该设计过

程同样适用于小球在水平面内运动的 TORA, 且最后得到的

控制算法 (17) 同样可以用来实现对其的稳定控制[2, 5].

注 5. 与文献 [2, 5] 针对小球在水平面内运动的 TORA

得到的同样的控制器相比较, 本文基于能量控制设计的方法,

设计李亚普诺夫函数的思路清晰, 且所设计的李亚普诺夫函

数比较简洁, 从而得到的控制算法 (17) 也比较简单.

2.1 稳定性分析

根据拉萨尔不变性原理, 证明以下定理.

定理 1. 由式 (6) 和 (17) 组成的闭环系统中, 控制输入

(17) 能够将系统从任意初始位置渐近稳定到原点.

证明. 根据式 (16), 不变集 Γ 定义为 Γ : {(x, ẋ, θ, θ̇) : θ̇

= 0}. 在不变集 Γ 中, 根据 θ̇ = 0, 因而有 V̇ = 0, 从而在不

变集 Γ 中 θ, V 和 τ (根据式 (17)) 都是常量. 当 θ, V 和 τ

都是常量时, 根据式 (6) 可推出在不变集 Γ 中有 x = 0, 从

而有 ẋ = 0. 则已经证明在不变集 Γ 中有 (x, ẋ, θ, θ̇) = (0, 0,

const, 0), 同时, 根据式 (6) 和 (17) 可得

τ = −k2

k1
θ = mgr sin θ (18)

由于式 (18) 在 θ ∈ (−π, π] 内有唯一解 θ = 0. 因此, 不变集

Γ 的最大不变集为 (x, ẋ, θ, θ̇) = (0, 0, 0, 0), 从而根据拉萨尔
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不变性原理, 控制系统渐近稳定于能量为 −mgr 的稳定的平

衡点处. ¤

3 仿真实验

为了检验前面设计的控制方案, 下面给出控制系统的数

值仿真实验. 仿真过程中系统参数取为文献 [1] 中实验平台

的参数, 即M = 1.3608 kg, m = 0.096 kg, k = 186.3 N/m,

r = 0.0592 m 和 I = 0.0002175 kg·m2; 其中控制器的参数取

为 k1 = 450, k2 = 5.3, k3 = 1. 仿真结果如图 2 和图 3 所示.

(a) 小车位置

(a) Cart position

(b) 小球转角

(b) Rotated angle of the ball

(c) 控制输入

(c) Control input

(d) 系统能量

(d) System energy

图 2 初始条件为 (0, 0, 30, 0) 的仿真结果

Fig. 2 Simulation results with initial condition (0, 0, 30, 0)

图 2 和图 3 分别是在初始条件为 (0, 0, 30, 0) 和 (0.01,

0, 30, 0) 情况下采用本文控制方案所得到的仿真结果. 由仿

真结果可以看出, TORA 系统在状态反馈控制器的作用下,

在 6 s 之内实现了系统稳定的任务, 即将系统的状态由初始

的稳定到原点, 此刻系统的能量处于最低的状态. 同时, 仿真

结果显示小车的位置不大于 0.025m, 持续输入转矩不大于

0.1N·m, 满足文献 [1] 中的设计要求. 仿真结果还说明: 对于

不同的初始条件, 在不检测小车位置和其速度的情况下, 所

设计的控制器可以实现系统的渐近稳定控制.

(a) 小车位置

(a) Cart position

(b) 小球转角

(b) Rotated angle of the ball
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(c) 控制输入

(c) Control input

(d) 系统能量

(d) System energy

图 3 初始条件为 (0.01, 0, 30, 0) 的仿真结果

Fig. 3 Simulation results with initial condition (0.01, 0, 30, 0)

4 结论

本文针对旋转小球在垂直平面内运动的 TORA 进行了

稳定控制的研究. 基于拉格朗日方程建立了该系统的动力学

模型, 与旋转小球在水平面内运动的 TORA 的动力学相比,

小球在转动过程中自身的重力将影响其运动特征.

基于系统的总能量说明旋转小球在垂直平面内运动的

TORA 的无源性, 在此基础上设计了系统的李亚普诺夫函

数, 从而基于李亚普诺夫定理得到实现系统全局渐近稳定的

状态反馈算法, 这一控制设计过程也同样适用于旋转小球在

水平面内运动的 TORA. 最后对文中给出的控制方案进行了

数值仿真实验, 实验结果证明了所提出方案有效性.
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