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基于混合系统与终端不变集约束的

混合整数规划优化控制

李坚强 1,2 裴海龙 1 王辉鹏 1

摘 要 首先给出了混合系统的混合逻辑动态 (Mixed logic dynamic,

MLD) 模型建模; 提出了基于终端不变集约束的混合整数规划优化控制,

通过建立 Lyapunov 函数证明了该方法的可行性; 利用混合整型二次规

划 (Mixed-integer quadratic programming, MIQP) 的方法对终端

不变集约束混合系统的优化控制进行求解; 最后通过一个实例进行建模、

仿真, 证明了本方法的可行性与优越性.
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Abstract This paper gives a hybrid system model based on

mixed logic dynamic (MLD) at first, and proposes a mixed inte-

ger programming control based on terminal constraint by invari-

ant set. The validity of the method is proved by Lyapunov func-

tion; then the problem is solved by the mixed-integer quadratic

programming (MIQP) method. Finally, an example is modeled,

and the result of the simulation shows the validity and superi-

ority of the method.

Key words Hybrid systems, invariant sets, mixed logical dy-
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混合系统是由连续变量动态系统 (Continuous variable

dynamic systems, CVDS) 和离散动态系统 (Discrete event

dynamic systems, DEDS) 相互混合、相互作用而形成的一

类动态系统, 其广泛存在于工程实践中, 如计算机控制系统、

制造工业、机器人系统、现代飞行控制系统、汽车引擎系统

等. 由于混合系统的实用性, 其近年来受到了控制和计算机

领域学者的广泛关注, 并取得了大量成果. Lygeros 对混合系

统的混合自动机建模, 混合系统的分析与综合, 可达集等几

个方面进行了较为全面的论述[1]; Pei 对于一类含过渡状态

混合系统的稳定区域进行了研究[2]; Jirstrand 通过线性矩阵

不等式 (Linear matrix inequality, LMI) 的方法解决了一类

混合系统— 分段仿射系统的不变集求解问题[3]; Li 等对一
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类混合动态系统, 通过 LMI 的方法求得有效的切换, 使系统

的状态保持在一个不变集内[4]. 目前对混合系统的研究主要

集中在基于稳定性、可达性等问题的研究上, 而对基于不变

集的模型预测控制未见有关报道.

对于混合系统的终端稳定点约束的优化控制, Bempo-

rad 和 Zhang 等通过混合逻辑动态 (Mixed logic dynamic,

MLD) 模型建模, 利用混合整型二次规划 (Mixed-integer

quadratic programming, MIQP) 的方法求得混合系统的最

优控制[5−7]; 文献 [8−9] 给出了混杂系统、非线性系统混合

逻辑动态模型的建模方法, 对其进行了稳定性分析. 但由于

系统引入的是终点时刻状态的稳定等式约束, 虽然保证了系

统的稳定性, 但等式约束的引入也减少了系统的可行区域,

降低了系统的最优控制效果.

本文混合系统的优化控制不同于文献 [5], 主要通过终端

不变集的引入, 系统的状态最终收敛于一定的区域或集合内,

同时系统的MLD 建模、MIQP 求解均是建立在终端不变集

约束的条件下, 这将大大增加系统的可行区域. 本文的结构

如下: 第 1 节对混合系统进行混合逻辑动态模型建模; 第 2

节引入改进后混合整型二次规划的方法, 并对混合系统进行

优化控制求解; 第 3 节通过一个实际混合系统的例子对基于

不变集约束混合整型二次规划的方法进行验证, 证明方法的

可行性.

1 混合系统MLD建模

1.1 混合系统建模

对于混合系统理论的研究, 目前还有一种通用的混合系

统分析与控制器的设计方法, 建立通用的分析与设计方法,

具有相当的难度.因而针对某一类的混合系统,建立起相对应

的分析与设计方法. 现有模型中, 离散混合自动机 (Discrete

hybrid automata, DHA) 适用于混合系统的建模、仿真等方

面的问题; 分段仿射系统 (Piecewise affine, PWA) 能够方

便分析混合系统的稳定性和不变性, 方便求解系统的不变

集[3−4]; 线性互补模型 (Linear complementarity, LC) 能够

方便建立混合系统的状态演化轨迹的存在性与唯一性问题;

而混合逻辑动态系统模型则能够方便地建立并求解混合系统

的优化控制、状态估计及系统的故障检测[9]. 本文主要通过

MLD 建模, 通过预测控制, 满足系统的优化控制与系统最终

状态的不变集约束.

1.2 混合系统MLD建模

混合系统的离散时间混合逻辑动态模型由 Bemporad和

Morari 于 1999 年提出[5], 其一般表示式为

xxx(t + 1) = Atxxx(t) + B1tuuu(t) + B2tδδδ(t) + B3tzzz(t)

yyy(t) = Ctxxx(t) + D1tuuu(t) + D2tδδδ(t) + D3tzzz(t)

E2tδδδ(t) + E3tzzz(t) ≤ E1tuuu(t) + E4txxx(t) + E5t

(1)

式中, t ∈ Z, xxx =

[
xc

xl

]
, xc ∈ Rnc , xl ∈ {0, 1}nl , n = nc

+ nl; yyy =

[
yc

yl

]
, yc ∈ Rpc , yl ∈ {0, 1}pl , p = pc + pl; uuu =

[
uc

ul

]
, uc ∈ Rmc , ul ∈ {0, 1}ml , m = mc + ml 分别为系

统的状态、输出、以及控制输入. 它们既可以是连续变量 (用

下标 c 表示), 也可以是离散 (逻辑) 变量 (用下标 l 表示), 也
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可以同时包含二者. δ(t), z(t) 分别是MLD 模型引入的辅助

逻辑变量与辅助连续变量. 辅助离散 (逻辑) 变量, 用于刻画

混合系统中的各个部分之间的逻辑关系, 用于表示离散事件、

系统的不同运行模态或者用于表示系统运行所处的不同区域

范围. 在混合整数不等式中既包含了 δ(t), z(t) 的定义, 也包

含了由于物理限制或安全运行的需要而必须要引入的系统状

态 xxx(t) 与控制输入 uuu(t) 所应满足的约束条件.

2 不变集约束的MLD模型优化预测控制

2.1 不变集约束优化控制问题的提出

第 1.2 节介绍了对混合系统进行 MLD 建模的方法, 以

及在建立MLD 模型后, 给定混合系统的初始状态 x0、状态

xxx 与输入 uuu 的约束条件等概念, 但与文献 [5] 所不同的是, 本

文采用了终端不变集约束, 这将扩大系统的可行区域, 提高

系统的优化性能. 我们提出了如下改进的混合整数预测控制,

首先考虑如下的最优控制问题.

问题 1. 给定一个初始状态 xxx0 和终止时间 T , 找到一个

控制序列 uT−1
0 = {uuu(0),uuu(1), · · · ,uuu(T − 1)}, 使得系统状态

到达所要求的不变集内, 并使性能指标 (2) 最优.

目标函数

min
{uT−1

t }
J(uT−1

t ,xxx(t)) =

min
{uT−1

t }

{
T−1∑

k=0

‖uuut(k)− uuue‖2Q1
+ ‖δδδt(k|t)− δδδe‖2Q2

+

‖zzzt(k|t)− zzze‖2Q3
+ ‖xxxt(k|t)− xxxe‖2Q4

+ ‖yyyt(k|t)− yyye‖2Q5

}

(2)

约束条件




xxx(k + 1|t) = Axxx(k|t) + B1uuu(k|t) + B2δδδ(k|t) + B3zzz(k|t)
yyy(t) = Cxxx(k|t) + D1uuu(k|t) + D2δδδ(k|t) + D3zzz(k|t)
E2δδδ(k|t) + E3zzz(k|t) ≤ E1uuu(k|t) + E4xxx(k|t) + E5

xxx(T |t) ∈ Inv(xxx), k = 0, 1, · · · , T − 1

(3)

根据滚动时域控制, 取

uuu(t) = uuu∗t (0) (4)

式 (2) 中 Qi = QT
i ≥ 0, i = 1, · · · , 5 是己知的权重阵, xxxe

为 Inv(xxx) 的任一状态, (xxxe,uuue, δδδe, zzze) 为系统的终端状态. 式

(2)∼ (4) 为该改进预测控制算法, 与一般混合整数预测控制

算法不同, 式 (3) 中用不变集 Inv(xxx) 集合来约束终端. 由于

不变集的特殊属性, 这样可以即保证预测控制系统的稳定性

同时, 又可以扩宽系统的可行区域, 增强系统的最优化控制

效果. 对于系统的不变集求解可以参考文献 [3−4].

2.2 控制算法的可行性

对于问题 1, 假设 t 是当前时刻, xxx(t) 为当前系统状态.

记: uk−1
t = {uuut(0),uuut(1), · · · ,uuut(k− 1)}, 表示在 t 时刻求得

的未来 k时刻的最优控制序列. xxx(k|t) = xxx(t+k,xxx(t), uk−1
t ),

表示基于系统的模型, t 时刻状态 xxx(t) 在控制序列 uk−1
t 作

用下, 未来 t + k 时刻系统状态的预测. 同理 δδδ(k|t), zzz(k|t),
yyy(k|t), 都是基于当前时刻采用一控制序列对未来 k 时刻的

预测.

定理 1. 对于混合系统 (1), (xxxe,uuue, δδδe, zzze) 为系统的终

端状态, 且优化问题 (2) 存在可行解, 则满足问题 1 中的所有

约束条件下, 预测控制策略 (2)∼ (4) 使系统收敛于终端不变

集内.

证明. 利用标准李亚普诺夫稳定判据来对上面结论进行

证明. 令

V (t) = J(U∗t ,xxx(t)) (5)

U∗t 为最优控制序列 {uuu∗t (0), · · · ,uuu∗t (T − 1)}, 取另一控制序
列 U1 = {uuu∗t (1),uuu∗t (2), · · · ,uuu∗t (T − 1),uuue}.

δδδ(k|t + 1) = δδδ(k + 1|t)
zzz(k|t + 1) = zzz(k + 1|t), k = 0, · · · , T − 1

δδδ(T − 1|t + 1) = δδδe, zzz(T − 1|t + 1) = zzze

xxx(T − 1|t + 1) = xxx(T |t) ∈ Inv(xxx)

⇒ U1 为可行解, 可得

V (t + 1) ≤ J(U1,xxx(t + 1)) (6)

V (t + 1) 取最优控制序列 U∗t+1, 将不等式右边展开, 得

J(U1,xxx(t + 1)) =

‖uuu∗t (1)− uuue‖2Q1
+ · · ·+ ‖uuu∗t (T − 1)− uuue‖2Q1

+

‖uuue − uuue‖2Q1
+ ‖δδδ(0|t + 1)− δδδe‖2Q2

+ · · ·+
‖δδδ(T − 2|t + 1)− δδδe‖2Q2

+ ‖δδδ(T − 1|t + 1)− δδδe‖2Q2
+

‖zzz(0|t + 1)− zzze‖2Q3
+ · · ·+ ‖zzz(T − 2|t + 1)− zzze‖2Q3

+

‖zzz(T − 1|t + 1)− zzze‖2Q3
+ ‖xxx(0|t + 1)− xxxe‖2Q4

+ · · ·+
‖xxx(T − 2|t + 1)− xxxe‖2Q4

+ ‖xxx(T − 1|t + 1)− xxxe‖2Q4
+

‖yyy(0|t + 1)− yyye‖2Q5
+ · · ·+ ‖yyy(T − 2|t + 1)− yyye‖2Q5

+

‖yyy(T − 1|t + 1)− yyye‖2Q5
(7)

经过替代转换, 上式可化为

J(U1,xxx(t + 1)) = V (t)− ‖ uuu∗t (0)− uuue ‖2Q1 −
‖ δδδ(0|t)− δδδe ‖2Q2 − ‖ zzz(0|t)− zzze ‖2Q3 − ‖ xxx(0|t)− xxxe ‖2Q4 −
‖ yyy(0|t)− yyye ‖2Q5 + ‖ xxx(T |t)− xxxe ‖2Q4 (8)

基于初始时刻对 t 时刻的预测值为等于 t 时刻的实际测量值,

可得

V (t + 1) ≤ V (t)− ||uuu(t)− uuue||2Q1 −
||δδδ(t)− δδδe||2Q2 − ||zzz(t)− zzze||2Q3 − ||xxx(t)− xxxe||2Q4 −
||yyy(t)− yyye||2Q5 + ||xxx(T |t)− xxxe||2Q4 (9)

当 xxx(t) 未到达不变集时, V (t) 是单调递减的函数, 系统

将逐步收敛到不变集, 当 t 取值趋于无穷时, xxx(t) 最终稳定

在不变集内, 说明控制算法可行, 系统 (1) 在满足终端不变集

约束下求得最优控制. ¤

3 MLD模型MIQP问题的求解

3.1 MLD模型优化预测控制

建立 MLD 模型后, 给定混合系统初始状态 xxx0, 控制的

终止时刻 T 以及终端不变集 Inv(xxx), 对于问题 1 的求解为二
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次的优化控制问题, 由于式 (1) 中 xxx 的状态方程具有线性的

性质, 可得

xxx(t) = Atxxx0 +

t−1∑
i=0

Ai[B1uuu(t− 1− i)+

B2δδδ(t− 1− i) + B3zzz(t− 1− i)] (10)

经过推导、整理, 在任一离散时刻, 问题 1 与式 (10) 的

优化控制可转化为标准的混合整数规划MIQP 问题[5−6], 即

min
γγγ

(γγγTHγγγ + Fγγγ)

s.t.





Aineqγγγ ≤ bineq

Aeqγγγ = beq

γγγ ∈ Rnc × {0, 1}nd

γγγ(itype) ∈ {0, 1}nd

(11)

混合整数规划问题, 通常是 NP 难问题. 对于 MIQP

问题的求解, 在文献 [5−7] 中都有对 MIQP 算法的描述和

讨论, 目前主要有四种方法: 切相平面法 (Cutting plane

methods), 分解法 (De-composition methods), 基于逻辑法

(Logic-based methods)和B & B法 (Branch and bound me-

thods). 其中, B &B 法是最成功与有效的[5]. 在文献 [10] 的

研究报告中, Fletcher 和 Leyffer 对几种方法进行了数值研

究,得出B&B法具有一定的优越性. 因而本文将采用B & B

法进行MIQP 问题的求解.

3.2 基于终端不变集约束的 B & B算法

B&B 算法求解 MIQP 问题的主要思想是: 通过放松

决策变量中的部分或全部的整数约束限制, 生成一系列对应

原来MIQP 问题的连续二次规划 (Quadratic programming,

QP) 问题, 通过求解这一系列的 QP 问题可以得到符合整

数约束条件的 MIQP 问题的解 (次优解或全局最优解). 而

求解 QP 问题, 是比较容易的, 而且可以直接借助 Matlab

optimization toolbox 中现有的求解 QP 问题的程序来完成.

B&B 方法求解 MIQP 问题的原理可用完全二叉树的

数据结构来表示. 令 λλλ ∈ {0, 1, ∗}nd 是一向量, λλλ 的维数与

整数约束的决策变量中的变量的维数相同. 放松决策变量中

所有的取整数值的约束条件后, 用 λλλ0 表示. 如 λλλ0 = {∗, ∗,
· · · , ∗}, 当 λi 中的某一元素的值取为 * 时, 0 ≤ λi ≤ 1. 对

应于二叉树的树根, λλλ0 对应的求解问题即 QP 问题. B& B

求解法的结构可如图 1 所示.

图 1 B&B 算法二叉树结构图

Fig. 1 Binary tree of B&B method

通过对放松决策变量后的最优问题进行求解, 求解得到

最优连续决策变量以及目标函数的最优值, 若问题无解, 或

者最优值为无穷大时, 则说明对应的原 MIQP 问题也都无

解. 若满足整数约束条件, 则为原MIQP 问题的全局最优解;

若不满足整数约束条件, 则必须在 λ0 的基础上, 进一步生成

QP 问题, 并求解这些 QP 问题. 方法如图 1 所示, 选择 λλλ0

中的某一元素 (如选择第三个元素), 分别设定该元素的值为

0 和 1. 在二叉树上, 对应节点如生成的两个子节点 λλλ1 和 λλλ2,

λλλ1 = {∗, ∗, 0, · · · , ∗}, λλλ2 = {∗, ∗, 1, · · · , ∗}. 接着再对生
成 QP 问题进行求解. 根据这一原理, 可以推出 B&B 求解

不变集终端约束MIQP 问题的算法, 如图 2 所示.

图 2 B&B 求解不变集终端约束算法

Fig. 2 Computation of B &B method by invariant sets

terminal constraint

步骤 1. 用对应向量 λλλ0 初始化 QP 问题集合; 令性能指

标与决策变量初始化设置为无穷大. 设定最大限制寻优过程

求解的数目 Qmax.

步骤 2. 从 QP 问题的集合中选择一个作为当前待求解

的 QP 问题, 并从 QP 问题的集合中删除该 QP 问题.

步骤 3. 在终端不变集约束下, 求解当前的 QP 问题, 可

分为以下几种情况:



1206 自 动 化 学 报 34卷

a) 若当前的 QP 问题是无解的, 则该 QP 问题为根节点

的子树内所有其他节点对应的 QP 问题也是无解的, 转至步

骤 5;

b) 若所求得性能指标大于或等于当前的性能指标, 则以

该 QP 问题为根节点的子树内所有其他节点对应的 QP 问

题的解也是大于当前的性能指标, 因而无需计算它们对应的

QP 问题, 转至步骤 5;

c) 若所求得性能指标小于当前的性能指标, 且满足整

数约束条件, 则当前 QP 问题的解, 即为到目前为止求得的

MIQP 问题的最优解, 更新当前最优解的值, 转至步骤 5;

d) 若所求得性能指标小于当前的性能指标, 但是不满足

整数约束条件, 转至步骤 4.

步骤 4. 在当前的 QP 问题的基础上, 生成两个新的 QP

问题, 并加入到 QP 问题的集合中, 转至步骤 2.

步骤 5. 如果 QP 问题集合为空集或求解的 QP 问题

的数目已达到 Qmax, 则停止计算, 求得问题的全局最优解或

次优解; 如果 QP 问题集合为非空集, 则转至步骤 2, 继续求

解其他最优解. 若求解结束得到的解为 ∞, 则 QP 问题不

可解.

从以上步骤可以看出 B&B 算法求解 MIQP 问题最大

数目为 2nd+1 − 1. 从步骤 3 中我们可以看到, 当某一子树的

根节点对应的 QP 问题无解或有解但非最优时, 则该子树内

其他节点对应的 QP 问题也就无需求解. 从而, 大大减少了

需要求解的 QP 问题的数量. 若这种子树的规模越大、越多,

则算法就越有效.

4 仿真例子

4.1 接球模型

考虑文献 [11] 所示的接球系统模型, 这是一个典型的混

合动态系统. 如图 3 所示, 系统中有一小车, 可横向自由移动,

移动过程中受到外力为 u 的推动和粘滞摩擦系数为 β 的阻

力作用. 有三个小球从高空中以一固定速度下跌, 系统的目

标就是要通过左右移动下面的小车接到落下来的小球. 为了

不变集的定义, 小球由原来的 2 个增加到了 3 个. 在图 3 中,

y1, y2, y3 分别表示小球的垂直高度, d1, d2, d3 分别表示在

横向的位置, x 为小车的中心横向位. 当且仅当 |x− di| ≤ b

和 a1 ≤ yi ≤ a2, i = 1, 2, 3. 其中小球的下降过程中还受到

向上的扰动气流 ui, i = 1, 2, 3.

图 3 接球模型

Fig. 3 Model of grabbing the balls

先对该系统进行模型分析. 系统包含两个连续动态部分,

一部分是小球的下落, 这个动态行为可以用如下动态方程对

其进行描述

ẏ1 = −c1 + γu1 (12)

ẏ2 = −c2 + γu2 (13)

ẏ3 = −c3 + γu3 (14)

式中 c1, c2, c3, γ 为一固定常数, u1, u2, u3 为属于

[ 0 jetmax ] 区间. 另外一部分连续动态即为小车的连

续动态行为, 根据牛顿力学, 可用如下动态方程表示

Mẍ = −βẋ + u (15)

式中M 表示小车的质量.

4.2 MLD建模

系统包含有五个连续状态 (车位移 x1, 速度 x2, 球位移

y1, y2, y3),三个逻辑状态C1, C2, C3 分别表示接到球 1, 2, 3.

据此, 可以先引入 15 个辅助逻辑变量 δi, i = {1, 2, · · · , 15},
满足以下关系





δ1 ⇔ y1 ≤ a1

δ2 ⇔ y1 ≥ a2

δ7 ⇔ x ≤ d1 + b

δ8 ⇔ x ≥ d1 − b

δ13 ⇔ C1

δ3 ⇔ y2 ≤ a1

δ4 ⇔ y2 ≥ a2

δ9 ⇔ x ≤ d2 + b

δ10 ⇔ x ≥ d2 − b

δ14 ⇔ C2

δ5 ⇔ y3 ≤ a1

δ6 ⇔ y3 ≥ a2

δ11 ⇔ x ≤ d3 + b

δ12 ⇔ x ≥ d3 − b

δ15 ⇔ C3

(16)

再引入一个连续辅助变量 z1, z2, z3, 有

z1 = (−c1 + γu1)(1− δ1) (17)

z2 = (−c2 + γu2)(1− δ2) (18)

z3 = (−c3 + γu3)(1− δ3) (19)

另外, 根据上述变量还有如下关系

δ13 ⇔ [δ1 = 1] ∧ [δ2 = 1] ∧ [δ7 = 1] ∧ [δ8 = 1] (20)

δ14 ⇔ [δ3 = 1] ∧ [δ4 = 1] ∧ [δ9 = 1] ∧ [δ10 = 1] (21)

δ15 ⇔ [δ5 = 1] ∧ [δ6 = 1] ∧ [δ11 = 1] ∧ [δ12 = 1] (22)

δ13 + δ14 + δ15 = 3 (23)

将上述逻辑约束转换成 37 个混合整数线性不等式, 取参数

M1 = 1, a1 = 2, a2 = 1, d1 = 2, d2 = 3, d3 = 5, b = 0.5, a1

= 2, c1 = 6, c2 = 8, c3 = 7, β = 0.2, γ = 5, umax = [−60,

60], jetmax = 10. 可以得出该系统的标准混合逻辑动态系统

模型为

xxx(t + 1) = Axxx(t) + B1uuu(t) + B2δδδ(t) + B3zzz(t)

E2δδδ(t) + E3zzz(t) ≤ E1uuu(t) + E4xxx(t) + E5 (24)

系数矩阵 A, B, E 的具体形式可以通过 HYSDEL 工具计算

得到[11].



9期 李坚强等: 基于混合系统与终端不变集约束的混合整数规划优化控制 1207

4.3 仿真结果

采用混合整数预测控制算法, 终端约束由三个小球都要

接住 [0 0 0 0 0 1 1 1] 改为终端不变集约束, 即三个小球只需

任意接住两个. 系统取如下参数, 初始状态为 [0 0 5 5 6 0 0],

控制目标是移动小车接住两个球后停回原点. 优化目标函数

加权系数为 Q1 = 0.5I, Q2 = I, Q3 = I, Q4 = I, Q5 = 0,

仿真结果如图 4∼ 7 所示.

图 4 小车位移 x

Fig. 4 Position of the car x

图 5 小球位置 y1, y2 和 y3

Fig. 5 Position of grab the balls y1, y2, and y3

图 6 逻辑状态 C1, C2 和 C3

Fig. 6 Logic states C1, C2, and C3

图 7 小车控制输入 u

Fig. 7 Control input u

相对于文献 [11] 中的实验结果, 采用改进的不变集约

束的混合整数预测控制, 在稳定的终端约束改为一个终端不

变集约束的条件下, 系统取得了很好的控制效果. 如图 6 所

示, 小车达到了接住两个球的控制目标, 实现了终端不变集

约束的条件, 相对文献 [11], 系统实现控制目标的时间更为迅

速, 同时也增大了系统的可行域. 该方法将进一步应用于 “小

型无人直升机自主导航与控制” 的建模仿真与控制器的设

计中.

5 结论

本文提出了一种基于混合系统与终端不变集约束的混合

整数预测控制方法. 首先利用MLD 模型对混合系统进行建

模, 然后提出了在终端不变集约束下的优化预测控制, 通过

MIQP 的方法求出最佳控制序列, 得到最优的控制效果. 从

本文的仿真实例看, 用基于终端不变集约束的预测控制比稳

定点约束控制得到了更好的效果, 不仅扩宽了可行域, 同时

缩短了最优控制效果的时间, 这给路径规划研究, 无人机安

全区域求解等应用提供了有效的方法.
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