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具有不精确活动周期的网络

计划方法

张宏国 1 徐晓飞 1 战德臣 1

摘 要 具有不精确活动周期的网络图时间参数计算和活动关键性判

别问题是非常困难的问题, 过去一直没有完全满意的解决方法. 因此, 提

出了新的多项式算法确定通用网络中时间参数的取值区间, 并根据活动

的浮动时间来判断活动的关键性. 最后, 给出了求解案例, 并把这些结果

扩展到具有模糊活动周期的网络图中.
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Network Planning Method with Imprecise
Activity Durations

ZHANG Hong-Guo1 XU Xiao-Fei1 ZHAN De-Chen1

Abstract The problems of computing the time parameters

and evaluating criticality of activities in networks with impre-

cise activity durations are very difficult and have never been

solved in a fully satisfactory manner in the past. So, the new

polynomial algorithms for determining the intervals of the time

parameters in general networks are proposed, and the criticality

of activities can be evaluated by their floats. Finally, a solvable

case is present, and then the results are extended to networks

with fuzzy activity durations.

Key words Project plan, network planning method, impre-

cise activity duration, critical activity, critical path

对于航空航天、船舶及电站成套设备等大型单件复杂产

品的制造, 通常采用项目管理方式组织生产, 以确保产品制

造的实施和质量.

当项目活动周期为精确值时, 采用关键路径法 (Critical

path method, CPM) 来进行项目的计划与控制. 然而, 活动

周期很少能事先精确地知道, 尤其对于多企业协同项目更是

如此, 因此出现了计划评审技术 (Program evaluation and

review techniques, PERT), 试图使用概率分布对活动周期

进行建模. 但活动周期的统计数据很难得到, 而且网络拓扑

结构决定了发现项目结束时间的分布是很难的, 因此人们开

始采用区间数或模糊数来表示活动周期, 这也给时间参数计

算带来了困难, 即传统反向递推求解结点和活动最迟时间的

方法已经失效, 浮动时间也不能通过最迟时间和最早时间的

差值来进行计算, 给活动的关键性判别带来了很大困难.

对该问题的研究, 一类方法是直接利用模糊集理论. 传

统方法是定义相应的模糊运算, 进而类比传统 CPM 方法来

计算时间参数, 并进行关键路径判别[1]. 这种方法在计算最

迟时间和时差时, 使用了模糊减法运算, 使结果可能为负值,

从而失去意义. 因此, 许多人避开求解最迟时间而直接求解
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关键路径[2−4] 或关键活动[5−6]. 这类方法的缺点是: 1) 通常

需要各活动周期具有相同形式的模糊隶属函数, 局限性较大;

2) 缺乏一体化的时间参数计算算法及关键活动和关键路径

的判别方法; 3) 这类方法均是近似计算, 误差较大.

另一类方法是先研究具有区间活动周期的网络计划方

法, 然后推广到具有模糊活动周期的计划网络中. Chanas

等[7−9] 给出了具有区间活动周期的网络图关键路径和关键

活动定义及判定定理, 并进一步证明了判定给定活动的可能

关键性是一个 NP 完全问题, 计算给定活动的浮动时间界限

是 NP 难的. Dubois 等[10] 提出了计算具有区间活动周期的

串 – 并网络图的时间参数启发式算法, 并推广到模糊计划网

络中. Zielinski[11] 较为完整地给出了具有区间活动周期的一

般性网络图中计算时间参数的算法, 并提出利用浮动时间来

判别活动关键性的思想. 但所提出的算法每次运行只计算一

个活动的时间参数, 而且求得的活动浮动时间上、下界是以

假定其前序活动或后继活动具有精确周期为前提的, 为近似

值. 该类方法在一定程度上克服了第一类方法的缺点, 但目

前仍存在着算法复杂度高, 浮动时间计算不正确等问题.

本文所研究的方法属于第二类方法, 首先提出了完善的

具有区间活动周期的计划网络的时间参数计算算法及关键活

动和关键路径的关键性判别方法, 提高了算法的并行性, 降

低了算法的时间复杂度. 最后采用对模糊周期进行截集的方

式将所提出的方法推广到具有模糊活动周期的计划网络中.

1 具有区间活动周期的网络计划方法

具有区间活动周期的项目可以表示为一个有向无环图 S

= 〈V, A, D〉. 其中, V = {1, 2, · · · , n} 为结点 (事件) 集合, A

⊆ V × V 是有向弧 (活动) 集合, S 中只有一个始结点 1 和

一个终结点 n. 对于活动 (i, j) ∈ A, 有 i < j. 每个活动 (i, j)

∈ A 的区间周期为: Dij = [dij , dij ], dij ≥ 0.

为简便起见, 引入如下一些符号表示.

Ω 表示活动周期 dij ∈ Dij , (i, j) ∈ A 的一个配置,

dij(Ω) 表示活动 (i, j) 在配置 Ω 下的精确活动周期.

< 是活动周期时间配置集合, 为区间数Dij 的笛卡尔积.

Pkl 为从结点 k 到结点 l 的所有路径集合.

Wp(Ω)表示某一路径 p在配置 Ω下的路径长度, Wp(Ω)

=
∑

(i,j)∈p dij(Ω) .

Succ(i) 表示结点 i ∈ V 的紧后结点集合.

Pred(i) 表示结点 i ∈ V 的紧前结点集合.

T ES
ij 为活动 (i, j) ∈ A 的最早开始时间区间数, T ES

ij =

[tES
ij , t

ES
ij ].

T LS
ij 为活动 (i, j) ∈ A 的最迟开始时间区间数, T ES

ij =

[tLS
ij , t

LS
ij ].

T E
i 为结点 i ∈ V 的最早时间区间数, T E

i = [tE
i , t

E
i ].

T L
i 为结点 i ∈ V 的最迟时间区间数, T L

i = [tL
i , t

L
i ].

Fij 为活动 (i, j)∈A的浮动时间区间数, Fij = [f
ij

, f ij ].

1.1 结点最早时间和活动最早开始时间计算

令 ⊕ 为区间数的加法运算, max i 为区间数取最大值运

算, 则具有区间活动周期的结点最早时间计算公式为

T E
j =





[0, 0], j = 1

max i
∀i∈Pred(j)

{T E
i ⊕Dij}, 1 < j < n

(1)

对于 ∀(i, j) ∈ A, 有 T ES
ij = T E

i , 因此根据式 (1), 采用

前向递推方式可求得各活动和结点的最早时间.
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1.2 结点最迟时间、活动最迟开始时间及活动浮动时间计算

1.2.1 结点最迟时间、活动最迟开始时间和浮动时间上界

在某一配置 Ω ∈ < 下, 活动 (k, l) 的最迟开始时间[9] 为

tLS
kl = max

p∈P1,n

Wp(Ω)− max
p∈Pk,n,(k,l)∈p

Wp(Ω) =

max
p∈P1,n

∑

(i,j)∈p

dij(Ω)− max
p∈Pi,n,(k,l)∈P

∑

(i,j)∈p

dij(Ω) (2)

令 Ωs
Pt
∈ < 为使路径 pt ∈ P1,n 的长度达到最长, 且不

在路径 pt 上的活动周期取最小值的时间配置, 得

dij =

{
dij , 若 (i, j) ∈ pt

dij , 其他
(3)

定理 1. 具有区间活动周期的计划网络 S = 〈V, A, D〉,
有 r 个从始结点 1 到终结点 n 的路径, 即 P1,n = {p1, p2,

· · · , pr} , 则活动 (k, l) 的最迟开始时间上界为

t
LS
kl = max

t=1,··· ,r
{Wpt(Ω

s
pt

)− max
p∈Pk,n,(k,l)∈p

Wp(Ωs
pt

)} (4)

证明. 假设存在某一时间配置 Ω
′ ∈ <, 使得活动 (k, l) ∈

A 的最迟开始时间取上界, 则由式 (2) 可知

t
LS
kl = max

p∈P1,n

Wp(Ω
′
)− max

p∈Pk,n,(k,l)∈p
Wp(Ω

′
) =

max
p∈P1,n

∑

(i,j)∈p

dij(Ω
′
)− max

p∈Pk,n,(k,l)∈p

∑

(i,j)∈p

dij(Ω
′
) (5)

令此时最长路径为 Px ∈ P1,n, p
′ ∈ Pk,n 为从结点 k 到

终结点 n 且包含 (k, l) 的最长路径, 则式 (5) 表示为

t
LS
kl =

∑

(i,j)∈px

dij(Ω
′
)−

∑

(i,j)∈p
′
dij(Ω

′
) (6)

令 SA = px ∩ p
′
, 则式 (6) 可表示为

t
LS
kl =

∑

(i,j)∈px,(i,j)/∈SA

dij(Ω
′
)−

∑

(i,j)∈p
′
,(i,j)/∈SA

dij(Ω
′
) (7)

由于


 ∑

(i,j)∈px,(i,j)/∈SA

dij −
∑

(i,j)∈p
′
,(i,j)/∈SA

dij


 ≥


 ∑

(i,j)∈px,(i,j)/∈SA

dij(Ω
′
)−

∑

(i,j)∈p
′
,(i,j)/∈SA

dij(Ω
′
)


, 而 t

LS
kl

为 (k, l) 最迟时间的上界, 因此必有

t
LS
kl =

∑

(i,j)∈px,(i,j)/∈SA

dij −
∑

(i,j)∈p
′
,(i,j)/∈SA

dij (8)

由式 (8)可知 t
LS
kl 与 (i, j) ∈ SA无关,不妨令 dij = dij ,

(i, j) ∈ SA. 另外 t
LS
kl 与 (i, j) /∈ px 且 (i, j) /∈ p

′
无关, 因此

对于满足该条件的活动 (i, j), 可令 dij = dij .

由 Ωs
Pt
定义可知, 时间配置 Ωs

Px
满足 Ω

′
, 故有

t
LS
kl =

∑

(i,j)∈px

dij(Ω
s
Px

)−
∑

(i,j)∈p
′
dij(Ω

s
Px

) =

WPx(Ωs
Px

)− max
p∈Pk,n,(k,l)∈p

{Wp(Ωs
Px

)} (9)

由于 P1,n = {p1, p2, · · · , pr}, 故式 (9) 转化为式 (4). ¤
在某一时间配置 Ω ∈ < 下, 结点 i ∈ V 最迟时间为

tL
i (Ω) = min

j∈Succ(i)
tLS
ij (Ω) (10)

定理 2. 具有区间活动周期的计划网络 S = 〈V, A, D〉,
有 r 个从始结点 1 到终结点 n 的路径, 即 P1,n = {p1, p2,

· · · , pr}, 则对于任意结点 k, 其最迟时间上界为

t
L
k =





max
t=1,2,··· ,r

WPt(Ω
s
Pt

), 若 k = n

max
t=1,2,··· ,r

{
min

l∈Succ(k)
tLS
kl (Ωs

Pt
)

}
, 其他

(11)

证明. 当 k = n 时, 显然 t
L
k = max

t=1,2,··· ,r
{WPt(Ω

s
Pt

)}.
当 k 6= n 时, 则根据式 (2) 和式 (10), 有

t
L
k = max

∀Ω′∈<
min

l∈Succ(k)
{tLS

kl (Ω
′
)} = max

∀Ω′∈<
min

l∈Succ(k){
max

p∈P1,n

Wp(Ω
′
)− max

p∈Pk,n,(k,l)∈p
Wp(Ω

′
)

}
(12)

由于时间配置集合 < = {Ωt|Ωt 使得第 t 个路径长度取

得最大值, t = {1, 2, · · · , r}}, 则式 (12) 转化为

t
L
k = max

t=1,2,··· ,r
max
∀Ω′∈Ωt

min
l∈Succ(k)

{
Wpt(Ω

′
)−

max
p∈Pk,n,(k,l)∈p

Wp(Ω
′
)
}

= max
t=1,2,··· ,r

max
∀Ω′∈Ωt

min
l∈Succ(k)




∑

(i,j)∈Pt

dij(Ω
′
)− max

p∈Pk,n,(k,l)∈p

∑

(i,j)∈P

dij(Ω
′
)



 (13)

令 p
′ ∈ Pk,n 为满足 max

p∈Pk,n,(k,l)∈p

∑
(i,j)∈P

dij(Ω
′
) 的路径,

SA = pt ∩ p
′
, 则式 (13) 可转化为

t
L
k = max

t=1,2,··· ,r
max
∀Ω′∈Ωt

min
l∈Succ(k)




∑

(i,j)∈Pt,(i,j)/∈SA

dij(Ω
′
)−

∑

(i,j)∈P
′
,(i,j)/∈SA

dij(Ω
′
)



 (14)

由于

( ∑

(i,j)∈Pt,(i,j)/∈SA

dij −
∑

(i,j)∈P
′
,(i,j)/∈SA

dij

)
≥

( ∑

(i,j)∈Pt,(i,j)/∈SA

dij −
∑

(i,j)∈P
′
,(i,j)/∈SA

dij

)
, 则式 (14) 变为

t
L
k = max

t=1,2,··· ,r
min

l∈Succ(k)



∑

(i,j)∈Pt,(i,j)/∈SA

dij −
∑

(i,j)∈P
′
,(i,j)/∈SA

dij



 (15)

故 Ωs
pt
∈ Ωt 为满足式 (15) 的时间配置. 根据式 (2), 得

t
L
k = max

t=1,2,··· ,r
{ min

l∈Succ(k)
tLS
kl (Ωs

pt
)} ¤

由定理 1 和定理 2 可得如下递推公式

tL
n(Ωs

pt
) = Wpt(Ω

s
pt

) (16)

t
L
n = max

t=1,2,··· ,r
{tL

n(Ωs
pt

)} (17)

tLS
kn (Ωs

pt
) = Wpt(Ω

s
pt

)− dkn(Ωs
pt

) (18)
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t
LS
kn = max

t=1,2,··· ,r
{tLS

kn (Ωs
pt

)} (19)

当 k 6= n 时

tL
k (Ωs

pt
) = min

h∈Succ(k)
{tLS

kh (Ωs
pt

)} (20)

t
L
k = max

t=1,2,··· ,r
{tL

k (Ωs
pt

)} (21)

tLS
lk (Ωs

pt
) = tL

k (Ωs
pt

)− dlk(Ωs
pt

) (22)

t
LS
lk = max

t=1,2,··· ,r
{Wpt(Ω

s
pt

)− max
p∈Pl,n,(l,k)∈p

Wp(Ωs
pt

)} =

max
t=1,2,··· ,r

{Wpt(Ω
s
pt

)− ( max
p∈Pk,n

Wp(Ωs
pt

) + dlk(Ωs
pt

))} =

max
t=1,2,··· ,r

{tL
k (Ωs

pt
)− dlk(Ωs

pt
)} = max

t=1,2,··· ,r
{tLS

lk (Ωs
pt

)}
(23)

在某一时间配置 Ω ∈ < 下, 结点 i ∈ V 的最早时间为式

(24), 活动 (i, j) ∈ A 的浮动时间为式 (25).

T e
i (Ω) = max

p∈Pl,k

∑

(i,j)∈p

{dij(Ω)} (24)

fij(Ω) = T LS
ij (Ω)− T e

i (Ω) (25)

定理 3. 具有区间活动周期的计划网络 S = 〈V, A, D〉,
有 r 个从始结点 1 到终结点 n 的路径, 即 P1,n = {p1, p2,

· · · , pr}, 则对于任一活动 (k, l), 其浮动时间上界为

fkl = max
t=1,2,··· ,r

(tLS
kl (Ωs

pt
)− tE

k (Ωs
pt

)) (26)

证明. 由式 (24), (25) 和式 (2) 可知

fkl = max
∀Ω

(tLS
kl (Ω)− te

i (Ω)) = max
∀Ω

(
max

p∈P1,n

∑

(i,j)∈p

dij(Ω)−

max
p∈Pk,n,(k,l)∈p

∑

(i,j)∈p

dij(Ω)− max
p∈P1,k

∑

(i,j)∈p

dij(Ω)

)
=

max
∀Ω

(
max

p∈P1,n

∑

(i,j)∈p

dij(Ω)− max
p∈P1,n,(k,l)∈p

∑

(i,j)∈p

dij(Ω)

)
(27)

由于时间配置集合 < = {Ωt|Ωt 使得第 t 个路径长度取

得最大值, t = {1, 2, · · · , r}}, 则式 (27) 可转化为

fkl = max
t=1,2,··· ,r

max
∀Ω′∈Ωt

( ∑

(i,j)∈pt

dij(Ω)−

max
p∈P1,n,(k,l)∈p

∑

(i,j)∈p

dij(Ω)

)
(28)

令 p
′
为满足 max

p∈Pk,n,(k,l)∈p

∑
(i,j)∈p

dij(Ω)的路径,则式 (28)

转化为

fkl = max
t=1,2,··· ,r

max
∀Ω′∈Ωt

( ∑

(i,j)∈pt

dij(Ω
′
)−

∑

(i,j)∈p
′
dij(Ω

′
)

)
= max

t=1,2,··· ,r
max
∀Ω′∈Ωt( ∑

(i,j)∈pt,(i,j)/∈pt∩p
′
dij(Ω

′
)−

∑

(i,j)∈p
′
,(i,j)/∈pt∩p

′
dij(Ω

′
)

)
=

max
t=1,2,··· ,r

( ∑

(i,j)∈pt,(i,j)/∈pt∩p
′
dij −

∑

(i,j)∈p
′
,(i,j)/∈pt∩p

′
dij

)

(29)

由于 (i, j) ∈ pt ∩ p
′
与式 (29) 无关, 因此可取 dij = dij ,

而对于 (i, j) /∈ pt ∪ p
′
可取 dij = dij , 式 (29) 变为

fkl = max
t=1,2,··· ,r

( ∑

(i,j)∈pt

dij(Ω
s
pt

)−
∑

(i,j)∈p
′
dij(Ω

s
pt

)

)
=

max
t=1,2,··· ,r

( ∑

(i,j)∈pt

dij(Ω
s
pt

)− max
p∈P1,n,(k,l)∈p

∑

(i,j)∈p

dij(Ω
s
pt

)

)
=

max
t=1,2,··· ,r

∑

(i,j)∈pt

dij(Ω
s
pt

)− max
p∈Pk,n,(k,l)∈p

∑

(i,j)∈p

dij(Ω
s
pt

)−

max
p∈P1,k

∑

(i,j)∈p

dij(Ω
s
pt

)) = max
t=1,2,··· ,r

(tLS
kl (Ωs

pt
)− tE

k (Ωs
pt

))

¤
在配置 Ωs

pt
, pt ∈ P1,n 下, 采用式 (3) 初始化各活动周期

后, 采用传统前向递推方法求出各结点最早时间 tE
k (Ωs

pt
).

在此基础上根据式 (16)∼ (23) 和式 (26) 构造计算 t
LS
kl ,

t
L
l 和 fkl 的算法如下.

算法 1. 求各结点最迟时间上界 t
L
k , 各活动最迟开始时

间上界 t
LS
kl 和浮动时间上界 fkl.

输入. 计划网络 S = 〈V, A, D〉, Dkl = [dkl, dkl], (k, l) ∈
A, P1,n = {p1, p2, · · · , pr}, tE

k (Ωs
pt

), Wpt(Ω
s
pt

), pt ∈ P1,n.

输出. t
L
k , k = 1, 2, · · · , n, t

LS
lk , f lk, ∀(l, k) ∈ A.

步骤 1. 对于 ∀(l, k) ∈ A, t = 1, 2, · · · , r, 按式 (3) 初始

化 dlk(Ωs
pt

);

步骤 2. 对于 t = 1, 2, · · · , r, 分别按式 (16) 和 (18) 计

算 tL
n(Ωs

pt
) 和 tLS

kn (Ωs
pt

);

步骤 3. 分别按式 (17) 和 (19) 计算 t
L
n 和 t

LS
lk ;

步骤 4. 令结点 k = n− 1；

步骤 5. 对于 t = 1, 2, · · · , r, 按式 (20) 计算 tL
k (Ωs

pt
);

步骤 6. 按式 (21) 计算 t
L
k ;

步骤 7. 令 NS = Pred(k);

步骤 8. 任取 l ∈ NS;

步骤 9. 对于 t = 1, 2, · · · , r, 按式 (22) 计算 tLS
lk (Ωs

pt
);

步骤 10. 按式 (23) 计算 t
LS
lk ;

步骤 11. 按式 (26) 计算 f lk;

步骤 12. NS = NS − {l}, 如果 NS 6= Φ, 转步骤 8;

步骤 13. k = k − 1, 如果 k > 0, 转步骤 5;

步骤 14. 结束.

1.2.2 结点最迟时间、活动最迟开始时间和浮动时间下界

定理 4. 具有区间活动周期的计划网络 S = 〈V, A, D〉,
终结点 n 的最迟时间下界为其最早时间下界, 即 tL

n = tE
n . 令

结点 l ∈ V 的最迟时间下界为 tL
l , 则活动 (k, l) ∈ A 的最迟

开始时间下界为

tLS
kl =

{
tE
k , 若 (tL

l − dkl ≤ tE
k ) | k ∈ Succ(i)

tL
l − dkl, 其他

(30)

证明. 显而易见, 对于网络图终结点 n, tL
n = tE

n .

在任意 Ω ∈ < 下, 活动 (k, l) ∈ A 的最迟开始时间为

tLS
kl (Ω) = tL

l (Ω)− dkl(Ω) (31)

由式 (31) 可以看出, 要使活动 (k, l) ∈ A 的最迟开始时

间取得最小值, 必须使结点 l 的最迟时间取最小值, 而活动

(k, l) 的时间周期取可能的最大值. 同时考虑到, 对于任意时

间配置 Ω, 都有 tLS
kl (Ω) ≥ tE

k (Ω), 因此有式 (30) 成立. ¤
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定理 5. 在具有区间活动周期的网络图 S = 〈V, A, D〉
中, 令活动 (k, l) ∈ A 的最迟开始时间下界为 tLS

kl , 则结点 k

的最迟时间下界为

tL
k = min

∀l∈Succ(k)
{tLS

kl } (32)

证明. 在任意 Ω ∈ < 下, 结点 k ∈ V 的最迟开始时间为

tL
k (Ω) = min

∀l∈Succ(k)
{tLS

kl (Ω)} (33)

由于各结点的最早时间下界可同时获得, 因此由定理 4

可知各活动的最迟开始时间下界也可同时获得, 故由式 (33)

可得式 (32) 成立. ¤
定理 6. 在具有区间活动周期的网络图 S = 〈V, A, D〉

中, tLS
kl (k, l) ∈ A, 为活动 (k, l) 的最迟开始时间下界, 则活动

(k, l) 的浮动时间下界为

f
kl

=

{
0, 若 t

E
k ≥ tLS

kl

tLS
kl − t

E
k , 其他

(34)

证明. 根据式 (25), 要取得 f
kl

, 必须使 tLS
kl (Ω) 取最小

值 tLS
kl , 而 tE

k (Ω) 取可能最大值. 同时, 任一时间配置下必有

tE
k (Ω) ≤ tLS

kl (Ω), 因此当 t
E
k ≥ tLS

kl 时, 在保证 tLS
kl 取 tLS

kl 下,

结点 k 最早时间可能取得的最大值为 tLS
kl , 则 f

kl
= 0; 当 t

E
k

< tLS
kl 时, 保证 tLS

kl 取 tLS
kl 下, 结点 k 最早时间可能取得的

最大值为 t
E
k , 则 f

kl
= tLS

kl − tE
k . ¤

根据定理 4∼ 6 构造计算 tLS
kl , tL

l 和 f
kl
的算法如下.

算法 2. 求各结点最迟时间 tL
l , 活动的最迟开始时间下

界 tLS
kl 和活动的浮动时间下界 f

kl
.

输入. 计划网络 S = 〈V, A, D〉, Dkl = [dkl, dkl], (k, l) ∈
A.

输出. tl
k, k ∈ V, tLS

kl , (k, l) ∈ A.

步骤 1. 按递推式 (1) 计算各结点 i ∈ V 的最早时间 T E
i

= [tE
i , t

E
i ];

步骤 2. 令 tl
n = t

E
n ;

步骤 3. 对于所有的 k ∈ Pred(n), 按式 (30) 计算 tLS
kn ,

按式 (34) 计算 f
kn

;

步骤 4. 令 k = n− 1;

步骤 5. 按式 (32) 计算 tL
k ;

步骤 6. 对于所有的 l ∈ Pred(k), 按式 (30) 计算 tLS
lk ,

按式 (34) 计算 f
lk

;

步骤 7. k = k − 1, 如果 k > 0, 转步骤 5;

步骤 8. 结束.

1.3 活动关键性及关键路径判别

具有区间活动周期的网络图的可能关键路径、可能关键

活动、必然关键路径和必然关键活动的定义可参见文献 [8].

根据这些定义, 引入如下活动和路径的关键性判别定理.

定理 7. 在网络图 S = 〈V, A, D〉 中, 活动 (k, l) ∈ A 是

可能关键活动, 当且仅当其浮动时间下界 f
kl

= 0.

由可能关键活动的定义可知, 定理 7 是显而易见的.

定理 8. 在网络图 S = 〈V, A, D〉 中, 由满足 f
ij

= 0 的

活动 (i, j) ∈ A 构成的路径 p ∈ P1,n 为可能关键路径.

证明. 由定理 6 可知, 任意活动 (k, l) ∈ A 的自由时间

下界 f
kl
与 tLS

kl 和 t
E
k 相关, 由定理 4 和定理 5 可知, 所有活

动的下界可同时获得, 因此, 所有活动的自由时间下界也可

同时获得. 故必存在某一时间配置使由满足 f
ij

= 0 的活动

(i, j) ∈ A 构成的路径 p ∈ P1,n 成为关键路径. ¤
定理 9. 在网络图 S = 〈V, A, D〉 中, 活动 (k, l) ∈ A 是

必然关键活动, 当且仅当其浮动时间上界 fkl = 0.

定理 10. 在网络图 S = 〈V, A, D〉 中, 由满足 f ij = 0

的活动 (i, j) ∈ A 构成的路径 p ∈ P1,n 为必然关键路径.

由必然关键路径和必然关键活动的定义可知, 定理 9 和

定理 10 是显而易见的.

1.4 应用实例

在实际工程应用中, 对如图 1 所示的流程应用本文提出

的算法.

图 1 算法应用流程

Fig. 1 The application flow of these algorithms

为了验证算法的有效性, 以某大型水轮发电机制造项目

为例进行了算法的测试. 该水轮发电机制造项目网络图如图

2 (见下页) 所示. 采用本文提出的算法, 并按照图 1 所示的

流程计算得到各活动和结点时间参数分别如表 1 (见下页) 和

表 2 所示.

在表 1 中, 由定理 7 和定理 8 可知, 可能关键路径包括:

{(1, 2), (2, 3), (3, 5), (5, 6), (6, 7), (7, 8), (8, 9), (9, 54)}, {(1,

2), (2, 3), (3, 10), (10, 12), (12, 13), (13, 14), (14, 15), (15,

16), (16, 21), (21, 54)}, {(1, 2), (2, 3), (3, 11), (11, 12), (12,

13), (13, 14), (14, 15), (15, 16), (16, 21), (21, 54)}, {(1, 2),

(2, 3), (3, 27), (27, 30), (30, 31), (31, 54)}, {(1, 2), (2, 3), (3,

29), (29, 30), (30, 31), (31, 54)}, {(1, 2), (2, 3), (3, 28), (28,

29), (29, 30), (30, 31), (31, 54)}, {(1, 2), (2, 3), (3, 37), (37,

38), (38, 39), (39, 40), (40, 41), (41, 45), (45, 54)}, {(1, 2),

(2, 3), (3, 42), (42, 43), (43, 44), (44, 45), (31, 54)}.
采用文献 [7] 中定理 4 验证是正确的. 根据定理 9 和

定理 10 可以判定活动 (1, 2) 和 (2, 3) 为必然关键活动, 不

存在必然关键路径. 由于活动 (1, 2) 和 (2, 3) 属于所有路

径, 必在关键路径上, 因此, 对必然关键活动的判定也是正

确的.

1.5 算法分析与比较

令网络图的结点数为 n, 活动数为 m, 路径数为 r, 则求

解所有 tE
k (Ωs

pt
) 的时间复杂度为 O(rm), 算法 1 的时间复杂

度为O(rm),算法 2的时间复杂度为O(m). 因此求解所有时

间参数的时间复杂度为 O(rm) + O(rm) + O(m) = O(rm).

在文献中, 对具有区间活动周期的网络图的活动最迟

开始时间和浮动时间进行计算, 并能对活动及路径的关键
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性进行判别的两个主要方法为: Dubois 方法[10] 和 Zielin-

ski 方法[11]. 本算法与上述两个算法的比较如表 3 (见下页)

所示.

Dubois 方法仅适用于串并网络. Zielinski 方法所求得

的活动浮动时间上、下界是以假定该活动的前序活动或后

继活动具有精确周期为前提, 不是真正的浮动时间, 因此不

能通过浮动时间判定活动的关键性, 只能采用算法进行判

定. 另外, 这两个方法都不能计算结点的最迟时间, 而且在

求取活动的最迟时间上、下界时, 算法的一次运行只求解一

个活动, 求解所有活动最迟时间的复杂度: Dubois 方法为

O(m2), Zielinski 方法为 O(m2n), 都明显高于本文提出的

算法.

实际工程应用中, 由于本算法采用递推方式求解项目

网络的时间参数, 并通过浮动时间来判定活动和路径的关

键性, 因此更符合人们使用传统网络计划的习惯, 更便于

应用.

图 2 水轮发电机制造项目网络图

Fig. 2 The network of a water turbo-generator manufacturing project

表 1 网络图活动时间参数

Table 1 Activity time parameters of the network

活动 最早开始时间 最迟开始时间 浮动时间 活动 最早开始时间 最迟开始时间 浮动时间 活动 最早开始时间 最迟开始时间 浮动时间

(1, 2) [0, 0] [0, 0] [0, 0] (11, 12) [180, 215] [180, 274] [0, 64] (34, 35) [203, 245] [295, 363] [50, 130]

(2, 3) [90, 100] [90, 100] [0, 0] (12, 13) [210, 255] [210, 304] [0, 64] (35, 54) [218, 263] [313, 378] [50, 130]

(3, 4) [150, 180] [205, 319] [25, 139] (13, 14) [240, 300] [250, 334] [0, 64] (32, 36) [175, 210] [326, 390] [116, 185]

(3, 5) [150, 180] [150, 245] [0, 65] (14, 15) [246, 309] [259, 340] [0, 64] (36, 54) [179, 216] [332, 394] [116, 185]

(3, 10) [150, 180] [150, 259] [0, 79] (15, 16) [266, 334] [284, 360] [0, 64] (37, 38) [190, 225] [220, 302] [0, 82]

(3, 11) [150, 180] [150, 244] [0, 64] (16, 21) [276, 349] [299, 370] [0, 64] (38, 39) [210, 255] [250, 322] [0, 82]

(3, 17) [150, 180] [191, 283] [11, 103] (17, 18) [210, 255] [266, 343] [11, 103] (39, 40) [245, 295] [290, 357] [0, 82]

(3, 22) [150, 180] [205, 292] [25, 112] (18, 19) [220, 267] [278, 353] [11, 103] (40, 41) [250, 302] [297, 362] [0, 82]

(3, 27) [150, 180] [170, 255] [0, 35] (19, 20) [227, 276] [287, 360] [11, 103] (41, 45) [265, 322] [317, 377] [0, 82]

(3, 28) [150, 180] [150, 215] [0, 35] (20, 21) [252, 306] [317, 385] [11, 103] (42, 43) [210, 250] [210, 260] [0, 20]

(3, 29) [150, 180] [175, 245] [0, 35] (21, 54) [298, 378] [328, 392] [0, 94] (43, 44) [270, 315] [270, 320] [0, 20]

(3, 32) [150, 180] [230, 310] [50, 130] (22, 23) [210, 250] [275, 352] [25, 112] (44, 45) [295, 347] [295, 347] [0, 20]

(3, 37) [150, 180] [175, 262] [0, 82] (23, 24) [222, 264] [289, 364] [25, 112] (45, 54) [330, 387] [330, 387] [0, 20]

(3, 42) [150, 180] [150, 200] [0, 20] (24, 25) [232, 278] [303, 374] [25, 112] (46, 47) [210, 248] [283, 355] [35, 115]

(3, 46) [150, 180] [215, 295] [35, 115] (25, 26) [242, 290] [315, 384] [25, 112] (47, 48) [213, 253] [288, 358] [35, 115]

(3, 49) [150, 180] [272, 347] [92, 167] (26, 54) [251, 305] [330, 393] [25, 112] (48, 51) [223, 265] [300, 368] [35, 115]

(4, 8) [190, 230] [255, 359] [25, 139] (27, 30) [190, 230] [220, 295] [0, 75] (49, 50) [170, 205] [297, 367] [92, 167]

(5, 6) [190, 230] [195, 285] [0, 65] (28, 29) [180, 213] [180, 245] [0, 35] (50, 51) [176, 213] [305, 373] [92, 167]

(6, 7) [230, 280] [245, 325] [0, 65] (29, 30) [210, 247] [210, 275] [0, 35] (51, 52) [233, 277] [312, 378] [38, 115]

(7, 8) [245, 300] [265, 340] [0, 65] (30, 31) [270, 315] [270, 335] [0, 35] (52, 54) [235, 280] [322, 385] [42, 120]

(8, 9) [265, 325] [290, 360] [0, 65] (31, 54) [290, 340] [290, 355] [0, 35] (52, 53) [235, 280] [315, 380] [35, 115]

(9, 54) [285, 350] [315, 380] [0, 65] (32, 33) [175, 210] [260, 335] [50, 130] (53, 54) [255, 305] [340, 400] [35, 115]

(10, 12) [180, 220] [190, 289] [0, 79] (33, 34) [185, 223] [273, 345] [50, 130]
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表 2 网络图结点时间参数

Table 2 Node time parameters of the network

结点 最早时间 最迟时间 结点 最早时间 最迟时间 结点 最早时间 最迟时间 结点 最早时间 最迟时间

1 [0, 0] [0, 0] 15 [266, 334] [284, 360] 29 [210, 247] [210, 275] 43 [270, 315] [270, 320]

2 [90, 100] [90, 100] 16 [276, 349] [299, 370] 30 [270, 315] [270, 335] 44 [295, 347] [295, 347]

3 [150, 180] [150, 180] 17 [210, 255] [266, 343] 31 [290, 340] [290, 355] 45 [330, 387] [330, 387]

4 [190, 230] [255, 359] 18 [220, 267] [278, 353] 32 [175, 210] [175, 335] 46 [210, 248] [283, 355]

5 [190, 230] [195, 285] 19 [227, 276] [287, 360] 33 [185, 223] [273, 345] 47 [213, 253] [288, 358]

6 [230, 280] [245, 325] 20 [252, 306] [317, 385] 34 [203, 245] [295, 363] 48 [223, 265] [300, 368]

7 [245, 300] [265, 340] 21 [298, 378] [328, 392] 35 [218, 263] [313, 378] 49 [170, 205] [297, 367]

8 [265, 325] [290, 360] 22 [210, 250] [275, 352] 36 [179, 216] [116, 394] 50 [176, 213] [305, 373]

9 [285, 350] [315, 380] 23 [222, 264] [289, 364] 37 [190, 225] [220, 302] 51 [233, 277] [312, 378]

10 [180, 220] [190, 289] 24 [232, 278] [303, 374] 38 [210, 255] [250, 322] 52 [235, 280] [315, 380]

11 [180, 215] [180, 274] 25 [242, 290] [315, 384] 39 [245, 295] [290, 357] 53 [255, 305] [340, 400]

12 [210, 255] [210, 304] 26 [251, 305] [330, 393] 40 [250, 302] [297, 362] 54 [340, 400] [340, 400]

13 [240, 300] [250, 334] 27 [190, 230] [220, 295] 41 [265, 322] [317, 377]

14 [246, 309] [259, 340] 28 [180, 213] [180, 245] 42 [210, 250] [210, 260]

表 3 算法比较

Table 3 Comparisons of algorithm

适用的网络图类型 活动最迟开始时间 结点最迟时间 浮动时间 关键性判定能力 时间复杂度

Dubois 方法[10] 串并网络 可计算 不能计算 可计算 通过浮动时间判定 O(m2)

Zielinski 方法[11] 一般网络 可计算 不能计算 特殊情况下可计算 通过算法判定 O(m2n)

本文提出的方法 一般网络 可计算 可计算 可计算 通过浮动时间判定 O(rm)

2 具有模糊活动周期的网络计划方法

对于不精确活动周期的另一种处理方法就是采用模糊

数 D̃ij 来表示活动 (i, j) ∈ A 的周期, 并采用隶属度函数

µD̃ij
(dij), dij ∈ R+ 表示活动周期取值集合的可能分布. 因

此, 对于任意时间配置 Ω ∈ <, 其联合可能分布函数为

π(Ω) = min
(i,j)∈A

µD̃ij
(dij) (35)

由 Zadeh 扩张定理可知, 活动时间参数的隶属函数为

µT LS
kl

(x) = sup
Ω:x=tLS

kl

π(Ω), x ∈ R+

µFkl(x) = sup
Ω:x=fkl

π(Ω), x ∈ R+

在工程应用中, 对活动周期的估算通常给出最小、最可

能和最长时间,因此在利用模糊理论对活动周期建模时,通常

采用 L-R 型隶属函数[12]. 故可通过对活动模糊周期进行截

集的方法来构造这些参数的隶属函数. 具体做法是首先设各

时间参数的取值集合为空, 然后使 α 从 1 以步长 1/2k 递减

到 0, 每次对活动周期进行 α 截集, 把模糊数转化为区间数,

即 d̃ij(α) = [dij(α), dij(α)] , 然后采用本文提出的算法来计

算各活动时间参数的取值范围, 如果某活动时间参数的上、

下界为新值时,把该值加入到其相应的时间取值集合,并令其

隶属度为 α. 如此可得到各活动时间参数的隶属函数近似值.

当要求隶属度误差不大于 10−N 时, 则可取 K = dN/ lg 2e.
对模糊周期截集求隶属度的过程可参见文献 [7] 中的算法 1.

该方法优点是活动周期隶属函数可为任意 L-R 型函数.

3 结论

本文针对在具有不精确活动周期的网络图中, 结点的最

迟时间、活动的最迟开始时间以及活动的浮动时间均不能采

用减法运算和反向迭代方法进行计算这一难题, 提出了分别

计算这些活动时间参数的上、下界的多项式算法来求得它们

的可能取值区间. 所提出的算法在时间复杂度上有较大改善,

并被进一步推广到具有模糊活动周期的网络计划中, 具有一

定理论研究意义. 同时该方法已被应用到面向单件复杂产品

制造的协同项目计划与控制系统中, 具有较大的应用价值.
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