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一类分布式队形控制及其稳定性分析

郑 军 1 颜文俊 1

摘 要 针对一类具有二阶动态行为的多机器人系统的队形控制问题, 提出了一种分布式离散协同控制算法, 并应用代数图

论和矩阵论的方法对该系统的渐近稳定性和算法的一致收敛性进行分析. 应用上述方法, 证明了确保多智能体系统渐近收敛

的充要条件，得到了反馈控制参数的取值范围. 同时证明了在该充要条件下多机器人将逐步收敛到期望队形和同一运动速度.

仿真部分通过一个六机器人系统的队形控制验证了本文研究结果的正确性.
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Abstract This paper investigates a discrete coordination control algorithm of vehicle formations, and analyzes the

algorithm′s stability and convergence using techniques from graph theoretic methods and matrix theory. A sufficient

and necessary condition for asymptotic stability of the system studied is proved, and the value-taking region of feedback

control parameters is obtained. We also prove the convergence of vehicles moving to a desired formation and a common

velocity under the above sufficient-necessary condition. A six-vehicle formation coordination control example is shown in

simulation to verify our theoretical result.
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多智能体系统的动态行为及其协调控制是目前

国际上的研究热点之一[1]. 对一组智能体进行分布
式协调控制是一项重要的课题, 在诸如无人飞行器
系统[2]、自动交通系统[3]、存贮路径问题[4] 和通信

网络的拥塞控制[5] 等领域都有重要应用. 特别是多
智能体系统队形协调控制具有突出的理论研究和实

际应用意义. 广义而言, 它属于分布式控制的研究
范畴, 但它具有自身的如下特点: 1) 队形中的智能
体是动态解耦的, 即一个智能体的运动并不直接影
响到其他智能体, 而智能体间是通过需要共同完成
的任务实现耦合的; 2) 智能体间的内联结构可能是
动态变化的, 这就要求控制器的架构有足够的柔性
以处理内联结构的变化. 在设计机器人队形的分布
式控制器时, 要考虑到诸多因素, 如队形的稳定性、
不同队形模式的可控性、队形的安全性和不确定性

等. 近年来，已提出了多种队形控制策略，其中包括
Leader-follower 方法[6]、Virtual structure 法[7] 和

Behavior-based[8] 方法等. 事实上, 同传统的中央控
制一样, 队形控制也可分为队形调节控制和队形跟
踪控制.
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本文的目标是在多机器人运动过程中, 获得预
先设定的队形并保持该队形. 每个机器人仅可以与
特定的 “邻居” 进行信息交换，这就构成了一个通信
连接图. 图的拓扑结构可以与实际的队形几何无关.
文献 [9] 已经对连续反馈控制情形作了初步研究, 本
文基于代数图论和矩阵论的方法, 对更常见的离散
时间情形下系统的渐近稳定性和一致收敛性作进一

步研究, 重点是得到反馈控制参数的取值范围, 使得
线性反馈控制策略能有效地镇定队形, 并使所有机
器人最终一致收敛到同一速度. 需要说明的是, 本文
暂不涉及智能体间的避障问题.

本文内容组织如下: 第 1 节介绍系统模型和代
数图论相关知识; 第 2 节是本文主要研究结果; 第 3
节是数字仿真; 第 4 节是结论和后续研究方向.

1 模型

考虑由 N 个同质机器人构成的多智能体系统,
每个机器人 i 具有如下二阶离散动态方程

{
pppi(k + 1) = pppi(k) + vvvi(k)

vvvi(k + 1) = vvvi(k) + uuui(k)
pppi, vvvi,uuui ∈ Rn (1)

其中 pppi 和 vvvi 分别是位置和速度向量, uuui 是控制输

入. 控制的目标就是使得该组机器人进入预定的队
形. 我们有如下定义.
定义 1. 队形就是某个向量 HHHp = [hhhT

p1, · · · ,
hhhT

pN ]T (其中 hhhpi ∈ Rn, i = 1, · · · , N 是机器人 i 的
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期望相对位置). N 个机器人构成某种队形当且仅当

存在向量 ppp,qqq ∈ Rn, 使得 pppi − hhhpi = ppp, vvvi = www, i =
1, · · · , N .
图论是研究协调控制和机器人队形稳定性分析

的重要工具, 尤其是图的拓扑特征除了用于研究稳
定性和可控性外, 还可针对某种特定的队形模式选
择合适的控制器, 甚至决定该控制器是否存在. 一个
无向图 G 由顶点集 VVV (G) 和边集EEE(G) 组成, 如果
(x, y) 构成一条边, 则顶点 x, y 就互为邻居. 顶点 x

的邻居数称为 x 的 Valency. 图 G 的 Valency 矩阵
4(G) 是个对角矩阵, 其对角元素就是对应顶点的
Valency. 图 G 的邻接矩阵定义如下:

Aij =

{
1, 如果 i, j 是邻居

0, 其他
(2)

图 G 的 Laplace 矩阵
L = 4(G)−A(G) (3)

易知 Laplace 矩阵对称且正半定. 特别是 L 的特征

值具有如下一些特点[10]:
1) 0 ∈ λ(L) 且相应的特征向量是 111N . 如果 G

是连通图, 则零特征值是单个. 也就是说零特征值的
数量等于图 G 的连通分量个数.

2) 对于无向图 G, L 的所有特征值是实数.
3) 根据Gershgorin 圆盘定理, L 的所有特征值

位于一个以 Nmax + j0 为圆心, Nmax 为半径的圆盘

中 (其中 Nmax 是图 G 中顶点的最大邻居数).
本文中每个顶点仅知道邻居的状态信息. 因此

uuui 就是 pppj − pppi 和 vvvj − vvvi 的函数. 我们设计如下的
输出反馈控制策略

uuui = f1(pppi − pppj) + f2(vvvi − vvvj), (i, j) ∈ E(G) (4)

则系统 (1) 可表达为
{

PPP (k + 1)=PPP (k)+VVV (k)
VVV (k + 1)=VVV (k)+f1L⊗ INPPP +f2L⊗INVVV

(5)

其中, 符号 ⊗ 代表矩阵的 Kronecker 积, 列向量
PPP (k) = [pppT

1 (k), · · · , pppT
N(k)]T, VVV (k) = [vvvT

1 (k), · · · ,
vvvT

N(k)]T.
令 L′ = L ⊗ In, PPP ′(k) = PPP (k) −HHHp, 则方程

(5) 可写成如下矩阵形式
[
PPP ′(k + 1)
VVV ′(k + 1)

]
=

[
INn INn

f1L
′ INn + f2L

′

][
PPP ′(k)
VVV ′(k)

]
=

D ·
[
PPP ′(k)
VVV ′(k)

]
(6)

其中 INn 是 Nn 维单位阵.

因此研究的核心就是选择合适的反馈控制参数

f1 和 f2, 使得向量 [PPP ′(k)T VVV ′(k)T] 渐近一致收敛
到 [qqqT, · · · , qqqT

︸ ︷︷ ︸
N

,wwwT, · · · ,wwwT

︸ ︷︷ ︸
N

].

2 稳定性分析和收敛性证明

系统 (6) 的稳定性取决于矩阵 D 的特征值分

布. 首先, 我们有如下两个关于特征值的引理:
引理 1. 假定 λi (i = 1, · · · , N) 是矩阵 L

的特征值, 则矩阵 L′ 的特征集为 [λ1, · · · , λ1︸ ︷︷ ︸
n

,

λ2, · · · , λ2︸ ︷︷ ︸
n

, · · · , λN , · · · , λN︸ ︷︷ ︸
n

].

证明. 令 xxxi ∈ RN 是 L 的某个特征向量 (其相
应特征值是 λi), yyyj ∈ Rn 是单位阵 In 相对于特征

值 γj 的特征向量, 即

L · xxxi = λixxxi

In · yyyj = γjyyyj

我们定义列向量 111n = [1, · · · , 1]T ∈ Rn, 根据矩阵
Kronecker 积的特性[11], 可得

L′(xxxi ⊗ yyyj) = (L′ ⊗ In)(xxxi ⊗ yyyj) =

(L′xxxi)⊗ (Inyyyj) = (λixxxi)⊗ (γjyyyj) = λiγj(xxxi ⊗ yyyj)

上式可推出 L′ 的特征值是 λiγj, 且相应的特征向量
为 xxxi⊗yyyj. 考虑到 γj = 1, yyyj = 111n, 因此矩阵 L′ 的
特征值是 [λ1, · · · , λ1︸ ︷︷ ︸

n

, λ2, · · · , λ2︸ ︷︷ ︸
n

, · · · , λN , · · · , λN︸ ︷︷ ︸
n

].

¤
同 λ(L) 一样, λ(L′) 具有如下特点:
1) 0 ∈ λ(L′), 且连通图 G 的零特征值数量

为 n;
2) 对无向图 G, L′ 的特征值都是实数;
3) L′ 的所有特征值都位于以 Nmax + j0 为圆

心, Nmax 为半径的圆盘中.
引理 2. 1 是矩阵 D 的特征值.
证明. 根据分块矩阵行列式的 Laplace 定理[11],

有

|I2Nn −D| =
∣∣∣∣∣

0Nn −INn

−f1L
′ −f2L

′

∣∣∣∣∣ = |f1|Nn|INn||L′|

由于 0 ∈ λ(L′), 因此 L′ 不可逆, 即 |L′| = 0, 可推出

|I2Nn −D| = |f1|Nn|INn||L′| = 0

可知 1 是矩阵 D 的特征值. ¤
根据 Lyapunov稳定性理论,为了镇定系统 (6),

必须使矩阵 D 的特征值在复平面的单位圆内, 因此
我们有如下推论:
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推论 1. 系统 (6) 稳定的必要条件是矩阵 D 的

谱半径为 1.
设计反馈控制策略的关键问题是确定反馈控制

参数 f1 和 f2 使得 D 的特征值位于单位圆内. 假定
L 有N −1 个非零特征值 λi (i = 1, · · · , N −1). 对
每个 λi, 在 f1 − f2 平面上存在区域 Ri1 满足 (如图
1 所示):

1) f1 < 0, f2 < 0;

2) f1 >
−λi

4
f2
2 ;

3) f1 < 2f2 +
4
λi

.

以及区域 Ri2 满足 (如图 1 所示):
1) f1 < 0, f2 < 0;

2) f1 <
−λi

4
f2
2 ;

3) f1 > f2.

图 1 f2-f1 平面上的区域 Ri1 和 Ri2

Fig. 1 Ri1 and Ri2 in f2-f1 plane

在给定上述 Ri1 和 Ri2 定义后, 我们证明如下
关于稳定性条件的定理:
定理 1. 系统 (6) 渐近稳定的充要条件是参数

f1 和 f2 位于如下区域内: (f1, f2) ∈
N−1⋂
i=1

(Ri1∪Ri2).

证明. 必要性: 矩阵 D 的迹

TD = Nn +
N∑

i=1

n(1 + f2Ni) = 2Nn + f2

N∑
i=1

Ni

由于 D 的特征值必须在单位圆内, 因此 D 的特征

值的和 SED < 2Nn; 另一方面矩阵的迹等于其特
征值的和, 即

TD = 2Nn + f2

N∑
i=1

Ni = SED < 2Nn

可推出

f2 < 0 (7)

设 γj 是 D 的某个特征值, 其相应的特征向量是 xxxj

= [xxxT
j1,xxx

T
j2]

T, 则有

D · xxxj = γj · xxxj

⇒
[

INn INn

f1L
′ INn + f2L

′

][
xxxj1

xxxj2

]
= γj

[
xxxj1

xxxj2

]

⇒
{

xxxj1 + xxxj2 = γjxxxj1

f1L
′xxxj1 + xxxj2 + f2L

′xxxj2 = γjxxxj2

⇒ f1L
′xxxj1 + f2L

′(γj − 1)xxxj1 = (γj − 1)2xxxj1

⇒ L′xxxj1 =
(γj − 1)2

f1 + f2(γj − 1)
xxxj1

从上式易知
(γj − 1)2

f1 + f2(γj − 1)
是 L′ 的特征值, 不失

一般性, 设
(γj − 1)2

f1 + f2(γj − 1)
= λi (8)

其中 λi 是 L′ 的非零特征值 (λi = 0 ⇒ γj = 1), 令
γj = a + jb, 则式 (8) 可写为

(a− 1 + jb)2

f1 + f2(a− 1 + jb)
= λi

由于 λi 是实数且 λi > 0, 因此可得

f1 =
f2((a− 1)2 + b2)

2(1− a)

又 a < 1, f2 < 0, 所以

f1 < 0 (9)

解方程 (8), 得到根

γj = 1 +
f2λi ±

√
f2
2 λ2

i + 4f1λi

2
对此讨论如下:

1) 若 f2
2 λ2

i + 4f1λi > 0 ⇒ f1 >
−λi

4
f2
2 , 此时

γj 是实数且要求 −1 < γj < 1, 即{
f2λi +

√
f2
2 λ2

i + 4f1λi < 0

f2λi −
√

f2
2 λ2

i + 4f1λi > −4

⇒ f1 < 2f2 + 4
λi

联系式 (7) 和式 (9), 得到如下线性不等式组



f1 < 0, f2 < 0

f1 >
−λi

4
f2
2

f1 < 2f2 +
4
λi

(10)

即参数 f1, f2 在区域 Ri1 内;

2) 若 f2
2 λ2

i + 4f1λi < 0 ⇒ f1 <
−λi

4
f2
2 , 此时

γj 是复数且要求 |γj| < 1, 即



1110 自 动 化 学 报 34卷

|γj| = (f2λi + 2)2 − f2
2 λ2

i + 4f1λi

4
< 1

⇒ f1 > f2

联系式 (7) 和式 (9), 可得




f1 < 0, f2 < 0

f1 <
−λi

4
f2
2

f1 > f2

(11)

即参数 f1, f2 在区域 Ri2 内.
由于不等式 (10) 与 (11) 是 “或” 的逻辑关系,

因此对于 λi 而言, 参数 f1, f2 的取值范围是 Ri1 和

Ri2 的并集, 即 (f1, f2) ∈ Ri1 ∪Ri2.
对于 L′ 的其他特征值 λi, 参数 f1, f2 有同样的

取值要求, 因此 f1, f2 总的取值范围是

(f1, f2) ∈
N−1⋂
i=1

(Ri1 ∪Ri2)

充分性: 对于式 (8), 当 λi = 0 时, 有 γj = 0;
当 λi 6= 0 时, 解式 (8), 得到

γj = 1 +
f2λi ±

√
f2
2 λ2

i + 4f1λi

2

易知对于特征值 λi, 当 (f1, f2) ∈ Ri1 ∪ Ri2 时, 有

|γj| < 1, 换言之, 当 (f1, f2) ∈
N−1⋂
i=1

(Ri1 ∪ Ri2) 时,

系统 (6) 渐近稳定. ¤
根据引理 1 和式 (8), 可知矩阵 D 的特征值集

为 [γ1, · · · , γ1︸ ︷︷ ︸
n

, γ2, · · · , γ2︸ ︷︷ ︸
n

, · · · , γ2N , · · · , γ2N︸ ︷︷ ︸
n

], 其中,

|γi| < 1 (i = 1, · · · , 2N − 2), γ2N−1 = γ2N = 1.
我们已经得到了确保系统 (6) 渐近稳定的充要

条件, 但这还不能保证系统实现一致性收敛, 即当 k

→ ∞ 有 pppi(k)− hhhpi = qqq 和 vvvi(k) = www. 事实上, 我
们有下述收敛性定理.

定理 2. 系统 (6) 稳定是位置向量 pppi 和速度向

量 vvvi 一致收敛 (即当 k →∞ 有 pppi(k)− hhhpi = qqq 和

vvvi(k) = www) 的充分条件.

证明. 设 D2 =

[
IN IN

f1L IN + f2L

]
∈ R2N×2N ,

根据矩阵论, D2 可写成如下约当标准型

D2 =Y ·Σ·Y −1 =Y




γ1 0 · · · 0 0
0 γ2 · · · 0 0
...

...
. . .

...
...

0 0 · · · 1 1
0 0 · · · 0 1




Y −1(12)

其中 Y = [yyy1 yyy2 · · · yyy2N−1 yyy2N ], yyy2N−1 是特

征值 1 对应的特征向量, 则

D2 · yyy2N−1 = 1 · yyy2N−1

⇒D2 ·




y(2N−1)1

y(2N−1)2
...

y(2N−1)(2N−1)

y(2N−1)2N




=




y(2N−1)1

y(2N−1)2
...

y(2N−1)(2N−1)

y(2N−1)2N



(13)

式 (13) 的前 N 行可写为





y(2N−1)1 + y(2N−1)(N+1) = y(2N−1)1
...

y(2N−1)N + y(2N−1)2N = y(2N−1)N

⇒ y(2N−1)(N+1) = · · · = y(2N−1)2N = 0 (14)

再将式 (14) 代入式 (13) 的后 N 行, 可得

f1L




y(2N−1)1

y(2N−1)2
...

y(2N−1)N


 =




0
0
...
0




⇒ y(2N−1)1 = · · · = y(2N−1)N = c1 (15)

其中 c1 是一常数, 因此有

yyy2N−1 = [c1 · · · c1︸ ︷︷ ︸
N

0 · · · 0︸ ︷︷ ︸
N

]T

另外, 根据式 (12), 可得

D2 · Y = Y · Σ ⇒ D2 · yyy2N = yyy2N−1 + yyy2N

⇒
{

y(2N)(N+1) = · · · = y(2N)(2N) = c1

y(2N)1 = · · · = y(2N)N = c2

即 yyy2N = [c2 · · · c2︸ ︷︷ ︸
N

c1 · · · c1︸ ︷︷ ︸
N

]T, 其中 c2 是一常数. 注

意到

Dk
2 = Y ΣY −1 = Y




γk
1 0 · · · 0 0
0 γk

2 · · · 0 0
...

...
. . .

...
...

0 0 · · · 1 k

0 0 · · · 0 1




Y −1

当 k →∞ 有 γk
i → 0, i = 1, · · · , 2N − 2 (由于 |γi|

< 1), 所以
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Dk
2 = [yyy1 · · · yyy2N ]




0 · · · 0 0
0 · · · 0 0
...

. . .
...

...
0 · · · 1 k

0 · · · 0 1




Y −1 =




0 · · · 0 c1 (kc1 + c2)
...

. . .
...

...
...

0 · · · 0 c1 (kc1 + c2)
0 · · · 0 0 c1
...

. . .
...

...
...

0 · · · 0 0 c1




Y −1 =

[
e1 e2 · · · e2N

m1 m2 · · · m2N

]
⊗ 111N (当 k →∞)

根据 Kronecker 积的特性及上式, 可得

Dk = (D2 ⊗ IN)k = Dk
2 ⊗ IN =([

e1 e2 · · · e2N

m1 m2 · · · m2N

]
⊗ 111N

)
⊗ IN =

[
e1 e2 · · · e2N

m1 m2 · · · m2N

]
⊗




In

In

...
In




(当 k →∞)

因此式 (6) 可表达为
[
PPP ′(k)
VVV (k)

]
= D′ ·

[
PPP ′(0)
VVV (0)

]
=




[
e1 · · · e2N

m1 · · · m2N

]
⊗




In

In

...
In







[
PPP ′(0)
VVV (0)

]

⇒




ppp1(k)− hhhp1
...

pppN(k)− hhhpN

vvv1(k)
...

vvvN(k)




=




2N∑
i=1

ei(pppi(0)− hhhpi)
...

2N∑
i=1

ei(pppi(0)− hhhpi)
2N∑
i=1

mi · vvvi(0)
...

2N∑
i=1

mi · vvvi(0)




=




qqq
...
qqq

www
...
www




即, 当 k →∞ 有 pppi(k)− hhhpi = qqq 和 vvvi(k) = www. ¤
由定理 2 可知, 只要选择合适的参数 f1, f2 确

保系统 (6) 稳定, 就能保证各个机器人的位置和速
度向量实现一致收敛, 形成预定的队形并保持之.

3 仿真

本节考虑由 6 个机器人构成的多智能体系统,
维度为 2. 它们的初始位置向量是: (2.5, 2.5), (3.4,

2.3), (7.8, 1.4), (6.6, 1.3), (4.4, 3.2), (5.2, 2.6). 期望
的队形向量是: (1, 1), (0.5, 1), (1, 0.5), (0, 1), (0.5,

0.5), (1, 0). 图 2 所示的是期望队形和机器人间的
通信拓扑.

图 2 期望队形和机器人间的通信拓扑

Fig. 2 The desired formation and communication

topology

机器人的初始速度向量是: (0.1, 0.1), (0.12,
0.08), (0.06, 0.09), (0.11, 0.07), (0.09, 0.1), (0.12,

0.12).
从图 2 可得该连通图的 Laplace 矩阵 L, 计算

得到 L 的特征值为: 0, 0.486, 1, 2.428, 3, 5.086.
根据定理 1, 可得到参数 f1, f2 的取值范围 (如

图 3 中的阴影部分).

图 3 参数 f1, f2 的取值范围

Fig. 3 The value-taking region of f1 and f2

选择 f1 = −0.1, f2 = −0.3, 为简化起见本文暂
不考虑机器人间的避障问题. 应用控制策略 (4) 对
机器人进行分布式控制, 图 4 是 6 个机器人的运动
轨迹, 图中空心圆点是初始位置,空心方点是 k = 33
时的位置, 五角星是 k = 66 时的位置, 很明显 6 个
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机器人逐步收敛到期望队形, 并趋向同一速度. 事实
上,从式 (4)易知终极同一速度是初始速度的平均值.

图 4 当 f1 = −0.1, f2 = −0.3 时对应的机器人运动轨迹

Fig. 4 The trajectories of the six vehicles with f1 = −0.1

and f2 = −0.3

作为对比, 选择 f1 = −0.2, f2 = −0.5 (不在图
3 所示的阴影部分中) 进行数字仿真实验. 图 5 是实
验结果, 图中空心圆点是初始位置, 空心方点是 k =
33 时的位置, 五角星是 k = 66 时的位置, 可以观察
到各个机器人的运动轨迹呈逐步发散, 无法构成预
定的队形.

图 5 当 f1 = −0.2, f2 = −0.5 时对应的机器人运动轨迹

Fig. 5 The trajectories of the six vehicles with f1 = −0.2

and f2 = −0.5

4 结论

本文针对一类具有二阶动态行为的多机器人系

统的队形控制问题, 提出了一种分布式离散协同控
制算法, 并应用代数图论和矩阵论的方法对该系统
的渐近稳定性和算法的一致收敛性进行分析. 应用
上述方法, 证明了确保多智能体系统渐近收敛的充
要条件, 得到了反馈控制参数的取值范围. 同时, 证
明了在该充要条件下多机器人将逐步收敛到期望队

形和同一运动速度. 从本文研究结果可知, 反馈控制
参数 f1, f2 的取值范围受 Laplace 矩阵的特征值分
布影响, 而 Laplace 矩阵又是由智能体间的通信连
接拓扑决定, 即智能体间的内联结构决定了分布式
反馈控制器的设计.

后续的研究工作包括以下几点: 1) 研究通信拓
扑动态变化情形下的系统渐近稳定性的充要条件;
2) 考虑机器人间的避障问题; 3) 系统收敛速度和控
制参数间的定性关系.
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