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拖尾Rayleigh分布:基本性质及其应用

孙增国 1 韩崇昭 1

摘 要 针对使用拖尾 Rayleigh 分布对合成孔径雷达 (Synthetic aperture radar, SAR) 幅值图像建模时遇到的问题, 本文

讨论了拖尾 Rayleigh 分布的相关性质及其应用. 首先, 基于负数阶矩理论, 本文提出了拖尾 Rayleigh 分布的比值估计、对数

矩估计和迭代对数矩估计三种参数估计方法, 并通过 Monte Carlo 仿真实验比较了它们的估计性能. 其次, 本文使用渐近级

数计算拖尾 Rayleigh 分布的概率密度函数, 基于插值多项式拟合, 提出了高效计算密度函数的三步方法. 最后, 本文给出了

SAR 幅值图像基于拖尾 Rayleigh 分布的建模实例. 结果表明, 和一般的 Rayleigh 分布相比, 拖尾 Rayleigh 分布可以精确反

映 SAR 幅值图像尖峰厚尾的统计特征, 因此它是 SAR 幅值图像建模的有效工具.

关键词 SAR 幅值图像建模, 拖尾 Rayleigh 分布, 负数阶矩, Monte Carlo 仿真, 渐近级数, 插值多项式拟合
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Abstract In order to solve the problems appearing in the heavy-tailed Rayleigh modeling of synthetic aperture radar

(SAR) amplitude images, some basic properties and their applications are introduced for the heavy-tailed Rayleigh dis-

tribution in this paper. Firstly, based on the negative-order moments, ratio method, logarithmic moment method and

iterative logarithmic moment method are presented to estimate the parameters of the heavy-tailed Rayleigh distribution,

and their performances are compared according to Monte Carlo simulations. Secondly, the asymptotic series are used

to evaluate the density function of heavy-tailed Rayleigh distribution, and an efficient three-step method is proposed

using the interpolating polynomial fit. Lastly, real SAR amplitude images are modeled with the heavy-tailed Rayleigh

distribution. Compared to the conventional Rayleigh distribution, the heavy-tailed Rayleigh distribution can accurately

reflect the high peak and heavy tail of SAR amplitude images, so it is a useful tool for the modeling of SAR amplitude

images.
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Rayleigh 分布一般用于描述合成孔径雷达
(Synthetic aperture radar, SAR) 幅值图像, 这是
基于分辨单元内回波的 Gaussian 分布假定[1−2]. 但
是, 根据广义中心极限定理, 独立同分布随机变量
的和的极限分布是 alpha 稳定分布, 而 Gaussian 分
布仅是 alpha 稳定分布的特例. 因此, 用 alpha 稳
定分布来描述 SAR 回波信号具有一般性[3−8]. 如
果假定回波信号的实部和虚部服从对称 alpha 稳
定分布, 则 SAR 幅值图像就服从拖尾 Rayleigh 分
布, 传统的 Rayleigh 分布仅是拖尾 Rayleigh 分布
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的特例. 拖尾 Rayleigh 分布具有代数拖尾, 它集中
体现了尖峰厚尾的统计特征, 因此广泛应用于冲激
型信号和噪声的建模中. 和 Rayleigh 分布相比, 拖
尾 Rayleigh 分布更加符合高分辨率 SAR 幅值图像
的真实统计特性[9−10].
在应用拖尾 Rayleigh 分布对实际信号建模

时, 可能会遇到以下问题: 1) 如何精确估计出拖
尾 Rayleigh 分布的未知参数; 2) 如何高效计算拖尾
Rayleigh 分布的概率密度函数. 基于上述问题, 本
文讨论拖尾 Rayleigh 分布的相关性质及其应用. 首
先, 基于负数阶矩理论, 本文提出了三种参数估计方
法: 比值法、对数矩方法和迭代对数矩方法, 并通过
Monte Carlo 仿真比较了它们的估计性能. 比值法
依赖矩阶次的选择, 如果阶次选择不当, 估计性能就
会严重降低. 对数矩方法的估计结果唯一由数据样
本决定, 并且具有简单的解析表达形式, 便于计算.
迭代对数矩方法通过样本分段从而迭代计算未知参

数, 在每次迭代使用较少样本的条件下可以获得较
高的估计性能. 其次, 本文使用渐近级数来计算拖尾
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Rayleigh 分布的概率密度函数, 基于插值多项式拟
合, 本文提出了高效计算密度函数的三步方法. 真
实 SAR 幅值图像的建模实验表明, 和一般的 Ray-
leigh 分布相比, 拖尾 Rayleigh 分布可以精确反映
SAR 幅值图像尖峰厚尾的冲激型的统计特征, 因此
它是 SAR 幅值图像建模的有效工具.

1 拖尾Rayleigh分布的基本性质

拖尾 Rayleigh 分布的概率密度函数可以写为
如下形式

f(x) = x

∫ ∞

0

ρ exp(−γρα)J0(ρx)dρ (1)

其中, 特征指数 0 < α ≤ 2, 尺度参数 γ > 0, J0 为

第一类零阶 Bessel 函数[4, 9−10]. 当 α = 1 及 α = 2
时, 拖尾 Rayleigh 分布存在解析形式的概率密度函
数, 后者就是一般的 Rayleigh 分布, 即 Rayleigh 分
布是拖尾 Rayleigh 分布在特征指数为 2 时的特例.
除此之外, 拖尾 Rayleigh 分布没有解析形式的概率
密度函数, 但存在级数表达形式如式 (2) (见本页下
方) 所示[4].
拖尾 Rayleigh 分布由 α 和 γ 决定, 但两者的作

用不同. 假定 X 服从拖尾 Rayleigh 分布, 则随机变
量 Y = X/γ1/α 的概率分布函数如下

FY (y) =
∫ yγ1/α

0

[
x

∫ ∞

0

ρ exp(−γρα)J0(ρx)dρ

]
dx

(3)
对上式两边求导, 并作变量代换 s = ργ1/α, 经过适
当化简可得

fY (y) = y

∫ ∞

0

s exp(−sα)J0(sy)ds (4)

可见, Y 仍然服从拖尾 Rayleigh 分布, 并且尺度
参数变为 1, 这说明, 拖尾 Rayleigh 分布 X 可以

通过变换 Y = X/γ1/α 进行标准化. 标准的拖尾
Rayleigh 分布 (γ = 1) 在不同的特征指数 α 时的

概率密度函数如图 1 所示, 可见, 拖尾 Rayleigh 分
布具有明显的尖峰和拖尾的冲激型统计特征, 并且
α 值越小, 尖峰和拖尾就越明显. 当 α = 2 时, 拖尾
Rayleigh 分布变为一般的 Rayleigh 分布, 因此它的
拖尾最弱.

(a) 概率密度函数

(a) Probability density function

(b) (a) 的尾部

(b) Tails of (a)

图 1 标准拖尾 Rayleigh 分布的概率密度函数

Fig. 1 Probability density function of the standard

heavy-tailed Rayleigh distribution

Rayleigh 分布和拖尾 Rayleigh 分布 (α 6= 2)
的差异集中体现在尾部. 事实上, 对于非 Rayleigh
的拖尾 Rayleigh 分布 A, 下式成立

lim
a→∞

aαP (A > a) =
2πB(α, γ)

α
(5)

其中, B(α, γ) 是依赖于 α 和 γ 的常数. 可以看出,
拖尾 Rayleigh 分布具有代数拖尾, 这就决定了非
Rayleigh 的拖尾 Rayleigh 分布具有较厚的拖尾. 由

f(x) =





1
πγ1/α

∞∑
k=1

(−1)k−12αk+1

k!
Γ2

(
αk

2
+ 1

)
sin

(
kαπ

2

)
x−αk−1

γ−(αk+1)/α
, 0 < α < 1

1
αγ1/α

∞∑
k=0

(−1)k

(k!)222k
Γ

(
2k + 2

α

)
x2k+1

γ(2k+1)/α
, 1 < α < 2

(2)
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式 (5) 可知, 对于非 Rayleigh 的拖尾 Rayleigh 分
布, 当 a 充分大时, ln P (A > a) 和 ln a 具有线性关

系, 并且斜率正好为 −α, 这一性质可以用来判断所
研究分布是一般的 Rayleigh 分布, 还是非 Rayleigh
的拖尾 Rayleigh 分布, 即进行拖尾 Rayleigh 分布
的拖尾性判定. 给定一组样本, 统计样本数值超过
给定值的频率, 并把该频率和给定值画在双对数图
上, 如果两者呈近似的线性关系, 则说明该样本来自
非 Rayleigh 的拖尾 Rayleigh 分布, 反之, 则说明样
本来自 Rayleigh 分布, 这种方法称为对数拖尾判定,
如图 2 所示. 可见, 在 P (A > a) 和 a 的双对数图

中, 只有非 Rayleigh 的拖尾 Rayleigh 分布呈近似
的线性关系, 并且斜率越大, 对应的 α 就越小.

图 2 拖尾 Rayleigh 分布的对数拖尾判定

Fig. 2 Log-tail test of the heavy-tailed Rayleigh

distribution

对于任意随机变量 Y , 其数学期望可以写为如
下形式[4]

E(Y ) =
∫ ∞

0

P (Y > t)dt (6)

用 Ap 代替上式中的 Y , 并作变量代换 u = t1/p, 可
得

E(Ap) = p

∫ ∞

0

up−1P (A > u)du (7)

由式 (5) 可知, 当 u →∞ 时，
up−1P (A > u) = o(up−1−α) (8)

由式 (7) 和 (8) 可知, 非 Rayleigh 的拖尾 Rayleigh
分布没有有限方差, 这一性质也可以用来进行拖尾
Rayleigh 分布的拖尾性判定. 给定一组样本, 计算
不同样本数量时的样本方差, 如果样本方差随着样
本数量的增加而收敛, 则说明该样本来自 Rayleigh

分布, 反之, 则说明该样本来自非 Rayleigh 的拖尾
Rayleigh 分布, 这种方法称为拖尾 Rayleigh 分布的
收敛方差判定, 如图 3 所示. 可见, 随着样本数量的

(a) α = 2

(b) α = 1.5

(c) α = 1
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(d) α = 0.5

图 3 拖尾 Rayleigh 分布的收敛方差判定

Fig. 3 Converging variance test of the heavy-tailed

Rayleigh distribution

增加, 非 Rayleigh 的拖尾 Rayleigh 分布的样本方
差均出现不同程度的发散, 并且 α 值越小, 发散的程
度越大.

2 基于负数阶矩的拖尾 Rayleigh分布的参

数估计

使用拖尾 Rayleigh 分布对实际信号或噪声建
模, 参数估计是不可缺少的一个环节. 基于负数阶
矩理论, 本节提出三种参数估计方法, 并通过Monte
Carlo 仿真比较它们的估计性能.

2.1 比值估计

拖尾 Rayleigh 分布存在如下的负数阶矩[9]

E(Ap) =
2p+1Γ

(p

2
+ 1

)

Γ
(
−p

2

) ×
γp/αΓ

(
− p

α

)

α
,

−2 < p < −1
2

(9)

其中, A 为服从拖尾 Rayleigh 分布的随机变量. 可
见, E(Ap) 同时由 α 和 γ 决定. 为了分离出 α, 不妨
考虑如下比值

E(A2p)
E2(Ap)

=
Γ(p + 1)Γ2

(
−p

2

)

2Γ(−p)Γ2

(p

2
+ 1

) ×
αΓ

(
−2p

α

)

Γ2

(
− p

α

) ,

−1 < p < −1
2

(10)

可见, α 可由式 (10) 估计得出，而 γ 可由式 (9) 估
计如下

γ =




αΓ
(
−p

2

)
E(Ap)

2p+1Γ
(p

2
+ 1

)
Γ

(
− p

α

)



α/p

(11)

在比值估计 (10) 和 (11) 中, E(Ap) 和 E(A2p)
可由样本计算近似得出. 一旦样本给定, 估计结果就
唯一由阶次 p 决定. 表 1 给出了在不同阶次和样本
数量条件下比值估计的 Monte Carlo 仿真结果, 包
括多次实验结果的平均值和标准差 (括号中的数值).
服从拖尾 Rayleigh 分布的样本由文献 [11] 所提方
法产生, 每组实验均独立运行 100 次. 可见, 当 p 取

值较大时, 比值方法可以获得较高的估计精度. 但
是, 如果 p 值过小 (如 p = −0.78), 估计性能就会严
重下降.

2.2 对数矩估计

比值估计性能严重依赖 p 值的选择, 一旦 p 值

表 1 比值估计的仿真结果 (α = 0.5, γ = 1)

Table 1 Simulation results of the ratio estimation (α = 0.5, γ = 1)

p = −0.78 p = −0.65 p = −0.51

样本数量

α̂ γ̂ α̂ γ̂ α̂ γ̂

0.5709 0.9248 0.5307 0.9784 0.5032 1.0034
1 000

(0.0907) (0.1111) (0.0564) (0.0658) (0.0358) (0.0460)

0.5508 0.9435 0.5108 0.9939 0.5040 0.9973
5 000

(0.0614) (0.0824) (0.0433) (0.0621) (0.0175) (0.0172)

0.5375 0.9637 0.5092 0.9878 0.4989 1.0009
10 000

(0.0689) (0.1169) (0.0274) (0.0331) (0.0215) (0.0236)
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选择不当, 估计性能就会显著下降, 因此, 我们

希望得到不依赖 p 的参数估计方法[12−13]. 假定 A

服从拖尾 Rayleigh 分布, 则 A 满足式 (9). 我们可

以把 E(Ap) 写为 E(ep ln A), 并定义新的随机变量 Y

= lnA, 由此, 得

E(Ap) = E(ep ln A) = E(epY ), −2 < p < −1
2
(12)

如果把 epY 写为 Taylor 级数形式, 则

E(epY ) =
∞∑

k=0

E(Y k)
pk

k!
= C(p, α)γ

p
α (13)

其中, C(p, α) =
2p+1Γ

(p

2
+ 1

)
Γ

(
− p

α

)

αΓ
(
−p

2

) . 由此, 得

E(Y k) =
dk(C(p, α)γp/α)

dpk

∣∣∣∣
p→0

(14)

经过适当化简, 可以得到 Y 的均值和方差如下

E(Y ) = Ce

(
1
α
− 1

)
+

ln γ

α
+ ln 2 (15)

Var(Y ) =
π2

6α2
(16)

其中, Ce 代表欧拉常数. 如果把上面两式中的均值

和方差用经过对数变换后的样本均值和样本方差代

替, 就可以方便地估计出 α 和 γ. 和比值估计相比,

对数矩估计完全由样本决定, 并且具有简单的解析

形式, 便于计算. 表 2 (见下页) 给出了对数矩方法在

不同的样本数量下的估计结果, 每组实验均独立运

行 100 次. 可以看出, 在样本数量相同的条件下, 对

数矩方法的估计性能要优于比值估计.

2.3 迭代对数矩估计

在对数矩估计中, 所有数据样本一次计算. 我们

也可以把所有数据样本分为不重叠的 B 个数据段,

每个数据段均含有M 个样本点, 并用 α̂(k) 和 γ̂(k)

表示由前 k (1 ≤ k ≤ B) 个数据段得到的参数估计

值,我们希望上述估计值可以由 α̂(k−1)和 γ̂(k−1)

得到, 这就是迭代对数矩估计的基本思想. 假定 E1,k

表示由前 k 个数据段计算得到的样本均值, 经过推

导可得

E1,k =
k − 1

k
E1,k−1 +

1
k
Ek (17)

其中, Ek 表示由第 k 个数据段获得的样本均值, 即

Ek =
1
M

∑kM

i=(k−1)M+1
Yi. 类似地, 假定 V1,k 表示

由前 k 个数据段获得的样本方差, 经过推导可得

V1,k =
(k − 1)M − 1

kM − 1
V1,k−1 +

M − 1
kM − 1

Vk+

(k − 1)M
k(kM − 1)

(E1,k−1 − Ek)2 (18)

其中, Vk 代表由第 k 个数据段获得的样本方差,

即 Vk =
1

M − 1

∑kM

i=(k−1)M+1
(Yi − Ek)2. 考虑到

kM À 1, (k − 1)M À 1, 则式 (18) 可以简化如下

V1,k =
k − 1

k
V1,k−1+

M − 1
kM

Vk+
k − 1
k2

(E1,k−1−Ek)2

(19)

把式 (15) 和 (16) 代入到式 (17) 和 (19) 中, 得到迭

代对数矩估计如下

ln γ̂ (k)
α̂ (k)

=
k − 1

k

{
Ce

[
1

α̂(k − 1)
− 1

]
+

ln γ̂(k − 1)
α̂(k − 1)

+ ln 2
}

+
Ek

k
−

ln 2 + Ce

[
1− 1

α̂(k)

]
(20)

π2

6α̂2(k)
=

k − 1
k

π2

6α̂2(k − 1)
+

M − 1
kM

Vk +

k − 1
k2

{
Ce

[
1

α̂(k − 1)
− 1

]
+

ln γ̂(k − 1)
α̂(k − 1)

+ ln 2− Ek

}2

(21)

显然, α̂(k) 可以先由式 (21) 得到，然后 γ̂(k) 可由
式 (20) 获得. 表 3 (见下页) 给出了迭代对数矩估
计的 Monte Carlo 仿真, 每组实验均独立运行 100
次. 可见, 在每次迭代使用较少样本的条件下, 这
种方法通过数据段的迭代同样可以获得较高的估

计精度. 比较表 2 和表 3 可知, 在样本总数相同
的情况下, 迭代对数矩估计和非迭代的对数矩估
计的性能接近, 但前者在每次迭代时只需要较少
的样本. 数据段个数的选择对迭代对数矩方法的
估计性能有着直接影响, 图 4 给出了估计性能随
着数据段个数的变化关系. 可见, 当数据段个数过
小时, 参数估计值出现剧烈震荡, 但随着数据段个
数的增加, 参数估计值很快就趋于稳定, 并且接近
真值.
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表 2 对数矩估计的仿真结果 (α = 0.5, γ = 1)

Table 2 Simulation results of the logarithmic moment estimation (α = 0.5, γ = 1)

样本数量 200 1 000 5 000 10 000 25 000 50 000

0.5131 0.5026 0.4989 0.4994 0.5004 0.5002
α̂

(0.0383) (0.0177) (0.0068) (0.0048) (0.0034) (0.0022)

0.9969 0.9971 0.9984 1.0008 1.0001 1.0002
γ̂

(0.0822) (0.0274) (0.0155) (0.0110) (0.0071) (0.0051)

表 3 迭代对数矩估计的仿真结果 (α = 0.5, γ = 1)

Table 3 Simulation results of the iterative logarithmic moment estimation (α = 0.5, γ = 1)

B = 50 B = 100 B = 200
每段样本数量

α̂ γ̂ α̂ γ̂ α̂ γ̂

0.4997 1.0007 0.5010 0.9979 0.5002 1.0005
50

(0.0121) (0.0221) (0.0072) (0.0154) (0.0052) (0.0098)

0.5002 1.0020 0.4996 0.9989 0.5006 1.0006
100

(0.0075) (0.0156) (0.0050) (0.0109) (0.0033) (0.0084)

0.5009 0.9997 0.5003 1.0012 0.5003 0.9990
200

(0.0054) (0.0097) (0.0035) (0.0075) (0.0026) (0.0052)

(a) α 估计值的变化曲线 (b) α 估计标准差的变化曲线

(a) α̂ compared with the true value α = 0.5 (b) Standard deviation of α̂

(c) γ 估计值的变化曲线 (d) γ 估计标准差的变化曲线

(c) γ̂ compared with the true value γ = 1 (d) Standard deviation of γ̂

图 4 迭代对数矩估计的估计性能随数据段个数的变化关系 (α = 0.5, γ = 1)

Fig. 4 Performance of the iterative logarithmic moment estimator with respect to the number of data blocks

(α = 0.5, γ = 1)
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3 拖尾 Rayleigh分布概率密度函数的高效

计算方法

拖尾 Rayleigh 分布没有解析形式的概率密度
函数, 如果用数值积分来计算其密度函数, 虽然可以
获得较高精度的计算结果, 但这显然不利于实时计
算, 因此, 我们使用级数形式来计算拖尾 Rayleigh
分布的概率密度函数. 为便于计算, 不妨把式 (2) 写
为渐近级数形式[4, 14], 即当 x → 0 时,

f(x) =
n∑

k=0

akx
2k+1 + o(x2(n+1)+1) (22)

当 x →∞ 时,

f(x) =
n∑

k=1

bk

xαk+1
+ o(x−α(n+1)−1) (23)

其中,

ak =
1

αγ1/α
× (−1)k

(k!)222k
Γ

(
2k + 2

α

)
γ−

2k+1
α (24)

bk =
1

πγ1/α
×

(−1)k−12αk+1

k!
Γ2

(
αk

2
+ 1

)
sin

kαπ

2
γ

αk+1
α (25)

式 (24) 和 (25) 中出现了函数 Γ(·), 这会影响
渐近级数的计算效率. 不妨考虑迭代公式 (26). 式

(26) 中初值 a0x =
x

αγ2/α
Γ

(
2
α

)
. 当 k →∞ 时[15],

得到式 (27). 将式 (27) 代入式 (26) 中, 就可得到用
于计算渐近级数 (22) 的不含函数 Γ(·) 的迭代公式.
类似地, 考虑迭代公式 (28). 在式 (28) 中, 初值

b1

xα+1
=

γ2α+1

πxα+1
Γ2

(α

2
+ 1

)
sin

(απ

2

)

当 k → ∞ 时[15], 得到式 (29). 将式 (29) 代入式
(28) 中, 就可得到用于计算渐近级数 (23) 的不含函
数 Γ(·) 的迭代公式 (式 (26)∼ (29) 见本页下方).

使用渐近级数计算拖尾 Rayleigh 分布的概率
密度函数, 当 x 较大时, 只需要较少的求和项数就能
精确逼近真实的密度函数. 但当 x 较小时, 就需要
较多的求和项数才能逼近真实的密度函数, 这显然
影响渐近级数的计算效率. 因此, 不妨使用如下的三
步方法计算拖尾 Rayleigh 分布的密度函数. 首先,
选择一个截断点. 其次, 对于大于截断点的区间, 使
用渐近级数 (23) 计算密度函数, 这只需要较少的求
和项数就能获得较高的计算精度. 最后, 对于小于截
断点的区间, 先使用数值积分精确求出若干点的密
度函数值, 再使用较少阶次的插值多项式对这些点
进行拟合. 对于 α = 1.5 和 γ = 1 的拖尾 Rayleigh
分布, 使用三步方法计算密度函数如图 5 所示 (见下
页). 选择截断点 x = 4, 在区间 [0, 4] 上使用下面的
7 阶插值多项式逼近真实的密度函数

f(x) = −0.000 585 39x7 + 0.011 87x6−
0.094 246x5 + 0.362 23x4 − 0.632 09x3+
0.188 46x2 + 0.559 84x + 0.001 042 1

(30)

akx
2k+1 = − [

ak−1x
2(k−1)+1

] γ−2/αx2

4k2
×

Γ
(

(2k + 2)
α

)

Γ
(

2k

α

) , k = 1, 2, 3, · · · (26)

Γ
(

(2k + 2)
α

)

Γ
(

2k

α

) ≈
(

2k + 1
α

)2/α [
1− 1

2k + 1
+

(α− 1)(2− α)
6α

1
(2k + 1)2

]
(27)

bk

xαk+1
= −

[
bk−1

xα(k−1)+1

]
2αγ

kxα

sin
(

kαπ

2

)

sin
(

(k − 1)απ

2

)
Γ2

(
αk

2
+ 1

)

Γ2

(
α(k − 1)

2
+ 1

) , k = 2, 3, 4, · · · (28)

Γ
(

αk

2
+ 1

)

Γ
(

α(k − 1)
2

+ 1
) ≈

(
αk

2

)α/2 [
1 +

2− α

4k
+

α(α− 2)(α− 4)(3α− 2)
96

1
(αk)2

]
(29)
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而在区间 (4, 10) 上则使用下列渐近级数计算密度函
数

f(x) =
1.075 5

x2.5
+

9
x4

+
66.195
x5.5

−
5.388 8× 10−13

x7
− 22 417

x8.5
− 8.930 3× 105

x10
(31)

为便于比较, 在同一图中还作出了使用渐近级数的
计算结果. 当 x > 4 时, 使用渐近级数 (23) 计算密
度函数, 求和项数选为前 6 项. 当 0 ≤ x ≤ 4 时, 使
用渐近级数 (22) 计算密度函数, 求和项数选为前 40
项. 可以看出, 使用渐近级数 (22) 计算密度函数, 较
少的求和项数一般不能产生较高的计算精度, 而三
步方法却能以较少的求和项数精确逼近真实的密度

函数, 因此它是拖尾 Rayleigh 分布密度函数的高效
计算方法.

图 5 拖尾 Rayleigh 分布密度函数的三步计算方法

Fig. 5 Three-step density function calculation method

for the heavy-tailed Rayleigh distribution

4 基于拖尾 Rayleigh 分布的 SAR 幅值图

像建模实例

用于建模的真实 SAR幅值图像如图 6和图 7所
示, 基于拖尾 Rayleigh 分布的建模结果分别如图 8
和图 9 (见下页) 所示, 其中, 直方图可以近似图像的
真实统计分布. 利用对数矩方法估计拖尾 Rayleigh
分布的参数, 对于图 6 的 SAR 图像, α̂ = 1.890 6,
γ̂ = 1 541.9; 对于图 7 的 SAR 图像, α̂ = 1.312 4,
γ̂ = 54.926 4. 使用本文提出的三步方法计算拖尾
Rayleigh 分布的密度函数, 对于图 6 的 SAR 图像,
选择截断点为 200; 对于图 7 的 SAR 图像, 选择截
断点为 70. 对于大于截断点的区间, 使用渐近级数
(23) 计算密度函数, 求和项数均选为前 6 项; 对于
小于截断点的区间, 均使用 7 阶插值多项式逼近真
实的密度函数. 为便于比较, 在图 8 和图 9 中均给

出了基于 Rayleigh 分布的建模结果. 为了清楚反映
SAR 图像的拖尾特征, 图 9 的密度函数经过取对数
处理. 可见, 由于斑点噪声的出现, 直方图较为 “粗
糙”, 但是, 和 Rayleigh 分布相比, 拖尾 Rayleigh 分
布可以较好反映真实图像统计分布的变化趋势. 图
6 所示 SAR 图像的拖尾不太明显 (它的特征指数较
大), 但拖尾 Rayleigh 分布仍然可以精确反映真实
图像统计分布的峰值; 图 7 所示 SAR 图像的特征
指数较小, 只有使用拖尾 Rayleigh 分布才能反映图
像的拖尾特征. 总之, 拖尾 Rayleigh 分布符合 SAR
幅值图像尖峰厚尾的真实统计特征, 因此它是 SAR
幅值图像建模的较好选择.

图 6 SAR 幅值图像

Fig. 6 SAR amplitude image

图 7 SAR 幅值图像

Fig. 7 SAR amplitude image

图 8 图 6 所示 SAR 图像的建模结果

Fig. 8 Modeling results of the SAR image shown in Fig. 6
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图 9 图 7 所示 SAR 图像的建模结果

Fig. 9 Modeling results of the SAR image shown in Fig. 7

5 结论

针对使用拖尾 Rayleigh 分布对实际信号建模
时可能遇到的问题, 本文讨论了拖尾 Rayleigh 分布
的相关性质及其应用. 首先, 基于负数阶矩理论, 本
文提出了比值估计、对数矩估计和迭代对数矩估计

三种参数估计方法, 并通过 Monte Carlo 仿真实验
比较了它们的估计性能. 比值估计受到 p 值选择的

很大影响, 如果 p 值选择不当, 估计精度就会严重降
低. 对数矩估计具有简单的解析形式, 并且估计结果
唯一由样本决定, 估计过程通过所有数据样本的一
次计算完成. 迭代对数矩估计通过数据段的迭代计
算, 可以用较少的计算样本获得较高的估计精度. 其
次, 本文使用渐近级数计算拖尾 Rayleigh 分布的概
率密度函数, 基于插值多项式拟合, 提出了高效计算
密度函数的三步方法. 真实 SAR 幅值图像的建模实
验表明, 和 Rayleigh 分布相比, 拖尾 Rayleigh 分布
能够精确反映 SAR 幅值图像尖峰厚尾的真实统计
特征, 因此它是 SAR 幅值图像建模的有效工具.
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