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不确定广义双线性系统的鲁棒镇定

兰奇逊 1, 2 梁家荣 3 高许岗 4

摘 要 针对带有不确定参数的广义双线性系统的鲁棒镇定问题进行

研究, 其中不确定参数是时变且范数有界的. 本文的目的是设计状态反

馈控制器, 使得对所有满足条件的不确定参数闭环系统都是渐近稳定的.

通过引入广义二次稳定的概念、采用 Lyapunov 方法, 分别给出了不确

定广义双线性系统在两种不同情形下可镇定的充分条件; 此外, 两个数值

例子分别说明了两种设计方法的有效性和合理性.
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Robust Stabilization for Singular Bilinear
Systems with Uncertainty

LAN Qi-Xun1, 2 LIANG Jia-Rong3 GAO Xu-Gang4

Abstract The problem of robust stabilization for uncer-

tain singular bilinear systems (SBS) with norm-bounded time-

varying uncertainties is studied. The purpose of this paper is to

design a state feedback controller such that the closed-loop sys-

tem is asymptotically stable for all admissible uncertainties. The

sufficient conditions of stabilization for SBS with uncertainties in

two different conditions are presented respectively via the notion

of generated quadratic stability and Lyapunov method. Further-

more, effectiveness and rationality of the two design methods are

illustrated by two numerical examples respectively.

Key words Singular bilinear systems, uncertainty, robust sta-

bilization, quadratic stability, asymptotically stability

广义系统在电力系统、化学化工系统、经济系统、机器

人系统、电子网络和宇航系统等领域中均有重要的应用背景,

近年来被人们所关注, 并取得了丰硕的成果[1−2]. 由于广义

双线性系统结构简单、可以在更大范围内更精确地描述工业

对象, 最近广义双线性系统的研究引起了国内外部分学者的

关注[3−7]; 由于广义双线性系统和广义线性系统相比, 广义

双线性系统增加了 “双线性” 项, 使得对广义双线性系统的研

究比广义线性系统的研究复杂得多, 且有实际的具体背景[8].

广义双线性系统还有许多问题有待进一步开拓与研究.

鲁棒控制是当今控制理论的一个研究热点, 对于结构

不确定广义系统的鲁棒问题的研究已经取得了丰硕的成

果[9−14]. 目前对于结构不确定广义双线性系统的鲁棒镇定的
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研究尚不多见, 本文的目的是利用广义二次稳定的概念和李

雅普诺夫稳定性理论来设计状态反馈控制器, 使得闭环系统

对所有满足条件的不确定参数是渐近稳定的.

在本文中 λmax(W ), λmin(W ) 分别表示 W 的最大, 最

小特征值; WT 表示 W 的转置; ‖W‖ = [λmax(W
TW )]

1
2 ;

‖xxx‖ =
√

xxxTxxx; W > 0 表示W 是正定的; W ≥ 0 表示W 是

半正定的; I 表示单位矩阵.

1 预备知识

考虑如下不确定广义系统

Eẋxx(t) = (A + ∆A(t))xxx(t) + (B + ∆B(t))uuu(t) (1)

其中, xxx(t) ∈ Rn 和 uuu(t) ∈ Rm 分别为状态和控制输入;

E, A ∈ Rn×n, B ∈ Rn×m 为定常矩阵; E 为奇异矩阵;

∆A ∈ Rn×n 和 ∆B ∈ Rn×m 为不确定矩阵, 且具有如下形

式

[∆A(t) ∆B(t)] = DF (t)[M1 M2] (2)

其中 D, M1, M2 是适当维数的矩阵, F (t) 满足

FT(t)F (t) ≤ I (3)

考虑系统 (1) 的无控参考模型

Eẋxx(t) = (A + ∆A(t))xxx(t) (4)

及系统 (4) 的标称系统

Eẋxx(t) = Axxx(t) (5)

给出以下定义.

定义 1[14]. 如果存在两个常量 a, b 使得

‖Exxx(t)‖ ≤ ‖Exxx(t0)‖ae−b(t−t0), t > t0 (6)

则称系统 (5) 是 E-指数稳定的.

定义 2[1]. 如果广义系统 (4) 对于任意给定的不确定性

∆A(t) 都是容许的, 则称广义系统 (4) 是鲁棒稳定的.

如果广义系统 (4) 是鲁棒稳定的, 则广义系统 (4) 对于

任意给定的不确定性 ∆A(t) 都是稳定的、正则的、无脉冲

的[13], 即存在可逆实矩阵 P , Q 使得系统 (4) 等价于

ẋxx1 = (A1 + ∆A11)xxx1 + ∆A12xxx2

0 = ∆A21xxx1 + (In−r + ∆A22)xxx2

(7)

取 Lyapunov 函数

Φ(xxx(t)) = xxxT(t)ETV xxx(t) (8)

将 Φ(xxx(t)) 沿广义系统 (4) 的轨迹求导, 得

Φ̇(xxx)|(4) = xxxT[(A + ∆A)TV + V T(A + ∆A)]xxx (9)

定义 3[1]. 对于不确定广义系统 (4), 如果存在矩阵 V ∈
Rn×n 和正实数 α > 0, 使

Φ̇(xxx(t)) ≤ −α‖xxx(t)‖2, ∀xxx(t) ∈ Rn

ETV = V TE ≥ 0
(10)

对于任意允许的不确定性 ∆A(t) 都成立, 则称不确定广义系

统 (4) 是二次稳定的.
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定义 3 和下面的定义 4 是等价的:

定义 4[1]. 如果存在矩阵 V ∈ Rn×n 和正定矩阵

L ∈ Rn×n, 使得广义系统 (4) 对于所有允许的不确定性

∆A(t), t ∈ R, 满足

(A + ∆A)TV + V T(A + ∆A) ≤ −L

ETV + V TE ≥ 0
(11)

则称广义系统 (4) 是二次稳定的.

引理 1[1]. 考虑不确定广义系统 (4), 若不确定性 ∆A(t)

具有式 (2) 的结构, 则不确定广义系统 (4) 二次稳定的充要

条件是该广义系统是鲁棒稳定的.

定义 5[13]. 如果存在线性状态反馈 uuu = Kxxx, 使得不确

定广义系统 (1) 的闭环系统是定义 2 意义下二次稳定的, 则

称不确定广义系统 (1) 是二次能稳的.

2 主要结果

考虑不确定广义双线性系统

Eẋxx = (A + ∆A(t))xxx +

m∑
i=1

(Ni + ∆Ni)xxxuuui + (B + ∆B(t))uuu

(12)

其中, xxx(t) ∈ Rn 和 uuu(t) = [u1, · · · , um] ∈ Rm 分别为状

态和控制输入; E, A, Ni ∈ Rn×n, B ∈ Rn×m 为定常

矩阵; E 为奇异矩阵; ∆A(t), ∆Ni ∈ Rn×n 和 ∆B(t) =

[∆bbb1(t), · · · , ∆bbbm(t)] ∈ Rn×m 为不确定矩阵, 且满足下式

[∆A ∆Ni ∆bbbi] = DF (t)[M1 M2i M3i], i = 1, 2, · · · , m

(13)

其中 D, M1, M2i, M3i 是适当维数的矩阵, F (t) 满足式 (3).

2.1 当系统 (E, A + ∆AE, A + ∆AE, A + ∆A)是二次稳定的情形

为了方便起见, 首先考虑单输入不确定广义双线性系统

Eẋxx = (A + ∆A(t))xxx + (N + ∆N)xxxuuu + (bbb + ∆bbb(t))uuu (14)

其中不确定矩阵满足

[∆A ∆N ∆bbb] = DF (t)[M1 M2 M3] (15)

F (t) 满足式 (3).

记 β(xxx) = [(N + ∆N)xxx + (bbb + ∆bbb)], 作以下假设.

假设 1. 在单输入不确定广义双线性系统 (14) 中, 系统

(E, A + ∆A) 是二次稳定的, 即存在矩阵 V ∈ Rn×n 和正定

矩阵 L ∈ Rn×n 满足

(A + ∆A)TV + V T(A + ∆A) ≤ −L

ETV = V TE ≥ 0
(16)

假设 2. 存在一个标量 λ > 0, 使得

L− 2‖V ‖‖E‖I − λETV ≥ 0 (17)

假设 3.在一个标量 γ > 0, 使得系统 (14)的任一解 xxx(t)

都满足

‖(N + ∆N)xxx‖ ≤ γ‖Exxx‖ (18)

假设 4. 式 (16) 中 V 是可逆的.

定理 1. 对于单输入不确定广义双线性系统 (14), 若假

设 1 ∼ 4 同时成立, 则在控制 uuu = ϕT(xxx)Exxx/(φ + 1)2 下单

输入不确定广义双线性系统 (14) 的闭环系统是渐近稳定的,

其中

ϕ(xxx) = (N + DM2)xxx + bbb + DM3

φ = (‖N‖+ ‖D‖‖M2‖)‖xxx‖+ ‖bbb‖+ ‖D‖‖M3‖
证明. 不确定广义双线性系统 (14) 在控制 uuu =

ϕT(xxx)Exxx/(φ + 1)2 下构成的闭环系统为

Eẋxx = (A + ∆A(t))xxx +
β(xxx)ϕT(xxx)Exxx

(φ + 1)2
(19)

取 Lyapunov 函数为式 (8), 将 Φ(xxx) 沿广义系统 (19) 的

轨迹求导, 得

Φ̇(xxx)|(19) = xxxT[(A + ∆A)TV + V T(A + ∆A)]xxx+

2xxxTV T β(xxx)ϕT(xxx)Exxx

(φ + 1)2
(20)

由于 ∆N = DF (t)M2, ∆bbb = DF (t)M3, 所以

‖β(xxx)‖ = ‖(N + ∆N)xxx + (bbb + ∆bbb)‖ ≤
‖N + DF (t)M2‖‖xxx‖+ ‖bbb + DF (t)M3‖ ≤

(‖N‖+‖D‖‖F‖‖M2‖)‖xxx‖+‖bbb‖+‖D‖‖F‖‖M3‖ ≤ φ (21)

又显然 ‖ϕ(xxx)‖ ≤ φ.

由假设 1 和假设 2 及 ETV = V TE ≥ 0 可知

Φ̇(xxx)|(19) ≤
− xxxTLxxx + 2xxxTV T[(N + ∆N)xxx+

(bbb + ∆bbb)]
ϕT(xxx)Exxx

(φ + 1)2
≤

− xxxTLxxx + 2‖(V xxx)T‖‖Exxx‖ ≤
− xxxTLxxx + 2‖xxx‖‖V ‖‖E‖‖xxx‖ =

− xxxTLxxx + 2xxxT‖V ‖‖E‖xxx ≤
− λxxxTETV xxx = −λΦ(Exxx) (22)

由此可得

Φ(xxx(t)) ≤ Φ(xxx(t0))e
−λ(t−t0) (23)

因为 ETV = V TE ≥ 0, V 可逆, 所以存在一个正定矩

阵 V̂ 使得 ETV = ETV̂ E[10], 从而得到

λmin(V̂ )‖Exxx(t)‖2≤Φ(Exxx(t))≤λmax(V̂ )‖Exxx(t0)‖2e−λ(t−t0)

(24)

所以有

‖Exxx(t)‖ ≤ ‖Exxx(t0)‖
√

λmax(V̂ )

λmin(V̂ )
e−

1
2 λ(t−t0) (25)

由 定 义 1 知 系 统 (19) 是 E-指 数 稳 定 的. 所 以

limt→∞ Exxx(t) = 0.

下面证明 limt→∞ xxx(t) = 0. 在不确定广义双线性系统

(14) 中, 系统 (E, A + ∆A) 是二次稳定的, 所以存在可逆实

矩阵 P, Q 使得式 (19) 等价于

ẋxx1 = (A1 + ∆A11)xxx1 + ∆A12xxx2 + f1(xxx)

0 = ∆A21xxx1 + (In−r + ∆A22)xxx2 + f2(xxx)
(26)
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其中, [f1(xxx) f2(xxx)]T = Pβ(xxx)ϕT(xxx)Exxx/(φ + 1)2.

由 limt→∞ Exxx(t) = 0 和假设 3 可知

lim
t→∞

f1(xxx) = 0, lim
t→∞

f2(xxx) = 0 (27)

现假设式 (26) 的解 limt→∞ xxx(t) 6= 0, 不妨假设

limt→∞ xxx2(t) 6= 0. 由于 (E, A + ∆A) 是二次稳定的, 所

以

lim
t→∞

(A1 + ∆A11)xxx1 + ∆A12xxx2 = − lim
t→∞

f1(xxx) 6= 0

lim
t→∞

f2(xxx) = − lim
t→∞

(A21xxx1 + (In−r + ∆A22)xxx2) 6= 0

(28)

这与式 (27) 矛盾. 所以 limt→∞ xxx(t) = 0. ¤
若对于不确定广义双线性系统 (12) 满足假设 1 和假设

2, 假设 3 改为

假设 3.∗ 若存在一个标量 γ > 0, 使得系统 (12) 的任一

解 xxx(t) 都满足 ‖(Ni + ∆Ni)xxx‖ ≤ λ‖Exxx‖. 则可以得到推论
1.

推论 1. 对于不确定广义双线性系统 (12), 若假设

1 ∼ 2, 假设 3∗ 和假设 4 同时成立, 则在控制 uuui =

ϕT
i (xxx)Exxx/(φi + 1)2(i = 1, 2, · · · , m) 下, 不确定广义双线

性系统 (12) 的闭环系统是渐近稳定的. 其中

φi = (‖M1‖+ ‖D‖‖M2i‖)‖xxx‖+ ‖bbb‖+ ‖D‖‖M3i‖

ϕi(xxx) = (Ni + DM2i)xxx + bbb + DM3i, i = 1, 2, · · · , m

证明. 方法和定理 1 的方法相同. ¤
2.2 当系统 (E, A + ∆AE, A + ∆AE, A + ∆A)不满足二次稳定的情形

若在单输入不确定广义双线性系统 (14) 中, (E, A +

∆A,bbb + ∆bbb) 是二次能控的, 根据定义 5 做如下假设:

假设 5. 设存在状态反馈 uuu = KExxx, 使得 (E, A + ∆A +

(bbb + ∆bbb)KE) 是二次稳定的.

记 Ac = A + ∆A + (bbb + ∆bbb)KE, N̄ = N + ∆N . 根据

定义 3 可知存在矩阵 V ∈ Rn×n 和正定矩阵 L ∈ Rn×n 使

得下面不等式成立

AT
c V + V TAc ≤ −L

ETV + V TE ≥ 0
(29)

则单输入不确定广义双线性系统状态反馈 uuu = KExxx 下的闭

环系统为

Eẋxx = Acxxx + N̄xxxKExxx (30)

取 Lyapunov 函数为式 (8), 将 Φ(xxx) 沿广义系统 (30) 的

轨迹求导, 得

Φ̇(xxx)|(30) = xxxT(AT
c V + V TAc)xxx + 2xxxTV TN̄xxxKExxx (31)

定义集合 Ω = {xxx : S ≥ (N̄xxx)THN̄xxx}(S, H > 0), 令

Y = N̄xxxKExxx, 则

Φ̇(xxx)|(30) =xxxT(AT
c V +V TAc+V TH−1V +(KE)TSKE)xxx−

(V xxx−HY )TH−1(V xxx−HY )− (xxxT(KE)TSKExxx−Y THY )

(32)

假设 6. 存在可逆矩阵 V , 矩阵 K 和一个标量 λ > 0 使

得

L− V TH−1V − (KE)TSKE ≥ λETV (33)

由式 (32) 可知, Φ̇(xxx)|(30) ≤ −λxxxTETV xxx.

由上面的分析可得到定理 2.

定理 2. 若不确定广义双线性系统 (14), 满足假设 3、假

设 5 和假设 6, 则在状态反馈 uuu = KExxx 下, 不确定广义双线

性系统 (14) 的闭环系统是渐近稳定的.

证明. 方法和定理 1 的证明方法类似. ¤

3 例子

例 1. 考虑不确定广义双线性系统

Eẋxx = (A + ∆A(t))xxx + (N + ∆N)xxxuuu + (bbb + ∆bbb(t))uuu (34)

其中 [∆A ∆N ∆bbb] = DF (t)[M1 M2 MMM3],

E =




1

1

0


, A =



−9.5

−8.5

−8


,

N =




2

2

1


, bbb =




0

1

0


,

D =




0.5

0.5

0.5


, F (t) =




sin t

sin t

1


,

M1 = E, M2 = diag{4, 6,−2}, MMM3 = [2, 0, 0]T. 易知系

统 (E, A + ∆A) 是二次稳定的, 分别取

L = diag{16, 16, 16}, V = diag{1, 1, 1}, γ = 5, λ = 14.

容易验证: 不等式 (16) ∼ (18) 得到满足, 即假设 1 ∼ 4 都得

到满足.

根据定理 1, 我们所需要的镇定控制器为

uuu =







4

7

0


xxx +




1

1

0







T 


1

1

0


xxx

(5‖xxx‖+ 2)2

(35)

容易证明在该控制器下式 (34) 的闭环系统是渐近稳定

的.

例 2. 若在不确定广义双线性系统 (34), A =

diag{−8.5, 1,−8}, 其余的系数矩阵和例 1 中相同 (记该系

统为式 (35)), 可知 (E, A + ∆A,bbb + ∆bbb) 是二次能控的, 取

K = (0 − 9.5 1), V = diag{1, 1, 1}, γ = 5, λ = 1,

L = diag{6, 6, 6}, S =
1

400
, H = diag{0.2, 0.2, 0.2},

则 Ω = {xxx : 16xxx2
1 + 25xxx2

2 ≤ 1/400,xxx3 ∈ R}.
容易验证, 假设 3、假设 5 和假设 6 的条件都得到满足.

根据定理 2, 我们取镇定控制器为 uuu = −9.5xxx2, 容易证明在

该控制器下 (35) 的闭环系统在 Ω 内是渐近稳定的.

例 3. 一个广义双线性系统的具体实例[8]:

某绝热式甲醇合成固定床催化反应器, 经双线性化, 可

以用下列多参数奇异摄动双线性系统近似




ṪTT

ε1ẎYY m

ε2ẎYY co2


 =




A11 A12 A13

A21 A22 A23

A31 A32 A33







TTT

YYY m

YYY co2


 +
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


N11 N12 N13

0 N22 0

0 0 N33







TTT

YYY m

YYY co2


uuu +




BBB1

BBB2

BBB3


uuu

式中, TTT = [∆T1, ∆T2, · · · , ∆Tn+1]
T,YYY m = [∆ym1, ∆ym2,

· · · , ∆ym+1]
T,YYY co2 = [∆yco2,1, ∆yco2,2, · · · , ∆yco2,m+1]

T,

∆Ti, ∆ym,j 和∆yco2,j , (i = 1, · · · , n + 1; j = 1, · · · , m + 1)

分别为沿反应器轴向各配置点上的温度、甲醇摩尔分率和二

氧化碳摩尔分率与其静态值的偏差; uuu 为进口气体摩尔流量,

这里为输入变量; Aij , Nij 均为 (n + 1) × (n + 1) 维常数矩

阵, i, j = 1, 2, 3; BBBi 均为 (n + 1)× 1 维常数向量 i = 1, 2, 3;

ε1, ε2 为奇异摄动小参数.

当 ε1, ε2 中一个为 0 或两个同时为 0 时 (不妨设 ε1 =

1/2, ε2 = 0), 则上述双线性系统则化成了如下的广义双线性

系统




I
1

2
I

0







ṪTT

ẎYY m

ẎYY co2


 =




A11 A12 A13

A21 A22 A23

A31 A32 A33


×




TTT

YYY m

YYY co2


 +




N11 N12 N13

0 N22 0

0 0 N33







TTT

YYY m

YYY co2


uuu +




B1

B2

B3


uuu

其中, I 为 (n + 1)× (n + 1) 单位矩阵.

4 结束语

本文对于不确定广义双线性系统鲁棒性进行了研究, 提

出了两种不同情形下的鲁棒镇定方法, 保证了在相应的鲁棒

控制律下所构成的闭环系统对所有满足条件的不确定参数是

渐近稳定的.
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