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基于模糊树模型的间接自适应模糊控制

丁海山 1,2 毛剑琴 1 林 岩 3

摘 要 提出了一种基于模糊树模型的间接自适应模糊控制器的设计方法. 采用模糊树辨识方法离线辨识系统中的未知非线

性函数, 得到初始的控制器, 然后在线调节模糊树模型中的线性参数, 改善控制器的性能, 实现对有界参考信号的跟踪控制. 通

过对倒立摆系统进行数值仿真, 验证了所提方法的有效性和优越性.
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Indirect Adaptive Fuzzy Control Based on Fuzzy Tree Model

DING Hai-Shan1,2 MAO Jian-Qin1 LIN Yan3

Abstract The design of an indirect adaptive fuzzy controller is proposed based on the fuzzy tree model. The fuzzy

tree identification method is used to off-line identify the unknown nonlinear parts of nonlinear systems. Then the linear

parameters of the fuzzy tree model are on-line tuned to improve the performance of the controller and to trace the bounded

reference trajectory. The numerical simulation of controlling an inverted pendulum verifies the efficiency and advantage

of the proposed method.
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近年来, 自适应控制等先进控制理论取得了长
足发展. 然而, 在越来越高的性能要求下, 在过程与
环境高度不确定性的情况下, 对于越来越复杂的系
统, 将自适应控制用于实际控制时还存在一些问题,
如自适应控制器结构过于复杂, 模型参考自适应控
制系统对确定性干扰不能确保零稳态误差等[1].

为了充分发挥自适应控制技术的优越性能, 提
高控制的鲁棒性以及对控制参数的自适应和学习能

力, 更有效地实现对存在多种不确定性和难以确切
描述的非线性复杂过程的控制, 将自适应控制的设
计思想与模糊控制相结合的自适应模糊控制, 成为
新的研究热点. Wang 提出了一种间接自适应模糊
控制器, 并基于李雅普诺夫稳定性理论设计了参数
自适应律. 这种控制器允许被控对象含有未知参数,
并能保证闭环系统稳定[2]. 之后, 不少文献在此基础
上, 针对不同的研究对象以及不同的控制要求, 提出
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各种不同的间接自适应模糊控制器. 如, 引入补偿
项, 将稳定条件由逼近误差平方可积放宽到逼近误
差趋于零[3]; 引入最优逼近误差的自适应补偿项来
消除建模误差的影响, 取消了要求逼近误差平方可
积或逼近误差的上确界已知的条件[4]. 文献 [5] 提出
了基于参考误差调节的间接自适应模糊控制, 不但
能保证闭环系统稳定, 而且可使跟踪误差收敛于原
点或原点的一个小邻域内. 文献 [6] 引入滑模控制算
法, 提出了一种新的自适应模糊控制. 最近文献 [7]
利用 Popove 超稳定理论, 提出一种新的间接自适应
模糊控制器设计方法. 此外, 间接自适应模糊控制算
法也被推广到多输入多输出系统[8−9]. 自适应模糊
控制的研究虽然得到了巨大的发展, 但是研究多侧
重于闭环系统的稳定性分析, 对于控制器中的模糊
系统尚无较好的构造方法, 模糊规则数目随系统变
量的个数呈指数增长.
本文基于模糊树模型, 提出了一种间接的模糊

自适应控制器的设计方法. 采用模糊树辨识方法离
线辨识系统中的未知非线性函数, 得到初始的控制
器, 然后在线调节模糊树模型中的线性参数, 改善控
制器的性能, 实现对有界参考输入信号的跟踪控制.
下文安排如下: 第 1 节给出所研究的跟踪控制问题
的数学描述; 第 2 节简单介绍模糊树模型, 并给出相
应的建模步骤; 第 3 节将模糊树模型与传统的反馈
线性化相结合, 提出间接的自适应模糊控制器设计
方法, 并给出控制器的性能分析; 第 4 节对倒摆系统
用所提的方法设计自适应模糊控制器, 通过数值仿
真与已有的方法进行比较; 最后对本文进行小结.
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1 问题描述

考虑具有如下标准形的单输入单输出的仿射非

线性系统





ẋ1 = x2

ẋ2 = x3

...
ẋn = f(x1, · · · , xn) + g(x1, · · · , xn)u

(1)

其中, f(xxx) 和 g(xxx) 是未知的连续函数, xxx =
[x1, x2, · · · , xn]T ∈ Rn 为系统的状态, u ∈ R1 为系

统的输入, y ∈ R1 为系统的输出. 这里假设在可控
区域 Uc 内, 有 g(xxx) > 0, 并且在可控区域内, 状态
都是可测的.

对于式 (1) 描述的系统, 希望得到一个状态反
馈控制律 u(xxx;θθθ) 和参数 θθθ 的自适应调整律, 使得系
统的输出 y(t) 可以跟踪一致有界的参考信号 yr(t),
而且满足:

1) 闭环系统的内部状态一致有界, 即存在
T ≥ 0, 当 t ≥ T 时, 有 ‖xxx(t)‖2 ≤ Mxxx < +∞;

2) 跟踪误差 e(t) = yr(t)− y(t) 尽可能小.
这里参考输出 yr(t) 一致有界是指: 若定义 yyyr =
[yr, ẏr, · · · , y(n−1)

r ]T, 有 ‖yyyr‖2 ≤ Myyy.
大部分文献所设计的间接自适应模糊都是用

Mamdani 型模糊系统逼近未知函数, 然后再根据经
典非线性控制理论中的反馈线性化的思想设计控制

律. 文献 [10−11] 提出用 T-S 模糊系统逼近未知函
数, 然后进行控制. 所设计的控制器能够确保闭环系
统渐近稳定都是基于模糊系统能够充分逼近未知函

数. 虽然已经证明了各类模糊系统是通用逼近子, 但
是当逼近精度趋于零时, 所需的模糊规则数目将趋
于无穷[12−13]. 已有的文献对于模糊系统的构造都是
采用网格划分输入空间, 对于高维情况, 会产生 “规
则爆炸” 问题, 实际应用时较为困难. 为此, 本文将
建立未知非线性函数的模糊树模型, 并在此基础上
设计间接自适应模糊控制器, 可以在保证跟踪精度
的前提下有效地减少控制器中模糊规则的数目.

2 模糊树模型

毛剑琴等提出基于树结构的 T-S 模糊模型辨识
方法, 简称模糊树辨识方法, 所建的模型称为模糊树
模型[14−15]. 模糊树辨识方法通过自适应划分输入空
间来获得模糊规则, 即在线性逼近误差和输出数据
密度大的地方子空间划分精细, 而在线性逼近误差
和输出数据密度小的地方子空间划分粗糙. 输入空
间的划分情况可以与一棵二叉树 T 来对应. 每个叶
节点对应的子空间上,用 n维超平面 yt(xxx) = cccT

t x̂xx逼

近非线性函数, 其中 x̂xx = [1,xxxT]T ∈ Rn+1. 如果逼

近误差满足要求, 则停止对该子空间的划分. 对子空
间划分的判别函数取为超平面 gt(xxx) = cccT

t x̂xx−θt = 0,
其中 θt 为该子空间上输出数据的重心. 模糊树辨识
方法根据 gt(xxx) ≤ 0 和 gt(xxx) ≥ 0, 可以将该子空间
划分为两个更精细的子空间, 并在 gt(xxx) ≈ 0 的区域
定义模糊带, 最终完成对输入空间的模糊划分. 按
照这种方式, 判别函数将自动向输出数据密度大的
地方移动, 划分出大小不同、形状不规则的模糊子空
间.
模糊空间划分完毕, 即可得到如下一组规则:
Rl: 如果 xxx 是 Ntl

, 那么

ytl
= cccT

tl
x̂xx (2)

tl ∈ T̃ 为叶节点集合, 其中, ccctl
= [ctl

0 , ctl

1 , · · · , ctl
n ]T

为线性参数, Ntl
是模糊子空间 χtl

上定义的模糊集

合, 对应的隶属度函数记为Ntl
(xxx). 若将Ntl

的归一

化隶属度函数记为 µtl
(xxx), 即 µtl

(xxx) = Ntl
(xxx)∑

tl∈T̃ Ntl
(xxx)

,

则得到模糊树模型的输出表达式

ŷ(xxx) =
∑

tl∈T̃

µtl
(xxx)cccT

tl
x̂xx (3)

二叉树每个节点上的隶属度函数按如下方式定

义:
1) 对于根节点,

Nr(T)(xxx) ≡ 1 (4)

2) 对于非根节点 t,

Nt(xxx) = Np(t)(xxx)N̂t(xxx) (5)

其中, p(t) 表示节点 t 的父节点,

N̂t(xxx) =
1

1 + e−αt(cccT
p(t)x̂xx−θp(t))

表示节点 t 上的辅助隶属度函数,

θp(t) =

M∑
i=1

Np(t)(xxxi)cccT
p(t)x̂xx

i

M∑
i=1

Np(t)(xxxi)

表示父节点上的数据重心, |αt| 表示模糊带的宽
度, 在计算时, 事先确定一个正数 α, 对于左节点,
αt = −α, 对于右节点, αt = α. xxxi 为输入数据样本,
i = 1, 2, · · · ,M .
假设共有 L 个叶节点, 即有 T̃ = {t1, t2, · · · ,

tL}. 记 cccT̃ = [cccT
t1

, cccT
t2

, · · · , cccT
tL

]T, 模糊规则 (2) 中的
线性参数 cccT̃ 使用递推最小二乘法求解:
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



ccci+1

T̃
= ccci

T̃
+ Si+1X̃XX

i+1
(yi+1 − (X̃XX

i+1
)Tccci

T̃
)

Si+1 = Si − SiX̃XX
i+1

(X̃XX
i+1

)TSi

1 + (X̃XX
i+1

)TSiX̃XX
i+1

(6)
i = 0, 1, · · · ,M − 1, 其中, ccc0

T̃
= 0, S0 = λI, λ 为

一个足够大的正数, I 是单位矩阵,

X̃XX
i
=


 Nt1(xxx

i)∑
tl∈T̃

Ntl(xxx
i)

(x̂xxi)T, · · · ,
NtL(xxxi)∑

tl∈T̃

Ntl(xxx
i)

(x̂xxi)T




T

下面给出模糊树模型的建模步骤.
模糊树辨识算法:
1) 给定输入输出数据样本 (xxxi, yi), i =

1, 2, · · · ,M , xxxi ∈ Rn, yi ∈ R, 期望误差 ERMSE

和最大叶节点数 L.
2) 确定模糊带的宽度 α > 0. 初始化根节点, 令

N1(xxx) ≡ 1, 树的深度 d = 0. 根据式 (6) 求解根节
点上的线性参数 ccc1.

3) 依次处理当前深度 d 上的每一个节点: 划分
该节点, 根据式 (4) 和 (5), 计算划分后新产生的左
右子节点上的隶属度函数,根据式 (6)计算划分后所
有叶节点上的线性参数. 根据式 (3) 计算所有输入
样本对应的划分后的模型输出 ŷi, i = 1, 2, · · · ,M .
根据下式计算均方根误差

RMSE =

√√√√√
M∑
i=1

(ŷi − yi)2

M
(7)

如果划分后模型输出的均方根误差小于划分前模型

输出的均方根误差, 那么保存此次划分; 否则此次划
分无效, 处理当前层的下一个节点.

4) 当前层处理完毕后, 如果模型输出的均方根
误差小于期望误差或者叶节点数超过了 L, 则算法
结束; 否则, 令 d = d + 1, 返回到第 3) 步, 继续算
法.

模糊树辨识方法建模精度高, 计算量小, 对输
入维数不敏感, 适合处理高维问题, 是一种高效的
T-S 模糊模型建模方法. 模糊树模型作为一种特殊
的 T-S 模糊模型, 能够任意逼近定义在闭集上的任
意连续函数[15−16].

3 自适应模糊控制器综合

本文用模糊树辨识方法构造模糊系统, 去逼近
未知函数 f(xxx) 和 g(xxx), 再结合反馈线性化方法, 采
用文献 [2] 中的自适应律及间接模糊自适应控制器
设计思想, 设计自适应模糊控制器.

假设有 L 个叶节点, 模糊树模型的输入输出表
达式可以重新整理成

ŷ(xxx) =
L∑

l=1

µtl
(xxx)

n∑
i=0

ctl

i xi =
L∑

l=1

n∑
i=0

µ̂li(xxx)ctl

i =

(n+1)L∑
k=1

θkξk(xxx) = θθθTξξξ(xxx)

(8)
其中, x0 = 1, θk = ctl

i , ξk(xxx) = µ̂li(xxx), µ̂li(xxx) =
µtl

(xxx)xi. 下标 k, l, i 满足 k = n(l − 1) + l + i;
i = 0, 1, 2, · · · , n; l = 1, 2, · · · , L.
由式 (8), T-S 模糊系统也可以写成关于后件

参数的线性形式, 类似于 Mamdani 型模糊系统的
基函数表达式形式. 因此, 原则上, 文献 [2] 中的
方法可以平行地移植到这里. 另外, 还需要知道未
知函数 f(xxx) 和 g(xxx) 的一些先验信息: 即已知函
数 fmax(xxx), gmax(xxx) 和 gmin(xxx), 对 xxx ∈ Uc, 满足
|f(xxx)| ≤ fmax(xxx) < +∞, 0 < gmin(xxx) ≤ g(xxx) ≤
gmax(xxx) < +∞.
现在给出所设计的自适应模糊控制器. 通过

样本数据集合, 建立形如式 (8) 描述的模糊树模型
f̂(xxx) = θθθT

f ξξξf (xxx), ĝ(xxx) = θθθT
g ξξξg(xxx) 分别逼近 f(xxx),

g(xxx).
令控制量 u(xxx,θθθ) = uc(xxx,θθθ) + us(xxx,θθθ), 其中取

基本控制量

uc(xxx) =
1

ĝ(xxx)

[
−f̂(xxx) + y(n)

r + kkkTeee
]

(9)

代入式 (1), 经整理可得

ėee = Λceee + bbbc[(f̂(xxx)− f(xxx))+
(ĝ(xxx)− g(xxx))uc − g(xxx)us]

(10)

其中, eee =




e(t)

ė(t)
...

e(n−1)(t)




, bbbc =




0
...

0

1




, Λc =




0 1 0 · · · 0

0 0 1 · · · 0
...

...
...

...
...

−kn −kn−1 −kn−2 · · · −k1




, kkk =




k1

k2

...

kn



使

得 Λc 的特征值位于左半平面.

定义 Veee =
1
2
eeeTPeee, 其中, 正定矩阵 P 是李雅普

诺夫方程 ΛT
c P + PΛc = −Q 的解. 将监督控制取

为

us(xxx;θθθ) = I∗sgn(eeeTPbbbc) 1
ĝ(xxx)

[|f̂(xxx)|+
fmax(xxx) + |ĝ(xxx)uc|+ |gmax(xxx)uc|

]
(11)
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其中, I∗ =

{
0, Veee ≤ V̄

1, Veee > V̄
, sgn(·) 是符号函数, 当变量

是负数时, 函数值取 −1, 否则函数值为 1, 参数 V̄

实际上限制了系统内部状态的界, 可根据系统设计
要求确定.
参数的自适应调整律取为[2]

θ̇̇θ̇θf =





−γ1eee
TPbbbcξξξf (xxx), ‖θθθf‖2 < Mf 或

‖θθθf‖2 = Mf ,

eeeTPbbbcθθθ
T
f ξξξf (xxx) ≥ 0

P (−γ1eee
TPbbbcξξξf (xxx)), ‖θθθf‖2 = Mf ,

eeeTPbbbcθθθ
T
f ξξξf (xxx) < 0

(12)

θ̇̇θ̇θg =





−γ2eee
TPbbbcξξξg(xxx)uc, ‖θθθg‖2 < Mg或

‖θθθg‖2 = Mg,

eeeTPbbbcθθθ
T
g ξξξg(xxx)uc ≥ 0

P (−γ2eee
TPbbbcξξξg(xxx)uc), ‖θθθg‖2 = Mg,

eeeTPbbbcθθθ
T
g ξξξg(xxx)uc < 0

(13)

其中, 学习率 γ1 > 0, γ2 > 0, Mf 和Mg 分别是参

数寻优空间的界, 通常设其为足够大,

P (−γ1eee
TPbbbcξξξf (xxx)) =

−γ1eee
TPbbbcξξξf (xxx) + γ1eee

TPbbbc

θθθfθθθ
T
f ξξξf (xxx)
‖θθθf‖2

2

P (−γ2eee
TPbbbcξξξg(xxx)uc) =

−γ2eee
TPbbbcξξξg(xxx)uc + γ2eee

TPbbbc

θθθgθθθ
T
g ξξξg(xxx)
‖θθθg‖2

2

uc

控制器设计的具体步骤如下:
1) 根据设计要求, 确定 kkk, 使得多项式 h(s) =

sn + k1s
n−1 + · · · + kn 的根全部位于左半开平面

上; 选取正定矩阵 Q, 通过求解李雅普诺夫方程
ΛT

c P + PΛc = −Q 得到正定矩阵 P ; 根据约束条件
确定出 V̄ ;

2) 获取一定数量的样本数据, 使用模糊树辨识
算法离线建立 f(xxx) 和 g(xxx) 的模糊树模型, 构造初
始的控制器, 如式 (9) 和 (11);

3) 确定参数的寻优空间和学习因子. 可以根据
具体情况, 令 Mf ≥ ‖θθθf (0)‖2, Mg ≥ ‖θθθg(0)‖2. 根
据式 (12) 和 (13) 进行在线调参.
定理 1. 采用控制量 (9) 和 (11) 和自适应调整

律 (12) 和 (13), 总体控制方案有如下性能:
1) 对 ∀t ≥ 0, ‖θθθf (t)‖2 ≤ Mf , ‖θθθg(t)‖2 ≤ Mg;
2) 存在 T ≥ 0, 当 t ≥ T 时, 有

‖xxx(t)‖2 ≤ My +

√
2V̄

λmin

其中 λmin = min λ(P );
3) 对 ∀t ≥ 0, 存在常数 a, b 和函数 ω(t), 有∫ t

0
‖eee(τ)‖2

2dτ ≤ a + b
∫ t

0
|ω(τ)|2dτ ;

4) 若 ĝ(xxx) ≥ ε > 0, 且 ω(t) 平方可积, 则
limt→+∞ |e(t)| = 0.
证明. 见附录. ¤
注 1. 根据定理 1, 要使得跟踪误差为零, 要求

在可控域内, 满足 ĝ(xxx) ≥ ε > 0. 由于模糊树模型对
非线性函数有很强的逼近能力, 因而附加这一条件
是合理的, 进而式 (9) 和 (11) 是有意义的.

4 仿真算例

本节考虑倒摆系统的跟踪控制问题. 倒摆系统
的动力学方程为




ẋ1 = x2

ẋ2 =
g sin(x1)− mlx2

2 cos (x1) sin (x1)
mc + m

l(
4
3
− m cos2(x1)

mc + m
)

+

cos (x1)
mc + m

l(
4
3
− m cos2 (x1)

mc + m
)
u

其中, 状态 x1 表示摆与垂直线的偏角, x2 表示

摆的角速度, g = 9.8m/s2 是重力加速度. 文
献 [2] 使用基于 Mamdani 型模糊系统的间接自
适应模糊控制方法对该倒摆系统进行了跟踪正

弦信号 yr(t) = π/30 sin(t) 仿真, 取小车质量
mc = 1 kg, 摆的质量 m = 0.1 kg, l = 0.5m,
fmax(x1, x2) = 15.78 + 0.0366x2

2, gmax(x1, x2) =
1.46, gmin(x1, x2) = 1.12. 为了便于比较, 这里也取

同样的设置. 即, 仿真时, 令Q =

[
10 0

0 10

]
, k1 = 2,

k2 = 1, V̄ = 0.267.
用模糊树辨识算法分别离线得到具有 10 条

模糊规则的模糊树模型 f̂(x1, x2) 和 ĝ(x1, x2). 在
线调参时, 取学习率 γ1 = 50, γ2 = 1, 参数
寻优空间的界取为 Mf = ‖θθθf (0)‖ = 23.2727,
Mg = ‖θθθg(0)‖ = 19.1443. 图 1 给出了初始状
态 xxx(0) = [−π/60, 0]T 时的仿真结果. 初始状态
xxx(0) = [π/60, 0]T 时的仿真结果由图 2 给出.

文献 [2] 中, 采用网格划分输入空间, 分别构造
了具有 25 条模糊规则的Mamdani 型模糊模型去逼
近未知函数, 在相同的初始参数设置下, 跟踪的仿真
结果由图 3 和图 4 给出.
不同初始条件下, 仿真结果的跟踪精度见表 1,

表中给出的是仿真最后 10 s 的均方根误差. 根据表
1, 本文提出的基于模糊树模型的间接自适应控制器,
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(a) 状态 x1(t) 的响应

(a) Response of the state x1(t)

(b) 状态 x2(t) 的响应

(b) Response of the state x2(t)

(c) 控制量 u(t)

(c) The control u(t)

图 1 初始状态 xxx(0) = [−π/60, 0]T 时的仿真结果

Fig. 1 Simulation results when xxx(0) = [−π/60, 0]T

(a) 状态 x1(t) 的响应

(a) Response of the state x1(t)

(b) 状态 x2(t) 的响应

(b) Response of the state x2(t)

(c) 控制量 u(t)

(c) The control u(t)

图 2 初始状态 xxx(0) = [π/60, 0]T 时的仿真结果

Fig. 2 Simulation results when xxx(0) = [π/60, 0]T

表 1 跟踪精度比较

Table 1 Comparison of tracing precisions

xxx(0) = [−π/60, 0]T xxx(0) = [−π/60, 0]T xxx(0) = [π/60, 0]T xxx(0) = [π/60, 0]T

跟踪 x1(t) 的 跟踪 x2(t) 的 跟踪 x1(t) 的 跟踪 x2(t) 的

均方根误差 均方根误差 均方根误差 均方根误差

10 条规则的模糊树

模型逼近未知函数 7.81× 10−4 8.01× 10−4 1.03× 10−4 1.77× 10−4

25 条规则的Mamdani

模型逼近未知函数 5.50× 10−3 8.03× 10−3 6.30× 10−3 1.11× 10−2
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(a) 状态 x1(t) 的响应

(a) Response of the state x1(t)

(b) 状态 x2(t) 的响应

(b) Response of the state x2(t)

(c) 控制量 u(t)

(c) The control u(t)

图 3 初始状态 xxx(0) = [−π/60, 0]T 时的仿真结果

Fig. 3 Simulation results when xxx(0) = [−π/60, 0]T

所用的模糊树模型较文献 [2] 中的模糊模型少用了
超过一半的模糊规则, 跟踪精度却提高了一个量级.

5 结论

本文基于模糊树模型, 结合经典非线性控制中
的反馈线性化和李雅普诺夫稳定性理论, 针对具有

(a) 状态 x1(t) 的响应

(a) Response of the state x1(t)

(b) 状态 x2(t) 的响应

(b) Response of the state x2(t)

(c) 控制量 u(t)

(c) The control u(t)

图 4 初始状态 xxx(0) = [π/60, 0]T 时的仿真结果

Fig. 4 Simulation results when xxx(0) = [π/60, 0]T

标准形的单输入单输出高阶非线性系统, 给出了一
种间接的稳定模糊自适应控制器的设计方法. 主要
思想是: 离线建立模糊树模型, 逼近系统中的未知非
线性函数, 得到初始的控制器, 然后在线调节模糊树
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模型中的线性参数, 改善控制器的性能, 最终实现对
参考信号的跟踪控制. 通过对控制器性能的分析, 得
到了类似于文献 [2] 中的结果. 由于模糊树模型是一
种高效的 T-S 模糊模型辨识方法, 可以有效减少模
型中模糊规则的数目, 因此, 与文献 [2] 中采用网格
法划分输入空间建立 Mamdani 型模糊模型构造自
适应模糊控制器的方法相比, 可以用较少的模糊规
则达到更好的控制效果, 在一定程度上可以缓解困
扰模糊控制应用的 “规则爆炸” 的问题.

附录

定理1的证明. 这里借鉴了文献 [2] 中的方法.

1) 记 Vf = 1
2
θθθT

f θθθf , 有 ‖θθθf (0)‖2 ≤ Mf .

对 ∀t > 0, 根据所设计的自适应调整律, 当

‖θθθf (t)‖2 = Mf 时, 若 eeeTPbbbcθθθ
T
f ξξξf (xxx) ≥ 0, 则 V̇f = θθθT

f θ̇θθf =

−γ1eee
TPbbbcθθθ

T
f ξξξf (xxx) ≤ 0; 若 eeeTPbbbcθθθ

T
f ξξξf (xxx) < 0, 则 V̇f =

θθθT
f P (−γ1eee

TPbbbcξξξf (xxx)) = 0. 即总有 V̇f ≤ 0. 故 ∀t ≥ 0, 有

‖θθθf (t)‖2 ≤ Mf .

记 Vg = 1/2θθθT
g θθθg, 同理可证 ∀t ≥ 0, 有 ‖θθθg(t)‖2 ≤ Mg.

2) Veee 沿方程 (10) 的解对时间的导数为

V̇eee = −1

2
eeeTQeee + eeeTPbbbc[(f̂(xxx)− f(xxx))+

(ĝ(xxx)− g(xxx))uc − g(xxx)us] ≤
−1

2
eeeTQeee + |eeeTPbbbc|

[|f̂(xxx)|+ |f(xxx)|+
|ĝ(xxx)uc|+ |g(xxx)uc

]− eeeTPbbbcg(xxx)us

对 ∀t ≥ 0, 当 Veee > V̄ 时,

V̇eee ≤ −1

2
eeeTQeee + |eeeTPbbbc|

[|f(xxx)| − |fmax(xxx)|+
(|g(xxx)| − |gmax(xxx)|)|uc|

] ≤ 0

所以, 存在时刻 T ≥ 0, 对 t ≥ T , 有 Veee ≤ V̄ <

+∞. 又, Veee = 1/2eeeTPeee ≥ 1/2λmin‖eee‖22, 所以 t ≥ T 时,

1/2λmin‖eee‖22 ≤ V̄ , 即 ‖eee‖2 ≤
√

2V̄ /λmin. 而 xxx = yyyr − eee, 所

以 ‖xxx‖2 ≤ ‖yyyr‖2 + ‖eee‖2 ≤ My +
√

2V̄ /λmin.

3) 记参数寻优空间 Ωf = {θθθf | ‖θθθf‖2 ≤ Mf}, Ωg =

{θθθg| ‖θθθg‖2 ≤ Mg}. 最优参数 θθθ∗f = arg minθθθf∈Ωf
sup|f̂(xxx)−

f(xxx)|, θθθ∗g = arg minθθθg∈Ωg sup|ĝ(xxx)− g(xxx)|. 最优逼近模糊树
模型为 f̂∗(xxx) = (θθθ∗f )Tξξξf (xxx), ĝ∗(xxx) = (θθθ∗g)Tξξξg(xxx).

因为

ėee = Λceee + bbbc[(f̂(xxx)− f(xxx))+

(ĝ(xxx)− g(xxx))uc − g(xxx)us] =

Λceee + bbbc

[
ϕϕϕT

f ξξξf (xxx) + ϕϕϕT
g ξξξg(xxx)uc

]−
bbbcg(xxx)us + bbbcω(t)

其中, ω(t) = f̂∗(xxx)−f(xxx)+(ĝ∗(xxx)−g(xxx))uc, ϕϕϕf = θθθf −θθθ∗f ,

ϕϕϕg = θθθg − θθθ∗g.

记 V = 1/2eeeTPeee+1/(2γ1)ϕϕϕ
T
f ϕϕϕf +1/(2γ2)ϕϕϕ

T
g ϕϕϕg, 其对

时间的导数为

V̇ = −1

2
eeeTQeee +

1

γ1
ϕϕϕT

f [θ̇θθf + γ1eee
TPbbbcξξξf (xxx)]+

1

γ2
ϕϕϕT

g [θ̇θθg + γ2eee
TPbbbcξξξg(xxx)uc]−

g(xxx)eeeTPbbbcus + eeeTPbbbcω(t)

将自适应调整律重新写为

θ̇θθf = −γ1eee
TPbbbcξξξf (xxx) + I∗1γ1eee

TPbbbc

θθθfθθθT
f ξξξf (xxx)

‖θθθf‖22

θ̇θθg = −γ2eee
TPbbbcξξξg(xxx)uc + I∗2γ2eee

TPbbbc
θθθgθθθ

T
g ξξξg(xxx)

‖θθθg‖22
uc

其中,

I∗1 =





0, ‖θθθf‖2 < Mf 或

‖θθθf‖2 = Mf , eeeTPbbbcθθθ
T
f ξξξf (xxx) ≥ 0

1, ‖θθθf‖2 = Mf , eeeTPbbbcθθθ
T
f ξξξf (xxx) < 0

I∗2 =





0, ‖θθθg‖2 < Mg 或

‖θθθg‖2 = Mg, eeeTPbbbcθθθ
T
g ξξξg(xxx)uc ≥ 0

1, ‖θθθg‖2 = Mg, eeeTPbbbcθθθ
T
g ξξξg(xxx)uc < 0

代入上式得, V̇ = − 1
2
eeeTQeee + I∗1ϕϕϕT

f eeeTPbbbc
θθθfθθθT

f ξξξf (xxx)

‖θθθf‖22
+

I∗2ϕϕϕT
g eeeTPbbbc

θθθgθθθT
g ξξξg(xxx)

‖θθθg‖22
uc − g(xxx)eeeTPbbbcus + eeeTPbbbcω(t).

当 I∗1 = 1 时, 有 ‖θθθf‖2 = Mf 且 eeeTPbbbcθθθ
T
f ξξξf (xxx) <

0. 另一方面, ϕϕϕT
f θθθf = (θθθf − θθθ∗f )Tθθθf = 1

2
[‖θθθf‖22 +

‖θθθf − θθθ∗f‖22 − ‖θθθ∗f‖22] ≥ 0, 所以, ϕϕϕT
f eeeTPbbbc

θθθfθθθT
f ξξξf (xxx)

‖θθθf‖22
=

ϕϕϕT
f θθθf

eeeTPbbbcθθθT
f ξξξf (xxx)

‖θθθf‖22
≤ 0.

同理可得, I∗2 = 1 时, ϕϕϕT
g eeeTPbbbc

θθθgθθθT
g ξξξg(xxx)

‖θθθg‖22
uc ≤ 0.

又由 us 的定义可得 g(xxx)eeeTPbbbcus, 所以, V̇ ≤
− 1

2
eeeTQeee + eeeTPbbbcω ≤ −λmin(Q)−1

2
‖eee‖22 + 1

2
‖Pbbbc‖22|ω|2.

可以选择 Q, 使得 λmin(Q) > 1. 两边从 0 到 t

积分, 有
∫ t

0
‖eee(τ)‖22dτ ≤ a + b

∫ t

0
|ω(τ)|2dτ , 其中, a =

2
λmin(Q)−1

(|V (0)|+ supt>0|V (t)|), b = 1
λmin(Q)−1

.

4) 若 ω 平方可积, 即
∫ +∞
0

|ω(τ)|2dτ < +∞, 则

由 3) 得, eee 也是平方可积的. 进而 e(t) 平方可积而且

e(t) ∈ L∞(0, +∞).

由条件 ĝ(xxx) ≥ ε > 0, 所以 |uc| ≤ 1/ε
[|f̂(xxx)| +

|y(n)
r | + ‖kkk‖2 + ‖eee‖2

]
. 又 |f̂(xxx)| = |∑tl∈T̃ µtl(xxx)cccT

tl
x̂xx| ≤∑

tl∈T̃ |cccT
tl
x̂xx| ≤ ∑

tl∈T̃ ‖ccctl‖2‖x̂xx‖2.
由 2), 当 t ≥ T 时, ‖xxx(t)‖2 ≤ My +

√
2V̄

λmin
, 所以

‖x̂xx‖2 < +∞. 再由 1), ‖θθθf‖2 ≤ Mf , 所以 f̂(xxx) 是有界的, 进

而 uc 是有界的, us 有界.

由 ėee = Λceee + bbbc[(f̂(xxx) − f(xxx)) + (ĝ(xxx) − g(xxx))uc] −
bbbcg(xxx)us + bbbcω 得 ėee 有界. 所以 ėee ∈ L∞(0, +∞), 进而 ė(t) ∈
L∞(0, +∞). 由 Barbalat 定理, 有 limt→+∞ |e(t)| = 0. ¤
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