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一类动量交换刚柔耦合系统的

自学习组合控制

张国庆 1 王 永 1 梁 青 1

摘 要 提出自学习组合控制方法实现对一类动量交换刚柔耦合系统

的主动控制. 在推导动力学方程的基础上, 提出组合控制律和在线自学

习律并分别证明其稳定性和收敛性. 对刚体旋转和柔性梁振动分别设计

H∞ 控制器和 LQR 调节器, 并馈入角加速度信号构成组合控制系统.

仿真算例表明该方法的有效性.
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Self-learning Assembling Control of a

Class of Momentum Exchange

Rigid-flexible Coupling Systems

ZHANG Guo-Qing1 WANG Yong1 LIANG Qing1

Abstract A self-learning assembling control approach for a

class of momentum exchange rigid-flexible coupling systems is

brought forward. After the derivation of the dynamical equa-

tions, the assembling control approach and a self-learning law

are presented, whose stability and convergence are proved as

well. In this frame, an H∞ controller is designed for the rigid

rotation, and an LQR is designed for the flexible vibration, both

of which are then assembled together with a feed-in from the

angular acceleration. The efficiency is validated by a numerical

simulation.
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工程机械系统正朝着轻质、高速、大型和复杂方向发展,

对传统的刚体运动控制理论提出了严重挑战, 必须同时考虑

部件大范围运动和构件本身的柔性变形, 将其建模为刚柔耦

合多体系统[1−4]. 它紧密结合航天器、机器人、复杂机构等

高科技领域的动力学与控制研究, 对工业现代化和国防技术

发展具有十分重要的应用价值.

目前研究通常将刚柔耦合动力学模型简化为多刚体模

型, 以此为基础设计具有强鲁棒性的控制器, 牺牲控制性能

以避免柔性模态对系统稳定性的破坏[5−6]; 或者改进控制器

设计方法, 利用执行机构动作实现运动控制的同时, 避免柔

性附件的耦合诱发振动幅度过大, 实际上也是以牺牲运动控

制的能量和快速性为代价,避免柔性模态被激发出来[7−8]; 一

种较新颖的思路是将柔性结构振动主动控制同刚体运动控制

结合, 引入压电材料作为传感/作动器用于柔性部件的振动主

动控制[9−10], 控制系统同时完成刚体运动控制和柔性附件振

动抑制, 控制律大都采用 PID 等控制方法, 控制性能相对较

差[11−12].

本文提出自学习组合控制方法以实现对一类动量交换刚

柔耦合系统的主动控制. 系统分别以动量轮和压电材料作为

收稿日期 2006-11-27 收修改稿日期 2007-07-21
Received November 27, 2006; in revised form July 21, 2007
1. 中国科学技术大学自动化系 合肥 230027
1. Automation Department, University of Science and Technology

of China, Hefei 230027
DOI: 10.3724/SP.J.1004.2008.00500

刚体旋转和柔性梁振动控制的作动器. 在推导其动力学方程

及其状态空间实现的基础上, 提出组合控制律和在线自学习

律并分别证明其稳定性和收敛性. 该方法避免了针对整体模

型进行控制器设计时遇到的病态计算问题. 最后进行数值仿

真验证了自学习律和组合控制方法的有效性.

1 动量交换刚柔耦合多体系统数学模型

考虑动量轮作为转动执行机构, 压电片作为柔性梁振动

控制作动器的刚柔耦合系统, 如图 1.

图 1 系统结构示意图

Fig. 1 Configuration of the plant

相对于惯性参考系, 定义逆时针方向为转动正方向, 主

体转动惯量为 Jb, 转角 θ, 转动角速度 θ̇, 动量轮转动惯量为

J , 转速 Ω, 作用于主体上的干扰力矩为 Td.

假设动量轮电机电流为 i, 电流力矩系数为 N1, 电机

摩擦力矩为 Mf . 由于动量轮具有初始动量, 而电机转速

Ω− θ̇ 6= 0, 忽略电机死区, 则动量轮转动方程为[13]

JΩ̇ = N1i + Mf (1)

其中Mf 与 Ω − θ̇ 符号相反. 截取柔性梁的前 N 个振动模

态, 主体运动方程为

Jbθ̈ + FFFTη̈ηη = −N1i−Mf + Td (2)

FFF = [f1 f2 · · · fN ]T 为柔性梁与主体耦合系数向量. ηηη 为柔

性梁模态坐标矢量. 已知该类系统的中心刚体旋转角速度很

小, 故而采用了零次近似模型[14]. 柔性梁振动方程为[12]

η̈ηη + Dη̇ηη + Kηηη + FFF θ̈ = −Γuuua (3)

其中 D = diag{2ξiωi, i = 1, 2, · · · , N}, K = diag{ω2
i , i =

1, 2, · · · , N}. ΓN×N 为压电作动器输入 uuua 与柔性梁的耦合

系数矩阵.

设电机控制电压为 u, 电阻为R, 反电势系数为N2, 则电

机的电流方程为

i =
1

R
[u−N2(Ω− θ̇)] (4)

综合式 (1) ∼ (4), 得到





Jbθ̈ + FFFTη̈ηη = −JΩ̇ + Td

JΩ̇ +
N1N2

R
Ω =

N1N2

R
θ̇ +

N1

R
u + Mf

η̈ηη + Dη̇ηη + Kηηη + FFF θ̈ = −Γuuua

(5)

通常 N1 = N2 = Nm. 其中定义 σ = N2
m/(JR), 则 1/σ 为

动量轮的时间常数, 一般为数十秒. 式 (5) 即为动量交换刚

柔耦合系统的动力学方程.
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假设装配角位移传感器测量中心刚体转角, 同时采用模

态滤波器得到模态坐标, 定义 xxx = [θ θ̇ Ω ηηηT η̇ηηT]T, 则

2N + 3 维状态空间描述如式 (6) (见本页下方). 其中 O 为

零元素组成的适当维数的矩阵, I 为适当维数的单位矩阵,

τ = 1/(FFFTFFF − Jb).

为后文简便, 式 (6) 简记作

{
ẋxx = Axxx + B1uuu + B2vvv

yyy = Cxxx
(7)

2 组合控制律和自学习律

由动力学方程 (5) 和状态空间描述可以发现, 刚体旋转

模态与柔性梁振动模态相互耦合. 当刚体执行指定角度旋转

指令时, 耦合作用将激发柔性梁振动模态, 而柔性梁的柔性

振动又耦合作用于刚体旋转动态过程, 破坏动态过程品质,

甚至可能破坏运动控制系统稳定性.

定理 1. 若方阵 Γ 非奇异, 任给线性控制律

uuu =

[
u

uuua

]
=

[
u(θ, t)

ggg(ηηη, t)

]
(8)

满足 FFF = OOO 时镇定系统 (7), 则对任意 FFF 6= OOO, 控制律

uuu =

[
u

uuua

]
=

[
u(θ, t)

−Γ−1FFF θ̈ + ggg(ηηη, t)

]
(9)

镇定系统 (7).

证明. 当 FFF = OOO 时, 将式 (8) 代入系统 (7), 可以分解为

两个解耦的子系统

ẋxxr = Arxxxr + Bru + B21vvv (10a)

ẋxxη = Aηxxxη + Bηggg + B22vvv (10b)

其中,

Ar =




0 1 0

0 −N2
m/(JbR) N2

m/(JbR)

0 N2
m/(JR) −N2

m/(JR)




Aη =

[
O I

−K −D

]
(11)

其他矩阵由式 (6) 令 FFF = OOO 易知, 不再一一给出. 由定理 1

条件知, 闭环系统 (10) 稳定. 当 FFF 6= OOO 时, 将式 (9) 代入式

(7), 并应用等式关系 (5) 可得

[
ẋxxr

ẋxxη

]
=

[
Ar Arη

O Aη

] [
xxxr

xxxη

]
+

[
Br Brη

O Bη

] [
u

ggg

]
+

[
B21

B22

]
vvv (12)

其中,

Arη =




O O

−τFFFTK −τFFFTD

O O


 , Brη =




O

−τFFFTΓ

O




对比闭环系统 (10) 和 (12), 根据线性系统理论, 式 (12) 两子

系统特征值与式 (10) 中两子系统相同. 由于 u 只是 θ 的函

数, ggg 只是 ηηη 的函数, 闭环系统 (12) 的特征矩阵必为上对角

块矩阵. 又因为系统 (10) 两子系统无耦合, 故闭环系统 (12)

与闭环系统 (10) 特征值相同. 系统 (10) 稳定, 则系统 (12)

稳定. ¤
对实际系统而言, FFF 和 Γ 往往是难以通过理论计算准确

得到. 为了准确得到组合控制律 (9) 中的参数 −Γ−1FFF , 本文

提出在线学习律, 根据实测数据对该参数进行在线学习. 定

义 LLL = [l1 l2 · · · lN ]T, 以及向量

eee(k) = (−Γ−1FFF θ̈(k))−LLLθ̈(k) (13)

其中 k 为采样时刻序号, 设计学习律使 limk→∞ eee(k) = 000, 则

LLLopt = limk→∞LLL(k) = −Γ−1FFF .

定理 2. 对任给初值 LLL0, 采用学习律

LLL(k + 1) = LLL(k) + µeee(k)θ̈(k) (14)

LLL(k) 收敛于 −Γ−1FFF , 其中 µ 为步长.

证明. 定义 J(k) = eeeT(k)eee(k), 则根据最速下降法, 则

LLL(k + 1) = LLL(k)− µ

2

∂J

∂LLL(k)
(15)

又由式 (13) 易知

∂J

∂LLL(k)
= 2eee(k)

∂eee(k)

∂LLL(k)
= −2eee(k)θ̈(k) (16)

由式 (15) 和 (16) 知,

LLL(k + 1) = LLL(k) + µeee(k)θ̈(k)

由于 J 满足最速下降法收敛性定理, 故 limk→∞LLL(k) =

−Γ−1FFF . ¤
步长 µ 需考虑收敛速度和算法稳定性折中选取.





ẋxx =




0 1 0 O O

0
τN2

m

R
− τN2

m

R
−τFFFTK −τFFFTD

0
N2

m

JR
−N2

m

JR
O O

O O O O I

O − τN2
m

R
FFF

τN2
m

R
FFF τFFFFFFTK −K τFFFFFFTD −D




xxx +




0 O
τNm

R
−τFFFTΓ

Nm

JR
O

O O

− τNm

R
FFF τFFFFFFTΓ− Γ




[
u

uuua

]
+




0 0

τ τ

1/J 0

O O

−τFFF τFFF




[
Mf

Td

]

yyy =

[
1 0 0 O O

O O O I O

]
xxx

(6)
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3 控制律设计步骤

定理 1 指出, 控制律设计时可以首先忽略刚体旋转模态

与柔性梁振动模态的相互耦合, 分别针对刚体旋转和柔性梁

振动采用某种成熟方法设计各自的控制律 u(θ, t) 和 ggg(ηηη, t),

然后组成控制律 (9), 即可实现对刚柔耦合系统 (7) 的控制.

定理 2 则指出控制律 (9) 中增益向量 −Γ−1FFF 的在线迭代学

习方法, 通过在线学习得到 LLLopt = limk→∞LLL(k) = −Γ−1FFF .

则最终控制律为

uuu =

[
u

uuua

]
=

[
u(θ, t)

LLLoptθ̈ + ggg(ηηη, t)

]
(17)

3.1 控制系统结构

综合定理 1 和定理 2, 本文给出控制系统结构如图 2.

图 2 组合控制系统结构图

Fig. 2 Configuration of the assembling controller

为了便于实现计算机控制, 图中各信号均按某一采样频

率 fs 进行了离散化. P 为被控对象; C1 为忽略柔性梁影响,

仅针对刚体旋转角位移控制设计的控制器; C2 为忽略刚体旋

转影响, 仅针对柔性梁振动抑制设计的控制器. C1, C2 均已

进行离散化. θ̈ 采用角加速度传感器测量得到. LLLopt 往往难

以通过先验知识给出, 根据定理 2, 本文给出在线自学习结构

如图 3.

图 3 在线自学习律示意图

Fig. 3 Configuration of the online self-learning law

给定任意初值 LLL0, 通过 u(k) 输入某一频率 fu 的稳定

正弦序列, maxi{ωi/2π}. 按学习律 (14) 进行迭代学习, 根

据定理 2, LLL(k) 将收敛于 LLLopt = −Γ−1FFF . 为了避免柔性

梁暂态过程导致自学习收敛过慢, 加入已设计的控制器 C2

构成闭环以加快柔性梁的暂态过程. 图中引入校正矩阵

M = diag{m1, m2, . . . , mN} 以避免直接采用 ηηη(k) 作为误

差信号对最优梯度方向造成扭曲, 进一步加快收敛速度.

控制系统设计共分为三个阶段, 首先忽略刚柔耦合分别

针对刚体旋转和柔性梁振动设计控制器 C1 和 C2, 然后按照

图 3 结构在线学习 LLL(k) 直至收敛于 LLLopt (ηηηTηηη 充分小), 最

终按照图 2 结构组装 C1, C2, 并固定 LLL(k) = LLLopt 对被控对

象 P 进行控制.

3.2 CCC1 的HHH∞ 设计

忽略刚柔耦合, 记 u 到 θ 的传递函数为Gr(s), 需跟踪参

考输入信号 r, 这里 r 不是已知的确定信号, 是一类能量有限

信号, 属于信号集合 {r : r ∈ L2, ‖r‖2 ≤ 1}, 控制输入形式为

u = C1(s)(r − θ) (18)

其中 Gr(s) 已知, 定义控制目标函数为

J = ‖W (r − θ)‖22 + ‖ρu‖22
权重矩阵W 表征控制器在各频段的跟踪要求, ρ 用于惩罚控

制输入. 对位置跟踪问题可选取为带积分环节的低通型函数.

此跟踪问题可归结为极小化问题

min
C1(s)

∥∥∥∥∥
W/(1 + Gr(s)C1(s))

ρC1(s)/(1 + Gr(s)C1(s))

∥∥∥∥∥
∞

(19)

这实际是 H∞ 混合灵敏度问题, 通过 Matlab 令 W1 = W ,

W2 = ρ 可以直接求解, 此处不再赘述. 式 (18) 的时域形式

即为最终控制律 (17) 中的 u(θ, t).

3.3 CCC2 的 LQR设计

忽略刚柔耦合, 柔性梁振动动态特性的状态空间描述为

{
ẋxxη = Aηxxxη + Bηuuua

yyyη = ηηη = Cηxxxη

(20)

其中各矩阵由式 (6) 令 FFF = OOO 易知, 不再一一给出. 若系统

是能控能观的, 设计渐近状态观测器

{
˙̂xxxη = Aηx̂xxη + Bηuuua + H(yyy − ŷyyη)

ŷyyη = Cηx̂xxη

(21)

由观测器极点配置决定. 定义控制目标函数为

Jη =

∫ ∞

t0

yyyTQyyy + uuuT
a Ruuuadt (22)

Q 和 R 分别是对结构响应和控制输入的惩罚项, 取 R 为正

定实对称矩阵, Q 为非负定实对称矩阵. 最优控制输入为

ggg(t) = −R−1BTGx̂xx (23)

式中 G 为 Riccati 方程

0 = GAη + AT
η G−GBηR−1BηG + CηQCη

的解. 式 (23) 即为最终控制律 (17) 中的 ggg(ηηη, t).

4 仿真算例

数值仿真以式 (6) 为数学模型模拟刚柔耦合系统的动态

特性, 各参数取值如下:

Jb = 270.4 kg·m2, J = 30 kg·m2, N1 = 3.96N·m/A,

R = 10Ω, FFF = [−12.9, 6.75, −4.008], 考虑前三阶模
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态, 各模态频率为 ω1 = 0.469 rad/s, ω2 = 4.221 rad/s,

ω3 = 11.725 rad/s. 各阶模态阻尼均设为 ξi = 0.005.

首先不考虑刚柔耦合, 即令模型中 FFF = OOO, 代入各

参数由式 (6) 计算得到从 u 到 θ 的传递函数为 Gr(s) =

−0.001464/(s2 + 0.05807s). 取W = 10/(s + 0.001), ρ = 10

进行 H∞ 混合灵敏度综合, 得到刚体转动的鲁棒控制器, 按

采样频率 fs = 100Hz 离散化后, 得到 z 传递函数为

C1(z) =
−54.01z3 + 159.3z2 − 156.5z + 51.27

z3 − 2.945z2 + 2.891z − 0.9456

取 Q = diag{5, 5, 5}, R = diag{1, 1, 1}, 根据第 3.3 节为

柔性梁振动设计 LQR 控制器, 按采样频率 fs = 100 Hz 离

散化得到 C2(z), 其状态空间形式不再赘述. 仿真中假设

角加速度传感器的动态特性, 即从 θ 到 θ̈ 的传递函数为

ga(s) = s2/(0.0001s2 + 0.02s + 1).

按图 3 构建自学习律, 取 µ = 4.6 × 103, M =

diag{−1, −1.05, −0.36}, 取激励信号为 u = 5 sin(15t), 并

加入幅度为 0.5 的白噪声, 采样频率 fs = 100Hz, 初值

LLL0 = [0 0 0]T, 学习曲线如图 4. 在 70 秒内, LLL(k) 收敛

到 LLLopt = [21.66 − 15.21 3.783]T, 同精确值 −Γ−1FFF =

[21.94 −15.64 3.855]T 的相对误差为 [1.29% 2.75% 1.87%]T.

按图 2构建控制系统,取LLLopt = [21.66 −15.21 3.783]T,

跟踪指令为中心刚体旋转 π/6, 跟踪过程及前三阶模态响应

如图 5. 左列为仅采用 C1 施加旋转控制, 不对柔性梁施加

控制; 中列为采用 C1, C2 直接构成控制系统, 也即令图 2 中

LLLopt = OOO; 右列为采用 C1, C2 和LLLopt 按图 2 构成组合控制.

由数值仿真结果图 5, 采用组合控制后旋转机动需要的

时间由 80 s 减小为 40 s, 可见并没有牺牲刚体控制性能以避

免柔性梁振动被激发, 相反地, 该方法改善了刚体控制性能:

前三阶模态被激发的最大幅度分别减小为不加组合控制时的

0.31%, 2.08%, 3.76%, 持续时间也得到较大幅度的衰减. 而

由中列曲线可见, 简单地将刚体运动控制和柔性结构控制各

自构成闭环将导致整个闭环系统不稳定.

图 4 向量 LLL(k) 的学习过程曲线

Fig. 4 Learning history of the matrix LLL(k)

图 5 控制效果对比

Fig. 5 Comparison of the control performances
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5 结论

本文针对一类动量交换刚柔耦合系统提出了自学习组合

控制方法. 该方法通过自学习律和组合控制律将刚体转动和

柔性结构振动控制器组成最终的控制律. 仿真算例表明, 该

方法大大减小了刚体运动诱发的柔性部件振动, 同时对刚体

运动和柔性结构振动均有良好的控制效果, 验证了自学习律

和组合控制方法的有效性. 对于高速转动情形的自学习组合

控制有待于进一步研究.
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