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含非匹配互联项的一类大型互联

非线性系统的鲁棒分散控制

傅 勤 1, 2 杨成梧 1

摘 要 本文对带有界扰动的一类含非匹配互联项的大型互联非线性系

统进行了分散状态反馈控制设计, 通过子系统状态的线性变换, 得到分散

状态反馈控制律. 当状态反馈控制律作用于该系统时, 无扰动的闭环系统

是全局渐近稳定的, 当扰动有界时, 系统的状态能够收敛到原点的一个与

扰动的界相关的邻域内, 并给出仿真算例说明该结论的可行性和有效性.
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Robust Decentralized Control for a Class

of Large-scale Interconnected Nonlinear

Systems with Mismatched
Interconnections
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Abstract In this paper, decentralized state feedback control

design for a class of large-scale interconnected nonlinear systems

with mismatched interconnections and bounded disturbances is

given. The decentralized state feedback controllers are obtained

by using the linear transformation of the states of each subsys-

tem. When the state feedback control laws are applied to the

systems, the closed-loop systems without disturbances are glob-

ally asymptotic and the states of the systems can converge to a

region of the origin which depends on the bounds of the distur-

bances when disturbances are bounded. A simulation example

shows the feasibility and effectiveness of the conclusion.

Key words Large-scale interconnected systems, state feed-

back, decentralized control, mismatched interconnections

大型互联系统的分散控制设计是近年来控制理论研究的

热点问题, 对于互联系统, 不确定互联项具有怎样的形式是

研究和考虑的重点, 线性或非线性形式、匹配或非匹配形式

等. 文献 [1−2] 对具有线性形式互联项的系统进行了控制设

计, 而对于具有非线性形式互联项的系统, 通常的假设约束

条件是, 互联项的范数小于等于状态范数的某个多项式[3−7],

文献 [3−4] 所研究的系统的互联项满足匹配条件, 文献 [5−7]

则对互联项不满足匹配条件的系统进行了控制设计, 然此类

系统有一定的特殊性, 为适用于反步法的严反馈系统. 对于

互联项不满足匹配条件的非严反馈形式的互联系统, 如何进

行控制设计, 尚鲜有相关的研究论文.

本文研究带有界扰动的一类大型互联非线性系统的鲁棒

分散状态反馈控制问题,该系统的互联项不满足匹配条件,我
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们提出了一种新的控制设计方法. 当状态反馈控制律作用于

该系统, 扰动为零时, 原点是闭环系统的全局渐近稳定平衡

点; 扰动不为零时, 系统的解有界, 且收敛到原点的一个邻域

内, 该邻域与扰动的界有关, 扰动的界越小, 该邻域越小. 该

结论是全局成立的, 且状态反馈控制律与扰动的界无关, 因

此, 扰动的界是可以未知的.

1 问题描述

考虑如下形式的大型互联非线性系统

żzzi = Azzzi + BBBui + fff i(zzz) + dddi(zzz, t) (1)

这里 i = 1, · · · , N 表示各个子系统, zzzi ∈ Rn, ui ∈ R

分别是第 i 个子系统的状态和输入, zzz = [zzzT
1 zzzT

2 · · ·zzzT
N ]T,

fff i(zzz) ∈ Rn 是光滑互联项, dddi(zzz, t) ∈ Rn 是有界扰动, 而

A =




0 1 0 · · · 0

0 0 1 · · · 0
...

...
. . .

. . .
...

0 0 0
. . . 1

0 0 0 . . . 0




n×n

BBB =




0

0
...

0

1




n×1

定义范数 ‖ ·‖为通常的 2-范数,即 ‖xxx‖ =
√∑n

i=1 x2
i , ‖A‖ =√

ρ(ATA). 记 I 为 n 阶单位阵. 对系统 (1) 作如下假设:

假设 1. ‖dddi(zzz, t)‖ ≤ di, di 是常数 (可能未知).

假设 2. fff i(zzz) =
∑N

j=1 zzzjgij(zzz), gij(zzz) ∈ R 且未知, 并

有 |gij(zzz)| ≤ cij , cij 是已知的正常数.

注 1. 对比文献 [3−4] 中相应的假设条件 (‖fff i(zzz)‖ ≤∑N
j=1

∑pij

k=1 βk
ij‖zzzj‖k), 假设 2 符合 pij = 1 的情形.

引理 1[8]. (A,BBB) 可控, 存在 n 阶对称正定阵 P 和 n 维

行向量KKK, 使得

P (A−BBBKKK) + (A−BBBKKK)TP = −I (2)

成立.

系统 (1) 的鲁棒分散状态反馈控制问题为: 设计一个分

散反馈控制律

ui = αi(zzzi), αi(000) = 0

使得

1) 当 dddi(zzz, t) = 0 时, 原点 zzz = 0 是闭环系统

żzzi = Azzzi + BBBαi(zzzi) + fff i(zzz)

的全局渐近稳定平衡点 (i = 1, · · · , N).

2) 当 dddi(zzz, t) 6= 0, 且 ‖dddi(zzz, t)‖ ≤ di 时, 系统

żzzi = Azzzi + BBBαi(zzzi) + fff i(zzz) + dddi(zzz, t)

的解 zzz(t) 有界, 且收敛到原点的一个邻域内, 该邻域与扰动

的界有关, 扰动的界越小, 该邻域越小 (i = 1, · · · , N).
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2 主要结论

利用文献 [9] 的思想方法, 我们对系统 (1) 的每个子系统

的状态进行线性变换, 记 El = diag(ln−1, ln−2, · · · , l, 1), l 为

待定正常数, 作状态的线性变换

z̄zzi = Elzzzi

注意到

ElBBB = BBB, ElAE−1
l = lA

由此系统 (1) 可化为

˙̄zzzi = lAz̄zzi + BBBui + Elfff i(zzz) + Eldddi(zzz, t) (3)

我们有下面的主要结论:

定理 1. 假设 1 和 2 成立, 则系统 (1) 的分散状态反馈

控制律为

ui = αi(zzzi) = −lKKKElzzzi = −lKKKz̄zzi (4)

证明. 由变换的等价性, 只需对系统 (3) 进行控制设计.

构造 Lyapunov 函数

V (z̄zz) =

N∑
i=1

z̄zzT
i Pz̄zzi

其中 z̄zz = [z̄zzT
1 z̄zzT

2 · · · z̄zzT
N ]T.

1) 当 dddi(zzz, t) = 000 时, 将式 (4) 代入式 (3), 利用式 (2) 得

V̇ =

N∑
i=1

(−l‖z̄zzi‖2 + 2z̄zzT
i PElfff i(zzz))

由假设 2 得

V̇ =

N∑
i=1

(−l‖z̄zzi‖2 + 2z̄zzT
i PEl

N∑
j=1

zzzjgij(zzz)) =

N∑
i=1

(−l‖z̄zzi‖2 + 2z̄zzT
i P

N∑
j=1

z̄zzjgij(zzz)) ≤

N∑
i=1

(−l‖z̄zzi‖2 + 2‖P‖
N∑

j=1

‖z̄zzi‖‖z̄zzj‖cij)

由基本不等式性质得

V̇ ≤
N∑

i=1

(−l‖z̄zzi‖2 + ‖P‖
N∑

j=1

cij(‖z̄zzi‖2 + ‖z̄zzj‖2)) =

N∑
i=1

(−l + ‖P‖
N∑

j=1

cij)‖z̄zzi‖2 + ‖P‖
N∑

i=1

N∑
j=1

cij‖z̄zzj‖2 =

N∑
i=1

(−l + ‖P‖
N∑

j=1

cij)‖z̄zzi‖2 + ‖P‖
N∑

i=1

N∑
j=1

cji‖z̄zzi‖2 =

N∑
i=1

(−l + ‖P‖
N∑

j=1

(cij + cji))‖z̄zzi‖2 (5)

取

l = max
1≤i≤N

{1 + ‖P‖
N∑

j=1

(cij + cji)} (6)

则

V̇ ≤ −
N∑

i=1

‖z̄zzi‖2

记 λ1, λ2 分别是 P 的最小和最大特征值,

2λ3 =
1

λ2

则有

V̇ ≤ −2λ3V

由系统变换的等价性, 原闭环系统是全局渐近稳定的.

2) 当 dddi(zzz, t) 6= 000, 且 ‖dddi(zzz, t)‖ ≤ di 时, 将式 (4) 代入

式 (3), 利用式 (2) 得

V̇ =

N∑
i=1

(−l‖z̄zzi‖2 + 2z̄zzT
i PElfff i(zzz) + 2z̄zzT

i PEldddi(zzz, t))

用同样的推导方法, 假设 1 及式 (5) 可得

V̇ ≤
N∑

i=1

(−l + ‖P‖
N∑

j=1

(cij + cji))‖z̄zzi‖2+

N∑
i=1

2‖P‖‖z̄zzi‖‖El‖di

我们要求 l ≥ 1, 则 ‖El‖ = ln−1, 由基本不等式性质可得

V̇ ≤
N∑

i=1

(−l + ‖P‖
N∑

j=1

(cij + cji))‖z̄zzi‖2+

N∑
i=1

(‖P‖2‖z̄zzi‖2 + l2n−2d2
i ) =

N∑
i=1

(−l + ‖P‖
N∑

j=1

(cij + cji) + ‖P‖2)‖z̄zzi‖2+

N∑
i=1

l2n−2d2
i

取

l = max
1≤i≤N

{1 + ‖P‖
N∑

j=1

(cij + cji) + ‖P‖2} ≥ 1 (7)

则

V̇ ≤ −
N∑

i=1

‖z̄zzi‖2 +

N∑
i=1

l2n−2d2
i
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所以

V̇ ≤ −2λ3V +

N∑
i=1

l2n−2d2
i

再由文献 [10] 中引理 1 得

V (t) ≤ V (0) exp(−2λ3t) +

N∑
i=1

l2n−2d2
i

2λ3

由

2λ3 =
1

λ2

记

l2n−2

2λ1λ3
=

λ2l
2n−2

λ1
= λ4

则

N∑
i=1

‖z̄zzi‖2 ≤ λ2

λ1

N∑
i=1

‖z̄zzi(0)‖2 exp(−2λ3t) + λ4

N∑
i=1

d2
i

由式 (7), l ≥ 1, 所以 ‖El‖ = ln−1, ‖E−1
l ‖ = 1, 由此可得

N∑
i=1

‖zzzi‖2 =

N∑
i=1

‖E−1
l z̄zzi‖2 ≤

N∑
i=1

‖z̄zzi‖2 ≤

λ2

λ1

N∑
i=1

‖z̄zzi(0)‖2 exp(−2λ3t) + λ4

N∑
i=1

d2
i =

λ2

λ1

N∑
i=1

‖Elzzzi(0)‖2 exp(−2λ3t) + λ4

N∑
i=1

d2
i ≤

λ4

N∑
i=1

‖zzzi(0)‖2 exp(−2λ3t) + λ4

N∑
i=1

d2
i

所以

‖zzz‖2 =

N∑
i=1

‖zzzi‖2 ≤

λ4

N∑
i=1

‖zzzi(0)‖2 exp(−2λ3t) + λ4

N∑
i=1

d2
i =

λ4‖zzz(0)‖2 exp(−2λ3t) + λ4

N∑
i=1

d2
i

由此解 zzz(t) 有界, 且收敛到原点的一个邻域内, 该邻域与扰

动的界 di 有关, 扰动的界越小, 该邻域越小. ¤
注 2. 因为互联项不满足匹配条件, 在证明过程中, 采

用的方法是将变换矩阵 El 吸收到互联项的每一项中, 即

Elzzzj = z̄zzj(j = 1, · · · , N), 所以, 与文献 [3−4] 相对比, 本文

研究的系统的每个子系统只能具有相同的维数.

注 3. 由定理 1 的证明过程可知, 扰动的界 di 允许是任

意大的.

3 仿真算例

取 N = 2, n = 2, 考虑如下的互联系统

ż11 = z12 + z11 cos (z21 + z22) + z21 cos(z11z12) + cos t

ż12 = u1 + z12 cos (z21 + z22) + z22 cos(z11z12) + sin t

ż21 = z22 + z11 cos(z21z22) + z21 cos (z11 + z12) + cos t

ż22 = u2 + z12 cos (z21z22) + z22 cos (z11 + z12) + sin t (8)

即

A =

(
0 1

0 0

)
, BBB =

(
0

1

)

g11(zzz) = cos (z21 + z22), g12(zzz) = cos (z11z12)

g21(zzz) = cos (z21z22), g22(zzz) = cos (z11 + z12)

ddd1(zzz, t) = ddd2(zzz, t) =

(
cos t

sin t

)

所以 c11 = c12 = c21 = c22 = 1, 取KKK = [2 3], 则

P =




5

4

1

4

1

4

1

4


 , ‖P‖ =

3 +
√

5

4

当扰动为零时, 由式 (6), 取

l = 1 + (3 +
√

5) = 4 +
√

5

由式 (4) 得分散反馈控制律

u1 = −2(4 +
√

5)2z11 − 3(4 +
√

5)z12

u2 = −2(4 +
√

5)2z21 − 3(4 +
√

5)z22

所以系统 (8) 化为

ż11 = z12 + z11 cos (z21 + z22) + z21 cos (z11z12)

ż12 = − 2 (4 +
√

5)2z11 − 3 (4 +
√

5)z12+

z12 cos (z21 + z22) + z22 cos (z11z12)

ż21 = z22 + z11 cos (z21z22) + z21 cos (z11 + z12)

ż22 = − 2 (4 +
√

5)2z21 − 3 (4 +
√

5)z22+

z12 cos (z21z22) + z22 cos (z11 + z12) (9)
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取初值

z11(0) = z12(0) = z21(0) = z22(0) = 1

则系统 (9) 的仿真结果为图 1 ∼ 4.

当扰动不为零时, 由式 (7), 取

l =
39

8
+

11

8

√
5

由式 (4) 得分散反馈控制律

u1 = −2(
39

8
+

11

8

√
5)2z11 − 3(

39

8
+

11

8

√
5)z12

u2 = −2(
39

8
+

11

8

√
5)2z21 − 3(

39

8
+

11

8

√
5)z22

所以系统 (8) 化为

ż11 =z12 + z11 cos(z21 + z22) + z21 cos(z11z12) + cos t

ż12 =− 2(
39

8
+

11

8

√
5)2z11 − 3(

39

8
+

11

8

√
5)z12+

z12 cos(z21 + z22) + z22 cos(z11z12) + sin t

ż21 =z22 + z11 cos(z21z22) + z21 cos(z11 + z12) + cos t

ż22 =− 2(
39

8
+

11

8

√
5)2z21 − 3(

39

8
+

11

8

√
5)z22+

z12 cos(z21z22) + z22 cos(z11 + z12) + sin t (10)

取初值

z11(0) = z12(0) = z21(0) = z22(0) = 1

则系统 (10) 的仿真结果为图 5 ∼ 8.

图 1 z11 的轨迹

Fig. 1 The trajectory of z11

图 2 z12 的轨迹

Fig. 2 The trajectory of z12

图 3 z21 的轨迹

Fig. 3 The trajectory of z21

图 4 z22 的轨迹

Fig. 4 The trajectory of z22

图 5 z11 的轨迹

Fig. 5 The trajectory of z11
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图 6 z12 的轨迹

Fig. 6 The trajectory of z12

图 7 z21 的轨迹

Fig. 7 The trajectory of z21

图 8 z22 的轨迹

Fig. 8 The trajectory of z22

4 结论

本文考虑了一类不满足匹配条件的大型互联非线性系统

的鲁棒分散状态反馈控制问题. 与文献 [3−4] 相比, 本文的主

要贡献是将匹配条件换成了非匹配条件, 并且系统增加了可

以是大扰动的有界扰动项. 通过子系统状态的线性变换对系

统进行了控制设计, 最终得到了全局成立的结论 (文献 [4] 的

结论是半全局的), 仿真算例证明了此结论.
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