
 

 

合作−竞争广义不确定异构多智能体系统的二分输出一致
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摘    要   针对符号有向图下合作−竞争广义不确定异构多智能体系统的二分输出一致问题, 基于协同鲁棒输出调节原理提

出新型分布式控制算法, 使得具有竞争关系和不同动态的两组智能体能够分别跟踪幅值相等、符号相反的外系统输出. 首
先, 为实现对不确定系统参数的动态补偿, 引入基于外系统观测器的动态内模补偿器, 进而设计分布式状态反馈控制协议.
区别于传统协同输出调节问题, 通过将二分一致性问题转化为增广闭环广义系统的稳定性问题, 证明了在不依赖广义调节

方程精确解的情况下, 提出的控制器能够实现小范围参数摄动下的二分输出跟踪. 其次, 在状态不可获知条件下, 通过重构

动态内模补偿器, 设计分布式二分输出反馈控制协议. 最后, 通过仿真算例证明了所提出的分布式协同控制算法的有效性.
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近年来, 随着新一代信息技术、高端制造技术

和人工智能技术的飞速发展, 多智能体系统的协同

控制[1−3] 已成为国内外学者的研究热点之一. 一致性

作为协同控制的核心理论, 其主要目标是通过设计
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分布式控制算法, 使每个智能体的某一特征状态渐

近收敛至相同值, 进一步可分为状态一致性问题和

输出一致性问题. 例如, 文献 [4]利用分布式自适应

事件触发控制方法, 实现具有未知动态和外部干扰

的高阶多智能体系统的状态一致性. 文献 [5]针对

受有向拓扑和干扰影响的多智能体系统, 研究有限

时间领导跟随输出一致性问题.
传统一致性控制协议设计主要依赖智能体间的

协同交互作用, 通常采用非负图进行描述. 然而, 竞
争关系也广泛存在于生物网络[6] 和社交网络[7] 等复

杂系统中, 因此通过引入负权重机制建立相应的协

同算法. 例如, 在公交运输网络中, 公交车采用相同

路线意味着竞争关系, 若乘客需要转乘才能抵达目

的地则存在合作关系, 基于这种合作−竞争交互作

用公交系统能够实现复杂高峰路况时的高效协同运

输[8]. 在现代工业生产过程中, 每个子流程可归类为

合作−竞争型群体, 参与大规模生产线的生产单元

根据需要完成的多制造任务进行分组, 相比通用定

点控制方案具有显著优势[9]. 在如图 1所示的灾害

救援场景中, 地面无人车与空中无人机共同组成合

作−竞争分组系统, 其中无人机作为探测组用于快

速扫描灾区的不同区域, 地面无人车将覆盖不同区

域作为竞争目标, 同时作为运输组根据无人机扫描

离场后生成的热力图运送物资实现协同救援. 因此,
探索竞争与合作关系共存下的多智能体系统协同控

制具有重要意义. 为解决该类问题, Altafini 于
2012年在文献 [10]中引入带有正、负权值的符号图

并首次提出新型二分一致性概念. 作为传统一致性

的重要延伸, 许多学者解决了符号图下的多种二分

一致问题[11−13]. 例如, 文献 [11]解决了模型参数不确

定下多无人艇系统的固定时间二分编队跟踪控制问

题. 在有向符号通信网络下, 文献 [12]基于分布式

估计器研究多欧拉−拉格朗日系统的固定时间二分

一致性问题. 文献 [13]提出分布式事件触发二分一

致性策略并应用于多卫星编队. 然而, 上述文献中

提出的控制协议主要用于实现同构多智能体系统的

二分状态一致, 如何实现更复杂的异构动态下的二

分输出一致仍是一个值得关注的方向.

p

输出调节原理[14] 是实现输出一致的一个有效

方法. 将单个系统推广到多智能体系统时, 对应的

输出跟踪问题称为协同输出调节问题[15]. 由于输出

调节方法能够利用分离原理将反馈控制和前馈控制

有效结合起来, 因此在实现异构动态的输出一致上

有着独特优势. 基于此, 学者们针对更符合实际的

合作−竞争异构多智能体系统, 解决了所谓的二分

协同输出调节问题. 例如, 文献 [16]基于状态反馈

和输出反馈给出二分输出调节控制方法, 文献 [17]
通过自适应动态事件触发控制实现二分时变输出编

队跟踪. 然而, 上述成果中需要依赖调节方程的精

确解构造静态控制器, 难以应对系统存在参数不确

定的扰动情形. 相对于协同输出调节中常用的前馈

控制法, 内模法由于其能够有效处理参数不确定性

问题更具优势. 例如, 文献 [18]基于  -重内模原理

解决了一类输出一致性问题, 文献 [19]进一步实现

了多领导者下的分布式输出包含控制. 然而, 上述

文献难以实现更一般合作−竞争网络下的鲁棒输出

调节. 特别地, 文献 [20]研究符号有向图下一类线

性不确定多智能体系统的二分输出调节问题. 然而,
该研究主要依赖邻居智能体间的输出交互, 没有引

入外系统观测器, 难以适用更一般的一致性场景.
在实际情况中, 智能体间的合作可能会受通信

限制和环境制约, 这些限制因素可以看作是一种代

数约束. 因此, 相比于大多数文献主要研究的微分

系统, 当耦合变量间存在代数约束或者同时含有

变化较快及缓慢的因子时, 由微分−代数方程组成

的具有广泛形式的广义系统 (也称奇异系统或者隐

式系统)更适合于描述实际物理系统, 如电路系统、

地震预测装置、水上漂浮设备以及三连杆平面机械

手等. 因此, 研究人员开始关注广义多智能体系统,
并得到诸多一致性结果[21−25]. 例如, 文献 [21−22]基
于观测器技术分别解决了线性和非线性广义同构多

智能体系统的二分状态一致性问题. 相应地, 文
献 [23]基于输出调节原理实现广义异构多智能体

系统的输出一致. 然而, 上述文献均基于传统非负

通信拓扑图进行研究, 并未考虑合作−竞争关系共

存情况下的复杂协同行为. 进一步, 文献 [24]解决

了合作−竞争广义异构连续多智能体系统的二分

输出一致性问题. 文献 [25]针对合作−竞争广义异

构离散多智能体系统, 研究分布式二分输出编队控

制问题. 然而, 针对更为复杂的广义不确定异构多

 

控制中心

 

图 1    地面无人车与空中无人机共同组成的协同救援

Fig. 1    Cooperative rescue consisting of ground unman-
ned vehicle and air unmanned aerial vehicle
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智能体系统, 如何基于输出调节理论设计先进二分

一致性控制策略, 在不依赖传统调节方程精确解

的同时, 能够容忍足够小的不确定参数, 值得深入

研究.

p

基于上述分析, 本文在更一般的符号有向拓扑

图下, 考虑广义不确定异构多智能体系统的二分输

出一致性问题. 区别于传统一致性问题, 通过引入

 -重内模原理, 在结构平衡条件下, 利用正交变换

法将增广闭环广义系统的二分一致性问题转化为鲁

棒输出调节问题. 考虑只有部分跟随者能够得到外

系统的跟踪信号, 设计相应的分布式外系统观测器,
进而基于状态反馈和输出反馈提出新型一致性控制

器, 能够在不依赖传统无向图下拉普拉斯矩阵对称

性和调节方程精确解情况下, 实现小范围不确定参

数下的二分一致, 设计的控制协议也更具有普适性.
具体而言, 本文有如下创新点:

1) 针对具有广义异构动态、不确定参数和合作

竞争交互的复杂多智能体系统, 研究一类分布式二

分输出一致性问题, 能够在精确表征实际动态系

统物理特性的同时, 满足复杂动态环境下的多任务

需求.
p2) 提出基于  -重内模和线性矩阵不等式的新

型外系统观测器, 通过构建动态内模补偿器, 设计

基于状态反馈和输出反馈的二分一致性控制协议,
能够实现对不确定性参数的动态补偿, 并且不依赖

调节方程精确解.
3) 基于协同鲁棒输出调节理论构造广义不确

定异构动态的二分输出一致框架, 通过去除符号有

向图中竞争作用的负权值, 设计的控制协议能够易

于推广并解决符号/非负拓扑下同构系统的二分/传
统状态/输出一致性问题.

本文其余部分如下: 第 1节给出符号说明、代

数图论、问题描述和理论基础; 第 2节基于输出调

节和内模原理分别提出分布式状态反馈和输出反馈

二分控制协议; 第 3节给出仿真算例验证提出的两

个分布式控制策略的有效性; 第 4节总结本文并对

未来进一步的研究方向进行展望.

 1　预备知识和问题描述

 1.1　符号说明

R Rn IN 1N n

N 1 N

P ∈ Rn×n P−1 P ∗

P block diag{P1,

· · · , PN} diag {a1, · · · , aN}

 、 、  和   分别代表实数集、  维实向

量、  维单位矩阵和元素全为  的  维列向量. 对
于任意非零实矩阵 ,   和  分别代表

矩阵   的逆矩阵和共轭转置矩阵. 
 和   分别表示块对角矩

Pi, i = 1, · · · , N ai, i =

1, · · · , N P P > 0 (P

≥ 0) P < 0 (P ≤
0) A

λm(A) λmax(A) λmin(A)

A m

sgn (·) ⊗
M、N、K、L

υ

阵和对角矩阵, 其中  代表矩阵, 
 代表常数. 若  为对称矩阵, 则 

 表示为正定 (半正定) 矩阵, 反之  

 为负定 (半负定)矩阵. 将对称矩阵  的特征值

从大到小排列, 用 、  和  分别

代表矩阵  的第  个特征值、最大特征值和最小

特征值.   为标准符号函数.   代表 Kroneck-
er积, 对于具有合适维数的常数矩阵 

以及常数 , 满足如下运算法则:

1) (υM)⊗N = M ⊗ (υN)

2) (M ⊗N) (K ⊗ L) = (MK)⊗ (NL)

3) M ⊗N +M ⊗K = M ⊗ (N +K)

vec (·)
X ∈ Rm×n vec (X) =

[
XT

1 , · · · , XT
n

]T
Xi,

i = 1, · · · , n X i

A ∈ Rn×q, B ∈ Rp×m, X ∈ Rm×n

  表示矩阵的向量化运算符号 ,  对于矩阵

, 有 , 其中 

 是矩阵  的第  个列向量. 对于矩阵

, 有

vec (BXA) =
(
AT ⊗B

)
vec (X)

 1.2　代数图论

N

G = (V, E , A) V =

{v1, v2, · · · , vN}
E = {(vi, vj) |vi, vj ∈ V, vi ̸= vj }

Eji = (vj , vi) ∈ E
vj vi

vi Ni = {vj ∈ V |(vj , vi) ∈ E ,
i ̸= j} |Ni| vi A =

(aij) ∈ RN×N G aij

Eij ∈ E aij > 0

aij < 0

∀i ∈ V, aii = 0

L̃s = [lij ]N×N lij =∑
j∈Ni

aij , i = j lij = −aij , i ̸= j

G
Ls lsij =

∑
j∈Ni

|aij | , i = j lsij =

−aij , i ̸= j

针对多智能体系统一致性问题研究中, 代数图

论通常用于分析智能体系统的拓扑关系. 考虑一个

包含  个智能体的系统, 每个智能体间的信息交流

用符号有向图  进行描述. 其中, 
 表示节点集, 每个节点可视为一

个智能体.   表示每

两个不同节点组成的边集, 其中每一条边可视为一

个智能体对间的信息交流.   表示

节点   可单向将信息传递给节点  . 相应地, 节
点  的邻居集可定义为 

,    表示节点   的邻居数量 .  此外 ,  
 表示符号有向图   的邻接矩阵, 

可视为对应边   的权值 .  其中 ,    和

 分别代表智能体间合作和竞争关系. 并且,
本文多智能体系统不考虑含有自环的情况 ,  即

. 对于传统一致性问题的非负拓扑,
拉普拉斯矩阵可记为  ,  其中 ,  

 和 . 本文考虑的每

个智能体之间不仅存在合作也存在竞争, 即符号有

向图  对应边的权值可为负. 基于此, 拉普拉斯矩

阵  的元素可记为  和 

.
v0

G̃ = (Ṽ, Ẽ , Ã) Ṽ = {v0, v1, · · · ,
vN}

在领导−跟随者框架下, 引入节点  作为领导者,
与某些跟随者可进行信息交流. 构造增广符号有向

图  , 其中节点集为  

. 为描述领导者与跟随的作用关系, 定义牵引矩
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Gs= diag {g1, g2, · · · , gN} ∈ RN×N

vi v0

gi > 0 gi = 0

G ̸= I

G̃ v0

G̃

阵 . 并且, 若跟

随者  可以接收到外系统  传递的信息, 则权值

, 否则 . 本文考虑更符合实际场景的情

况, 即 , 表示只有部分跟随者能够获知外系统

信息. 当且仅当存在一个节点有可达到其他任意节

点的有向路径, 则称图  包含一个以节点  为根节

点的有向生成树. 增广符号有向图  的拉普拉斯矩

阵进一步定义为

L̃s = Ls +Gs =
ls11 + g1 0 · · · 0

0 ls22 + g2 · · · 0

...
...

. . .
...

0 0 · · · lsNN + gN

 (1)

本文考虑的通信拓扑满足以下假设.

G̃ v0

假设 1. 领导者与每个跟随者间至少有一条有

向路径, 即符号有向图  包含一个以领导者  为根

节点的有向生成树.
V

V1 V2

定义 1 (结构平衡[10]). 节点集  划分为两个非

空子集合  和 , 并且同时满足如下条件:

1) V1 ∪ V2 = V, V1 ∩ V2 = ∅

2)

{
aij > 0, ∀i, j ∈ Vl, l ∈ {1, 2}
aij < 0, ∀i ∈ Vl, j ∈ Vk, l ̸= k, l, k ∈ {1, 2}

G̃则称符号图  是结构平衡的.
进一步有如下引理.

G̃ D̃ =

diag{d̃1, d̃2, · · · , d̃N} d̃i ∈ {1, −1} vi ∈
Vl, l ∈ {1, 2} d̃i = 1 vj ∈ V3−l d̃j =

−1

引理 1 [ 1 0 ]. 对于满足结构平衡条件的符号有

向图  , 存在用于区分两个子组的对角矩阵  

, 其中,  , 当  

 时,  ; 反之,   时, 

.
G̃

L̃s = Ls +G

D̃L̃sD̃ > 0

引理 2[16]. 若增广符号有向图  存在一个有向

生成树, 则矩阵  的特征值均具有正实

部. 此外, 有 .
G̃

D̃
1 −1

当考虑的通信拓扑   满足假设 1 的结构平衡

条件时, 可知网络中的智能体由于不同组的竞争性

能够分为两个对立子组, 而同一子组内的智能体保

持协同作用. 此外, 引入引理 1中的矩阵  后, 可
通过元素  或  对两个子组进行区分. 在该框架

下, 通过设计合适的分布式控制器, 若可实现不同

子组的跟随者分别以大小相等、方向相反的轨迹跟

踪领导者信号, 就可称系统实现了二分一致性.

 1.3　问题描述

G̃在增广符号有向图   下, 若系统通信拓扑满

足结构平衡条件, 则系统分为两个对立关系的子

aij > 0

aij < 0 N

1

i

组, 合作−竞争关系共存于智能体中, 即同一子组内

智能体的交互  , 而不同组间的智能体交互

. 在该合作−竞争网络下, 考虑一个由  个

跟随者和  个领导者组成的高阶广义不确定异构多

智能体系统, 且第  个跟随者的动力学方程可直接

描述为{
Ẽiẋi(t) = Ãixi(t) + B̃iui(t)

yi(t) = C̃ixi(t)
, i = 1, · · · , N (2)

xi(t) ∈ Rni i

ui(t) ∈ Rmi i yi(t) ∈
Rq i Ẽi ∈ Rni×ni

rank(Ẽi) < ni

Ẽi = Ini

其中 ,   代表第   个跟随者的状态信息 ,
 代表第  个跟随者的控制输入, 

 代表第  个跟随者的输出信息.   为　

奇异矩阵, 即不可逆矩阵, 满足  . 显
然, 若矩阵  时, 则系统 (2)为一般线性连续

时间系统. 进一步, 外系统的动力学方程可描述为{
ṙ(t) = Srr(t)

yr(t) = Rrr(t)
(3)

r(t) ∈ Rh yr(t) ∈ Rq

Sr ∈ Rh×h Rr ∈ Rq×h

其中,   代表外系统的状态信息, 
代表外系统的参考输出.   和  

为系统矩阵.

G̃ v0 Gs

注 1. 在传统协同输出调节理论框架[15] 下, 外
系统可生成参考轨迹和外部干扰信号, 通常由一类

自治动态构成. 同时, 外系统也可视为领导−跟随框

架下的领导者, 在本文的合作−竞争网络下可生成

两个对立子组所跟踪的输出参考轨迹. 在符号有向

图  中, 外系统记为 , 相应的牵引矩阵  可描

述系统间只有部分跟随者能获知领导者信息的实际

场景.

Ãi B̃i C̃i Ẽi

由式 (2)和式 (3)组成的广义不确定异构多智

能体系统中不确定矩阵 ,  ,   和  定义为

Ãi = Ai +∆Ai ∈ Rni×ni , B̃i = Bi +∆Bi ∈ Rni×mi

C̃i = Ci +∆Ci ∈ Rq×ni , Ẽi = Ei +∆Ei ∈ Rni×ni

(4)

∆Ai ∆Bi ∆Ci ∆Ei

Ãi B̃i C̃i Ẽi

其中, 矩阵 ,  ,   和  分别代表标称

矩阵 ,  ,   和  的不确定参数, 也可视为扰动

矩阵. 进一步, 跟随者系统参数的不确定部分可描

述为

∆̃ =


vec (∆A1, ∆A2, · · · , ∆AN )

vec (∆B1, ∆B2, · · · , ∆BN )

vec (∆C1, ∆C2, · · · , ∆CN )

vec (∆E1, ∆E2, · · · , ∆EN )

 (5)

∆̃ ∈ RNni(2ni+mi)+Nqni

W ∆̃ = 0

其中,   位于 0附近的开邻域

 内. 如果 , 则系统 (2)称为标称系统. 若系

统在小范围参数不确定情况下, 能实现对外系统输
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yr(t)出  的二分轨迹跟踪, 则本文的二分输出一致性

问题可解.
为实现具有竞争关系的两个子组的输出一致,

为每个跟随者定义如下的输出跟踪误差:

ei(t) = yi(t)− d̃iyr(t) = C̃ixi(t)− d̃iRrr (t) (6)

本文主要的研究问题可整理如下:
G̃

ui(t), i = 1, · · · , N
lim

t→∞ ei(t) = 0

∆̃ ∈ W

问题 1. 在增广符号有向图  下, 针对由式 (2)
和式 (3)组成的合作−竞争广义不确定异构多智能

体系统, 设计分布式控制器  使

得所有跟随者的 , 则可称二分输出

一致性问题能够得到解决. 最终, 在  范围内,
不同组的跟随者能够以模值相等、大小相反的方式

跟踪领导者, 即
lim
t→∞

yi(t) = yr(t), ∀i ∈ V1

lim
t→∞

yi(t) = −yr(t), ∀j ∈ V2

(7)

aij < 0

注 2. 在多智能体系统的一致性控制研究中, 竞
争关系的引入会显著增加问题的复杂性. 与纯粹合

作的情形相比, 其面临的困难不仅体现在理论分析

的层面, 更体现在系统拓扑和算法设计层面. 具体

而言, 在智能体间竞争与合作作用共存情况下, 传
统的非负图已无法表示出这种作用关系, 因此通常

需要引入带有正、负权值的符号图进行分析, 而基

于该拓扑矩阵的特征值性质则更为复杂. 在控制器

设计层面, 由于竞争关系的引入, 往往需要合理处

理邻居信息交互权值  的情况, 以实现相应的

一致性控制.

 1.4　理论基础

基于鲁棒输出调节和广义系统理论, 根据本文

要实现的二分输出一致目标, 后续证明需用到的定

义和假设如下.
Ai ∈ Rni×ni Bi ∈ Rni×mi

Ci ∈ Rq×ni Ei ∈ Rni×ni

定义 2[26]. 对于矩阵 ,  ,
 和 , 有:
deg (det[sEi −Ai]) = rank (Ei) det[sEi

−Ai] ̸= 0, ∀s ∈ C (Ei, Ai)

1) 若  和 
 均成立时 , 矩阵对   是正

则和无脉冲的.
rank [sEi −Ai, Bi] = ni, ∀s ∈ C

(Ei, Ai, Bi)

2) 若   成立时,
矩阵对  是可镇定的.

rank
[

sEi −Ai

Ci

]
= ni, ∀s ∈ C

(Ei, Ai, Ci)

3) 若  成立时, 矩

阵对  是可检测的.
Sr假设 2. 外系统矩阵  的特征值没有负实部.

(Ei, Ai), i = 1, · · · , N假设 3. 矩阵对  是正则

和无脉冲的.
(Ei, Ai, Bi), i = 1, · · · , N假设 4. 矩阵对   是

可镇定的.
(Ei, Ai, Ci), i = 1, · · · , N假设 5. 矩阵对   是

可检测的.
p根据鲁棒输出调节理论,   -重内模原理对解决

系统参数不确定性问题起着重要作用, 具体形式定

义如下.
p (M1, M2)

Sr p

定义 3 (  -重内模[14]). 矩阵对  称为

关于矩阵  的一个  -重内模, 若满足

M1 = S

[
S1 S2

0 G1

]
S−1, M2 = S

[
S3

G2

]
(8)

S Si, i = 1, 2, 3

i = 1, · · · , p (G1, G2)

其中,   是任意非奇异矩阵,   是具有

恰当维数的任意常数矩阵 .  此外 ,  对于所有的

, 矩阵对  满足如下形式:{
G1 = block diag {β1, β2, · · · , βp}

G2 = block diag {α1, α2, · · · , αp}
(9)

βl αl Rsl×sl

Rsl l = 1, 2, · · · , p
其中,   和  分别是维数为  的常数方阵和

维数为  的常数列向量,  , 且满足:
(βl, αl) l = 1, 2, · · · , p1) 矩阵对 ,   是能控的;

Sr βl2) 外系统矩阵  的最小多项式能够整除  的

特征多项式.
(G1, G2) (M1, M2)

(G1, G2) Sr p

(G1, G2)

注 3.   可视为  的一种特殊形

式, 即  包含外系统矩阵  的一个  -重内

模. 一般来说, 满足式 (9)的矩阵对  可由

其定义获得. 令

mindet (λI − Sr) = λsm + a1λ
sm−1 + · · · +

asm−1λ+ asm (10)

Sr p = 1

G1 = β1 G2 = σ1 (G1, G2)

是矩阵  的最小多项式. 不失一般性, 当  时,
令   和  . 由于矩阵对   的能

控性, 总可以得到如下形式:

β1 =



0 1 · · · 0

0 0 · · · 0

...
...

. . .
...

0 0 · · · 1

−asm −asm−1 · · · −a1


, σ1 =



0

0

...

0

1


(11)

(β1, σ1) Sr 1特别地, 矩阵对  包含矩阵  的  -重内模.
基于鲁棒输出调节理论, 给出如下假设:
假设 6. 如下广义调节方程组{
ẼwiXwiSr = AwiXwi +BwiZwi

ZwiSr = G1Zwi +G2(CwiXwi − d̃iRr)
(12)

(Xwi, Zwi) Awi Bwi

Cwi Ẽwi Ẽwi

存在矩阵解 . 其中, 常数矩阵 ,  ,
 和  具有合适维数, 且  为奇异矩阵, 矩
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(G1, G2) Sr p阵对  包含  的  -重内模.
进一步有如下引理:

(G1, G2)

Sr p

引理 3[14, 19]. 如果矩阵对  包含外系统

矩阵  的  -重内模, 且线性西尔维斯特方程

ZSr = G1Z +G2F (13)

Z F = 0有矩阵解 , 则有 .

Z = Zwi F = CwiXwi − d̃iRr

注 4. 引理 3 常用于鲁棒输出调节问题的实

现[18−20], 通过利用内模原理相关性质实现输出跟踪

误差渐近趋于零. 当调节方程组 (12) 有解时, 令
,  , 则有

0 = CwiXwi − d̃iRr (14)

注 5. 调节方程组 (12)是实现外系统渐近跟踪

的必要条件, 具有不同形式的调节方程广泛应用于

协同输出调节问题中. 为实现广义多智能体系统的

输出跟踪, 文献 [23−25]均引入广义调节方程作为

假设条件之一, 相应的形式为{
ẼriΠriSr = AriΠri + Eri

0 = CriΠri + Fri

(15)

令

Ẽri =

[
Ẽwi 0

0 I

]
, Πri =

[
Xwi

Zwi

]

Ari =

[
Awi Bwi

G2Cwi G1

]
, Eri =

[
0

−d̃rG2Rr

]
Cri =

[
Cwi 0

]
, Fri = −d̃rRr

(16)

vec (·)

则式 (15)可等价写为由式 (12)和式 (14)组成的广

义调节方程组. 另一方面, 对式 (15)的第一行等式

两边作  运算, 则有(
ST
r ⊗ Ẽri − I ⊗Ari

)
vec (Πi) = vec (Eri) (17)

由线性方程组有解的秩条件可知, 当

rank
(
ST
r ⊗ Ẽri − I ⊗Ari

)
=

rank
(
ST
r ⊗ Ẽri − I ⊗Ari, Eri

)
(18)

满足时, 结合式 (13), 可知式 (12)和式 (15)存在矩

阵解, 进而式 (14)成立.
Ẽri = I注 6. 当奇异矩阵为单位阵时, 即 , 则

式 (15)转化为传统协同输出调节问题中具有更一

般形式的如下调节方程:{
ΠriSr = AriΠri + Eri

0 = CriΠri + Fri

(19)

Ari当  是 Hurwitz矩阵时, 结合假设 2中外系统矩

Sr Ari Sr

Ari

λ ∈ σ (Sr)

阵  的特征值性质, 可知矩阵  和  没有公共

特征值. 根据西尔维斯特方程有解性质, 则退化

后的调节方程 (19)有唯一矩阵解. 需要指出的是,
矩阵   在输出调节问题中通过设计合适的控制

增益可轻松实现调节方程有解. 此外, 对于非广义

标称多智能体系统, 若所有的 , 传输零点

条件

rank

[
Ai − λIni

Bi

Ci 0

]
= ni + q (20)

σ (Sr) Sr

也是用于保证调节方程 (19)有解的常见假设, 其中

 为矩阵  的谱, 可见文献 [17−22]. 因此, 本
文的广义调节方程 (12)可退化为一般形式 (19), 进
而用于解决非广义系统的协同输出调节问题, 传统

输出调节问题也可看成是本文的一种特殊形式.

(G1, G2) Sr p

引理 4[14]. 如果假设 2和假设 4同时成立, 且矩

阵对   包含外系统矩阵   的一个   -重内

模, 令

Ξi =

[
Ai 0

G2Ci G1

]
, Πi =

[
Bi

0

]
(21)

(Ξi, Πi)那么矩阵  是可镇定的.
基于上述引理, 可得:

∆̃ ∈ W

(K1i, K2i)

推理 1. 如果矩阵对式 (21)是可镇定的, 那么

在足够小的参数扰动  范围内存在增益矩阵

对  使得如下矩阵

Awi =

[
Ãi + B̃iK1i B̃iK2i

G2C̃i G1

]
(22)

是 Hurwitz的.
Ki = [K1i,

K2i]

证明. 由引理 4可知, 存在增益矩阵 

, 使得

Ξi +ΠiKi =

[
Ai 0

G2Ci G1

]
+

[
Bi

0

]
[K1i, K2i] =[

Ai +BiK1i BiK2i

G2Ci G1

]
(23)

∆̃ W

∆̃ ∈ W

是 Hurwitz的. 由于标称矩阵 (23)是 Hurwitz的,
因此在  处存在充分小的开邻域 , 使得对于任

意的 , 矩阵 (22)是 Hurwitz的.  □

 2　主要结果

 2.1　分布式状态反馈二分输出一致性控制

本节提出一种基于状态反馈的分布式二分一致

性控制协议. 首先, 考虑部分跟随者无法直接获知
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外系统轨迹信息的实际场景, 设计如下的分布式外

系统观测器:

ξ̇i(t) = Srξi(t) +
∑
j∈Ni

aijΩr (ξj(t)− sgn (aij) ·

ξi(t)) + giΩr

(
d̃ir(t)− ξi(t)

)
(24)

Ωr ∈ Rh×h > 0

ξi ∈ Rh

ri

其中,   为待设计的外系统观测器增

益,   为分布式观测器状态, 其本质为对外系

统状态  的估计.
基于假设 1和引理 1, 由于考虑的符号有向图

中两个智能体之间只存在一种作用关系, 因此有如

下等价关系:
|aij | = aijsgn (aij)

aij d̃i = |aij | d̃j

|aij | d̃i = aij d̃isgn (aij) = |aij | d̃jsgn (aij)

(25)

进一步, 定义如下动态内模补偿器:

żi(t) = G1zi(t) +G2

(
C̃ixi(t)−Rrξi(t)

)
(26)

zi ∈ Rnz (G1, G2)

Sr p

其中,   为内模补偿器状态, 矩阵对 

包含外系统矩阵  的一个  -重内模.
注 7. 在传统协同输出调节文献 [15]中, 用于实

现外系统状态跟踪的观测器通常设计为

ξ̇i (t) = Srξi (t) + µ

(∑
j∈Ni

aij (ξj (t)− ξi (t)) +

gi (r (t)− ξi (t))

)
(27)

µ > 0 µ

Ωr

sgn (aij) = 1

Ωr = µI d̃i = 1

其中,   为足够大的观测器增益. 然而,   的范

围通常比较模糊, 过大的增益也无法满足实际工程

需求. 本文的观测器增益 (24)基于符号函数和正定

增益矩阵  设计, 能够根据邻居智能体间的交互

关系进行动态调整. 此外, 将观测器过嵌入至动态

内模补偿器 (26)中, 可将研究问题转化为由给定标

称对象和内部模型组成的增广系统的同时特征值放

置问题. 由于特征值放置的鲁棒性, 使得具有相同

标称动力学的不确定跟随者在小范围参数扰动范围

内实现二分输出轨迹跟踪. 特别地, 当 ,
 和  时, 观测器 (24)可退化为式 (27)

并可实现非负图下的外系统跟踪.

vi

为实现广义不确定异构多智能体系统二分输出

一致, 基于邻居信息和分离原理为每个跟随者  设

计如下分布式状态反馈控制协议:

ui(t) =K1ixi(t) +K2izi(t) (28)

K1i ∈ Rmi×ni K2i ∈ Rmi×nz其中,   和  为控制增益.

K1i

K2i

K2i

K1i

注 8. 分布式状态反馈控制协议 (28)中, 控制

增益  的作用为实现反馈控制, 用于保证系统的

稳定性; 控制增益  的作用为实现前馈控制, 用
于保证系统能够跟踪外系统状态. 控制器 (28)在解

决传统输出调节问题中具有相似的形式, 但是通常

需要依赖于调节方程的精确解, 特别是增益  需

要由调节方程矩阵解和  共同构成. 然而, 由于

动态内模补偿器 (26)的引入, 本文的控制器 (28)
可以不依赖于调节方程精确解, 只需满足调节方程

存在解即可, 即假设 6成立.

∆̃ ∈ W

定理 1. 对于由式 (2)和式 (3)组成的合作−竞
争广义不确定异构多智能体系统, 若满足假设 1 ~
4和假设 6. 那么, 当如下两个条件同时满足时, 在

 范围内分布式状态反馈控制协议可实现多

智能体系统的二分输出一致:
Ωr = ΩT

r > 01) 观测器 (24)的增益  满足如下

线性矩阵不等式

ST
r Ωr +ΩrSr − δrΩ

2
r < 0 (29)

δr = 2Re(λmin(L̃s))其中,  .
(K1i, K2i)

Awi

2) 控制器 (28)的增益矩阵对  可使

得式 (22)的矩阵  满足 Hurwitz稳定.
证明. 为证明分布式状态反馈控制协议 (28)的

有效性, 将证明分为三个步骤.
步骤 1. 定义矩阵

Ã = block diag{Ã1, · · · , ÃN}

B̃ = block diag{B̃1, · · · , B̃N}

C̃ = block diag{C̃1, · · · , C̃N}

Ẽ = block diag{Ẽ1, · · · , ẼN}

(30)

和向量
x(t) =

[
xT
1 (t), x

T
2 (t), · · · , xT

N (t)
]T

z(t) =
[
zT1 (t), z

T
2 (t), · · · , zTN (t)

]T
φ(t) =

[
xT(t), zT(t)

]T (31)

ã =
∑N

i=1 ni, b̃ = Nh+
∑N

i=1 ni令  , 紧凑向量 (31)

的维数分别为

x(t) ∈ Rã, z(t) ∈ RNh, φ(t) ∈ Rb̃ (32)

根据式 (2)和式 (28)可直接计算出如下全局

闭环系统方程的紧凑形式:

Ẽẋ(t) =
(
Ã+ B̃K1

)
x (t) + B̃K2z (t) (33)

同理, 式 (26)的紧凑形式可以表示为

ż(t) = (IN ⊗G2) C̃x (t) + (IN ⊗G1) z(t) −

(IN ⊗G2Rr) ξ (t) (34)
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结合式 (33)和式 (34)可得到如下增广闭环广

义系统:

Êφ̇(t) =

[[
Ẽẋ (t)

]T
, [ż (t)]

T
]T

=[
Ã+ B̃K1 B̃K2

(IN ⊗G2) C̃ IN ⊗G1

][
x (t)

z (t)

]
+

[
0

− (IN ⊗G2Rr)

]
ξ (t) =

A0φ (t) +B0ξ (t) (35)

其中,

A0 =

[
Ã+ B̃K1 B̃K2

(IN ⊗G2) C̃ IN ⊗G1

]

B0 =

[
0

−IN ⊗G2Rr

]
, Ê =

[
Ẽ

INh

]
(36)

为对系统 (35)进一步分析, 定义如下向量:

xc(t) =
[
φT(t), ξT(t)

]T
r0(t) = 1N ⊗ r(t)

xg(t) =
[[
xT
1 , z

T
1

]T
, · · · ,

[
xT
N , zTN

]T
, ξT1 , · · · , ξTN

]T
(37)

根据式 (24)和式 (25), 外系统观测器的紧凑形

式可写为

ξ̇(t) = (IN ⊗ Sr − (Ls +G)⊗ Ωr) ·

ξ (t) +
(
GD̃ ⊗ Ωr

)
r0 (t) =(

S̃r − L̃s
Ωr

)
ξ (t) +

(
GD̃ ⊗ Ωr

)
r0 (t) (38)

其中,

S̃r = IN ⊗ Sr, L̃s
Ωr

= (Ls +G)⊗ Ωr (39)

结合式 (35)和式 (38)可得

Ěẋc(t)=

[[
Êφ̇(t)

]T
,
[
ξ̇(t)

]T]T
=

Ã+ B̃K1 B̃K2 0

(IN ⊗G2) C̃ IN ⊗G1 − (IN ⊗G2Rr)

0 S̃r − L̃s
Ωr

·
xc (t) +

[
0

GD̃ ⊗ Ωr

]
r0 (t) = A0 B0

0 S̃r − L̃s
Ωr

xc (t) +

[
0

GD̃ ⊗ Ωr

]
r0 (t) =

Acxc (t) +Bcr0 (t) (40)

其中,

Ac =


Ã+ B̃K1 B̃K2

(IN ⊗G2) C̃ IN ⊗G1

0

− (IN ⊗G2Rr)

0 S̃r − L̃s
Ωr

=
 A0 B0

0 S̃r − L̃s
Ωr


Bc =

[
0

GD̃ ⊗ Ωr

]
, Ě =

[
Ê

INh

]
(41)

进一步, 对式 (40)进行相似变换可得

Ěẋg(t) =


Aw1

. . .

AwN

B01

. . .

B0N

0 S̃r − L̃s
Ωr

·

xg (t) +

[
0

GD̃ ⊗ Ωr

]
r0 (t) = 𝟋1 𝟋2

0 S̃r − L̃s
Ωr

xg (t)+

[
0

GD̃ ⊗ Ωr

]
r0 (t) =

Agxg (t) +Bcr0 (t) (42)

其中,

Ag =

 𝟋1 𝟋2

0 S̃r − L̃s
Ωr


𝟋1 = block diag {Aw1, · · · , AwN}

𝟋2 = block diag {B01, · · · , B0N} (43)

显然, 经过变换后系统 (40)与系统 (42)相似且稳

定性相同.
步骤 2. 为分析全局系统 (42)的稳定性, 定义

如下误差向量:{
φ̄i(t) = φi(t)−Xcir(t)

ξ̄i(t) = ξi(t)− d̃ir(t)
, i = 1, 2, · · · , N (44)

Xci =
[
XT

wi, Z
T
wi

]T
其中 ,   .  特别地 ,  误差向量
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φ̄i(t) ξ̄i(t) 和  分别表示跟随系统状态和外系统观测

器的收敛性. 此外, 选择如下矩阵:{
Awi = Ãi + B̃iK1i, Bwi = B̃iK2i

Cwi = C̃i, Ẽwi = Ẽi

(45)

将式 (45)代入假设 6的广义调节方程 (12)中, 可得
ẼiXwiSr =

(
Ãi + B̃iK1i

)
Xwi + B̃iK2iZwi

ZwiSr = G1Zwi +G2

(
C̃iXwi − d̃iRr

) (46)

φ̄i(t)再结合式 (44), 误差向量  的动态方程可表示为

Êi ˙̄φi(t) = Êiφ̇i(t)− ÊiXciṙ(t) =[
Ãi + B̃iK1i B̃iK2i

G2C̃i G1

][
xi (t)

zi (t)

]
+

[
0

−G2Rr

]
ξi(t)−

[
ẼiXwiSr

ZwiSr

]
r(t) =

[
Ãi + B̃iK1i B̃iK2i

G2C̃i G1

][
xi (t)

zi (t)

]
−

[
AwiXwi +BwiZwi

G1Zwi +G2CwiXwi − d̃iG2Rr

]
r(t) +

[
0

−G2Rr

]
ξi(t) =[

Ãi + B̃iK1i B̃iK2i

G2C̃i G1

]
φ̄i(t) +[

0

−G2Rr

]
ξ̄i(t) =

Awiφ̄i(t) +B0iξ̄i(t) (47)

ξ̄i(t)进一步, 结合式 (25), 误差向量  的动态方程可

计算为

˙̄ξ (t) = ξ̇i (t)− d̃iṙ (t) =

Srξi (t) +
∑
j∈Ni

aijΩr (ξj (t)− sgn (aij) ·

ξi (t)) + giΩr

(
d̃ir (t)− ξi (t)

)
− d̃iSrr (t) =

Sr ξ̄i (t) +
∑
j∈Ni

aijΩr

(
ξ̄j (t)− sgn (aij) ·

ξ̄i (t)
)
+ giΩr ξ̄i (t) (48)

定义如下全局误差矩阵:

φ̄ (t) =
[
φ̄T
1 (t) , φ̄T

2 (t) , · · · , φ̄T
N (t)

]T
ξ̄ (t) =

[
ξ̄T1 (t) , ξ̄T2 (t) , · · · , ξ̄TN (t)

]T
x̄c (t) =

[
φ̄T (t) , ξ̄T (t)

]T
(49)

结合式 (47) ~ (49), 可得

Ě ˙̄xc (t) =
Aw1

. . .

AwN

B01

. . .

B0N

0 S̃r − L̃s
Ωr

 x̄c(t) =

 𝟋1 𝟋2

0 S̃r − L̃s
Ωr

 x̄c (t) =

Agx̄c(t) (50)

Ag 𝟋1 S̃r − L̃s
Ωr

∆̃

W

K1i K2i 𝟋1 Awi

Awi

S̃r − L̃s
Ωr

由此可知, 系统 (50) 的稳定性由块对角矩阵

 的对角元素  和  决定. 如果假设 1 ~ 4
和假设 6均满足, 结合推理 1可知, 当矩阵  位于

一个充分小的开邻域  内时, 存在合适的控制增

益  和 , 使得矩阵  的对角元素  的特征

值均存在负实部, 即  是 Hurwitz的. 因此, 系

统 (50)的稳定性取决于矩阵 .

T ∈
RN×N JN = T−1L̃sT = diag {λs

1, · · · , λs
N}

λs
i , i = 1, · · · , N L̃s

Re(λs
i ) > 0

步骤 3. 根据引理 2可知, 存在非奇异矩阵 

 使得 , 其

中 ,    为矩阵   的特征值且满足

, 因此存在如下非奇异变换:

diag
(
T−1 ⊗ Ih

) (
S̃r − L̃s

Ωr

)
diag (T ⊗ Ih) =

diag
(
T−1 ⊗ Ih

)
(IN ⊗ Sr −

(Ls +G)⊗ Ωr) diag (T ⊗ Ih) =

S̃r − J (51)

J = (T−1L̃sT )⊗ Ωr = JN ⊗ Ωr

S̃r − L̃s
Ωr

S̃r − J

Sr − λs
iΩr

其中,  . 可知, 矩阵

 的稳定性与矩阵  中的块对角元素

 相同.

(Sr, Ih)

P = PT > 0

Sr − sP, s ∈ C

在满足假设 2条件下, 矩阵对  是可检

测的. 因此, 存在正定对称矩阵 , 使得

矩阵  是 Hurwitz的. 定义

Π =(Sr − sP )
∗
P + P (Sr − sP ) (52)

s = Re (λs
i ) + Im (λs

i ) j

Π

令  , 根据 Lyapunov 稳定性

原理, 可得关于矩阵  的如下变换:
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Π =(Sr − sP )
∗
P + P (Sr − sP ) =

ST
r P − (Re (λs

i )− Im (λs
i ) j)P

2 +

PSr − (Re (λs
i ) + Im (λs

i ) j)P
2 =

ST
r P + PSr − 2Re (λs

i )P
2 < 0 (53)

Π < 0 Sr − λs
iP

P = Ωr = ΩT
r > 0 2Re(λmin(L̃s)) = δr > 0

Sr − λs
iΩr

S̃r − L̃s
Ωr

可知, 若矩阵  成立, 即  是 Hurwitz
的 .  令  ,   ,

可知若式 (29) 满足, 矩阵  是 Hurwitz的,
即矩阵  也是 Hurwitz的, 因此系统 (50)

是渐近稳定的. 进一步由引理 3、式 (14)和式 (46),
可得

lim
t→∞

ei(t) = lim
t→∞

(
yi(t)− d̃iyri(t)

)
=

lim
t→∞

(
C̃ixi(t)− d̃iRrr (t)

)
=

lim
t→∞

(
C̃iXwi − d̃iRr

)
r (t) = 0

(54)

因此, 由式 (2)和式 (3)组成的高阶广义不确

定异构多智能体系统可实现二分输出一致. 可以看

出, 通过定义全局误差变量构造增广闭环广义系统

后, 在给出的控制协议 (28)下能够不依赖无向图拉

普拉斯矩阵的对称性对整体误差动态进行稳定性

分析, 实现小范围不确定参数下的二分输出一致性

控制. □

Ωr

Ωr

P = kI

Sr δr > 0

Ωr = ΩT
r > 0

Ω−1
r

注 9. 在本节的分布式状态反馈控制协议设计

过程中, 需要求解观测器 (24)中的正定增益 . 定
理 1给出增益  的求解条件, 其依赖的线性矩阵

不等式 (29)本质是 Lyapunov不等式的推广. 通过

相似变换 (如  或更一般的正定矩阵), 可以证

明当  的特征值实部非负且  时, 不等式 (29)
恒有解. 由于 , 因此对不等式 (29)两
端同时左乘、右乘 , 可得

Ω−1ST
r + SrΩ

−1 − δrI < 0 (55)

δr

Sr

Ωr

根据定理 1 和拓扑矩阵信息, 可确定参数 ,
同时外系统矩阵  也是已知的. 因此, 式 (55)作为

典型的线性矩阵不等式, 可利用 MATLAB 中的

LMI工具箱求解, 增益矩阵  通过预定义为对称

正定矩阵直接解出.

 2.2　分布式输出反馈二分输出一致性控制

Ωr ∈ Rh×h > 0

本节将考虑一般符号有向图下基于输出反馈的

输出二分一致问题. 首先, 为使系统中所有跟随者

均能获得参考信号, 设计形式同式 (24)的外系统观

测器, 其中,   为观测器增益. 进一步,
基于邻居信息设计如下动态内模补偿器:

˙̂zi(t) = Ĝ1izi(t) + Ĝ2i

(
C̃ixi(t)−Rrξi(t)

)
(56)

ẑi ∈ Rnz ξi ∈ Rh

(Ĝ1i, Ĝ2i) Sr p

其中,   为内模补偿器状态,   为分布

式观测器状态,   是包含  的一个  -重内

模的待定矩阵对.

p vi基于  -重内模原理, 对每个跟随者  设计如

下分布式输出反馈控制协议:

ui(t) = Kiẑi(t) (57)

Ki = (K1i, K2i) ∈ Rmi×(ni+nz)

∆̃ ∈ W Awi

Li Ai−
LiCi

Ĝ1i Ĝ2i

其中,   为控制增益,

并且在  范围内使得矩阵  是 Hurwitz的.

进一步, 若假设 5成立, 那么存在矩阵  使得 

 的所有特征值均分布在左半复平面, 那么增益

 和  可设计为
Ĝ1i =

[
Ãi + B̃iK1i − LiC̃i B̃iK2i

0 G1

]

Ĝ2i =

[
Li

G2

] (58)

G1 G2 (Ĝ1i, Ĝ2i)

Sr p

其中, 矩阵  和  设计如式 (26). 显然 

包含外系统矩阵  的一个  -重内模. 进一步, 定义

如下矩阵和向量:
Ĝ1 = block diag

{
Ĝ11, · · · , Ĝ1N

}
Ĝ2 = block diag

{
Ĝ21, · · · , Ĝ2N

}
φ̂(t) =

[
xT(t), ẑT(t)

]T
(59)

根据式 (2)和式 (57), 可以计算出如下全局闭

环系统:

Ẽẋ(t) =Ãx (t) + B̃Kẑ (t) (60)

同理, 式 (56)的紧凑形式计算为

˙̂z(t) =Ĝ2C̃x (t) + Ĝ1ẑ(t)− Ĝ2 (IN ⊗Rr) ξ (t)
(61)

进一步, 根据式 (60)和式 (61)可直接计算得到

Ê ˙̂φ(t) =

[[
Ẽẋ (t)

]T
,
[
˙̂z (t)

]T]T
=[

Ã B̃K

Ĝ2C̃ Ĝ1

][
x (t)

ẑ (t)

]
+

[
0

−Ĝ2 (IN ⊗Rr)

]
ξ (t) =

Â0φ̂ (t) + B̂0ξ (t) (62)

其中,
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Â0 =

[
Ã B̃K

Ĝ2C̃ Ĝ1

]
, B̂0 =

[
0

−Ĝ2 (IN ⊗Rr)

]
(63)

∆̃ ∈ W

定理 2. 对于由式 (2)和式 (3)组成的合作−竞
争广义不确定异构多智能体系统, 若满足假设 1~
6, 那么, 当如下两个条件同时满足时, 在  范

围内分布式状态反馈控制协议可实现多智能体系统

的二分输出一致.

Ωr = ΩT
r > 01) 外系统观测器 (24)的增益  满

足线性矩阵不等式 (29).

(K1i, K2i)2) 控制器 (57)的增益矩阵对  可使

得式 (22)的矩阵

Âvi =

[
Ãi B̃iKi

Ĝ2iCi Ĝ1i

]
(64)

Ĝ1i Ĝ2i是 Hurwitz的. 其中,   和  形式如式 (58).

证明. 为证明分布式状态反馈控制协议 (57)的

有效性, 将本证明分为两个步骤.

步骤 1. 定义如下向量:
x̂c(t)=

[
φ̂T(t), ξT(t)

]T
x̂g(t)=

[[
xT
1 , ẑ

T
1

]T
, · · · ,

[
xT
N , ẑTN

]T
, ξT1 , · · · , ξTN

]T
(65)

在式 (38)中已计算出外系统观测器式 (24)的

紧凑形式. 结合式 (38)、(62)和 (65), 可得

Ě ˙̂xc(t) =

[[
Ê ˙̂φ(t)

]T
,
[
ξ̇(t)

]T]T
=

Ã B̃K

Ĝ2C̃ Ĝ1

0

−Ĝ2 (IN ⊗Rr)

0 S̃r − L̃s
Ωr

 x̂c (t) +

[
0

GD̃ ⊗ Ωr

]
r0 (t) = Â0 B̂0

0 S̃r − L̃s
Ωr

xc (t) +

[
0

GD̃ ⊗ Ωr

]
r0 (t) =

Âcx̂c (t) +Bcr0 (t)
(66)

其中,

Âc =

 Ã B̃K

Ĝ2C̃ Ĝ1

0

−Ĝ2 (IN ⊗Rr)

0 S̃r − L̃s
Ωr

 =

[
Â0 B̂0

0 S̃r − L̃s
Ωr

]
(67)

进一步对式 (66)进行相似变换, 可得如下向量:

Ě ˙̂xg(t) =


Âv1

. . .

ÂvN

B̂01

. . .

B̂0N

0 S̃r − L̃s
Ωr

 ·

x̂g (t) +

[
0

GD̃ ⊗ Ωr

]
r0 (t) = Γ1 Γ2

0 S̃r − L̃s
Ωr

 x̂g (t)+

[
0

GD̃ ⊗ Ωr

]
r0 (t) =

Âgx̂g (t) + B̂cr0 (t) (68)

其中

Âg =

 Γ1 Γ2

0 S̃r − L̃s
Ωr

 , B̂c =

[
0

GD̃ ⊗ Ωr

]

Γ1 = block diag
{
Âv1, · · · , ÂvN

}
Γ2 = block diag

{
B̂01, · · · , B̂0N

}
(69)

步骤 2. 经过变换后系统 (66)与系统 (68)稳定

性相同. 定义如下误差向量:{
φ̃i(t) = φ̂i(t)−Xcir(t)

ξ̄i(t) = ξi(t)− d̃ir(t)
, i = 1, 2, · · · , N (70)

此外, 分别选择如下矩阵:

Awi = Ãi, Bwi = B̃iKi, Cwi = C̃i, Ẽwi = Ẽi (71)

Ki = (K1i, K2i)

将式 (71)代入假设 6的广义调节方程 (12)中,

由 , 可得
ẼiXwiSr = ÃiXwi + B̃i (K1i, K2i)Zwi

ZwiSr = G1Zwi +G2

(
C̃iXwi − d̃iRr

) (72)

φ̃i(t)

结合引理 4, 式 (58)、(62)和 (70), 误差向量

 的动态方程可计算为
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Êi
˙̃φi(t) = Êi

˙̂φi(t)− ÊiXriṙ(t) =[
Ãi B̃iKi

Ĝ2iC̃i Ĝ1i

]
φ̂i(t) +[

0

−Ĝ2iRr

]
ξi(t)−

[
EiXwiSr

ZwiSr

]
r(t) =

[
Ãi B̃iKi

Ĝ2iC̃i G1i

]
φ̂i(t) +

[
0

−Ĝ2iRr

]
ξi(t) −[

ÂwiXwi + B̂wiZwi

Ĝ1Zwi + Ĝ2ĈwiXwi − d̃iĜ2Rr

]
r(t) =

[
Ãi B̃i

Ĝ2iC̃i Ĝ1i

]
φ̃i(t) +

[
0

−Ĝ2iRr

]
ξ̃i(t) =

Âviφ̃i(t) + B̂0iξ̃i(t) (73)

定义如下全局误差矩阵:
φ̃ (t) =

[
φ̃T
1 (t) , φ̃T

2 (t) , · · · , φ̃T
N (t)

]T
xc (t) =

[
φ̃T
N (t) , ξ̃TN (t)

]T (74)

结合式 (48)、(73)和 (74), 可得

Ěẋc (t) =


Âv1

. . .

ÂvN

B̂01

. . .

B̂0N

0 S̃r − L̃s
Ωr

xc(t) =

 Γ1 Γ2

0 S̃r − L̃s
Ωr

xc (t) =

Âgxc(t) (75)

Âg

Γ1 S̃r − L̃s
Ωr

∆̃ ∈ W

Γ1

与定理 1类似, 对角块矩阵  稳定性依赖于

对角元素  和 . 进一步, 为分析在 

范围内矩阵  的稳定性, 将式 (58) 代入式 (64)中,

可得

Âvi =

 Ãi B̃iK1i B̃iK2i

LiC̃i Ãi + B̃iK1i − LiC̃i B̃iK2i

G2C̃i 0 G1


(76)

对其进行相似变化, 进而可得

Âvi ∼

 Ãi + B̃iK1i B̃iK1i B̃iK2i

0 Ãi − LiC̃i 0

G2C̃i 0 G1

 ∼

 Ãi + B̃iK1i B̃iK2i B̃iK1i

G2C̃i G1 0

0 0 Ãi − LiC̃i

 (77)

Âvi Ãi − LiC̃i

Γ1 S̃r − L̃s
Ωr

S̃r − L̃s
Ωr

limt→∞ei(t) = 0

结合推理 1和假设 6可知, 矩阵  和 

均是 Hurwitz的, 因此矩阵  是稳定的. 

稳定性证明同定理 1, 可证得矩阵  是 Hur-

witz的. 因此系统 (75) 是渐近稳定的, 即由式 (2)

和式 (3)组成的广义不确定异构多智能体系统可实

现二分输出一致, 即 . 因此, 跟随者

输出误差在时间趋于无穷时会渐近收敛至零.  □

 3　仿真算例

0

1 5 0

V1 = {1, 2, 3} V2 = {4, 5}

本节将给出两个仿真算例分别验证状态反馈和

输出反馈下的二分输出一致性控制策略的有效性.

在如图 2所示的通信拓扑图下, 选取由五个跟随者

和一个外系统组成的广义不确定异构多智能体系

统. 其中, 节点 1 ~ 5代表跟随者, 节点  代表外系

统, 可知仅有跟随者  和  能获知外系统  的信息.

由图 2可知, 合作−竞争共存于各智能体, 且满足结

构平衡条件. 跟随者分为具有竞争关系的两个子组

,  , 且子组内的跟随者是

合作关系.

 
 

0

1 5

2

3 4

1 1

1

1

1

−1

−1
子组 2子组 1

 

图 2    系统通信拓扑图

Fig. 2    System communication topology
 

Ls Gs进一步, 图 2的拓扑矩阵  和牵引矩阵  分

别写为

Ls =


0 0 0 0 0

−1 1 0 0 0

0 −1 2 1 0

0 0 0 1−1

1 0 0 0 1

 , Gs =


1 0 0 0 0

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

0 0 0 0 1


因此, 对应的拉普拉斯矩阵为
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L̃s = Ls +Gs =


1 0 0 0 0

−1 1 0 0 0

0 −1 2 1 0

0 0 0 1 −1

1 0 0 0 2

 (78)

 3.1　分布式状态反馈二分一致性结果

Ẽi Ãi B̃i C̃i

基于状态反馈控制协议, 由式 (2)描述的跟随

者系统矩阵参数 ,  ,   和  分别如下.

11) 子组  各跟随者系统参数

1a) 智能体 

Ẽ1 =

[
ẽi 0

0 0

]
, Ã1 =

[
0 ãi

0 −1

]

B̃1 =
[
0, b̃i

]T
, C̃1 =

[
1, 0

]
2b) 智能体 

Ẽ2 =

[
ẽi 0

0 0

]
, Ã2 =

[
0 −1

0 ãi

]

B̃2 =
[
1, b̃i

]T
, C̃2 =

[
1, 0

]
3c) 智能体 

Ẽ3 =

 ẽi 0 0

0 2 0

0 0 0

 , Ã3 =

 −1 0 1

0 −1 ãi

1 0 −1


B̃3 =

[
0, 1, b̃i

]T
, C̃3 =

[
1, 0, 0

]
22) 子组  各跟随者系统参数

4a) 智能体 

Ẽ4 =

[
ẽi 0

0 0

]
, Ã4 =

[
1 −1

0 ãi

]
B̃4 =

[
1, b̃i

]T
, C̃4 =

[
1, 0

]
5b) 智能体 

Ẽ5 =

 ẽi 0 0

0 1 0

0 0 0

 , Ã5 =

 −1.1 0 1

0 ãi −1.1

1 0 −1


B̃5 =

[
0, b̃i, −1

]T
, C̃5 =

[
1, 0, 0

]
(ẽi, ãi, b̃i) = 1 + (∆ẽi, ∆ãi, ∆b̃i), i = 1, · · · ,

5 (∆ẽi, ∆ãi, ∆b̃i)

(−0.3, −0.1, 0.1) (0.2, −0.3, −0.1) (−0.1,

0.1, 0) (0.1, 0, −0.3) (−0.1, 0.1, 0.2)

其中, 

, 各跟随者系统的不确定参数  可分

别选为 ,  , 
,   和 .

外系统的系统矩阵为

Sr =

[
0 0.2

−0.3 0

]
, Rr =

[
1, 0

]

Sr s2 + 0.06

(G1, G2)

为选择合适的控制器增益, 首先根据外系统矩

阵  得到其最小多项式为 . 由注 3可知,
分别构建矩阵对  为

G1 =

[
0 1

−0.06 0

]
, G2 =

[
0

1

]

Sr 1能够包含矩阵  的  -重内模.
Ωr进一步, 外系统观测器的正定对称增益  可

根据定理 1计算为

Ωr =

[
1.832 2 0.140 9

0.140 9 1.691 2

]

此外, 各跟随者的控制器增益可计算为

K11 = [−0.269 4, 0.166 7] , K21 = [0.013 3, 0.002 9]

K12=[−0.294 1, −0.703 7], K22=[0.013 9, −0.062 9]

K14 = [−1.342 3, 1.174 7] , K24 = [0.018 5, −0.455 5]

K23 = [−0.066 0, 0.192 4] , K25 = [−0.071 5, 0.219 9]

K13 = [1.029 5, −0.051 0, 0.409 0]

K15 = [1.004 8, −0.075 0, 0.377 5]

基于状态反馈的二分一致性仿真结果如图 3和
图 4所示. 图 3给出了具有竞争关系的两个子组中

所有智能体的输出轨迹, 可以看出每个跟随者均能

精准跟踪至领导者, 并且具有竞争关系的两组智能

体分别渐近跟踪模值相同但符号相反的参考信号.
图 4给出了五个跟随者与一个领导者的输出轨迹跟

踪误差, 可知输出跟踪误差曲线在时间趋于无穷时

渐近趋于零, 进一步验证了本文提出的分布式二分

控制器 (28)的有效性.

 3.2　分布式输出反馈二分一致性结果

基于输出反馈, 由式 (2)描述的跟随者系统矩

 

−0.4

−0.2

0

0.2

0.4

0.6

0.8

时间 /s

输
出
轨
迹

y01

y11

y21

y31

y41

y51

0 50 100 150 200

 

图 3    分布式二分控制器 (28)下的输出轨迹

Fig. 3    The output trajectories under the distributed
bipartite controller (28)
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Ẽi Ãi B̃i C̃i阵 ,  ,   和  分别如下.

11) 子组  各跟随者系统参数

1a) 智能体 

Ẽ1 =

[
ẽi 0

0 0

]
, Ã1 =

[
0 ãi

0 −1.2

]

B̃1 =
[
0, b̃i

]T
, C̃1 =

[
1, 0

]
2b) 智能体 

Ẽ2 =

[
ẽi 0

0 0

]
, Ã2 =

[
0 ãi

0 −1

]

B̃2 =
[
0, b̃i

]T
, C̃2 =

[
1, 0

]
3c) 智能体 

Ẽ3 =

[
ẽi 0

0 0

]
, Ã3 =

[
0 −1

0 ãi

]

B̃2 =
[
0, b̃i

]T
, C̃3 =

[
1, 0

]
22) 子组  各跟随者系统参数

4a) 智能体 

Ẽ4 =

 1.3 0 0

0 ẽi 0

0 0 0

 , Ã4 =

 0 ãi 1

0 0 0.9

0 0 −1


B̃4 =

[
0, 1, b̃i

]T
, C̃4 =

[
1, 0, 0

]
5b) 智能体 

Ẽ5 =

 ẽi 0 0

0 0.9 0

0 0 0

 , Ã5 =

 0 1 1

0 0 ãi

0 0 −1


B̃5 =

[
0, 1, b̃i

]T
, C̃5 =

[
1, 0, 0

]
(ẽi, ãi, b̃i) = 1 + (∆ẽi, ∆ãi, ∆b̃i), i = 1, · · · ,其中, 

5 (∆ẽi, ∆ãi, ∆b̃i) (0.1,

0.1, 0.2) (0.2, 0.2, 0.1) (−0.25, 0.1, 0.1) (−0.3,

0.2, 0.1) (0.25, 0.1, −0.1)

,   为系统不确定参数, 分别为 

,   ,   ,  
 和 .

外系统的系统矩阵为

Sr =

[
0 1.2

−0.2 0

]
, Rr =

[
−1, 0

]
Sr s2 + 0.24

(G1, G2)

根据外系统矩阵  得到其最小多项式为 ,
因此矩阵对  分别构建为

G1 =

[
0 1

−0.24 0

]
, G2 =

[
0
1

]
Ωr

Ki

进一步, 基于定理 2, 外系统观测器增益  和

控制器增益  分别可计算为

Ωr =

[
1.507 4 −0.966 3

−0.966 3 4.213 1

]
K1 = [−0.169 0, −0.169 0, 0.036 3, 0.160 3]

K2 = [−0.463 4, −0.533 3, 0.103 9, −0.022 7]

K3 = [−1.878 3, 1.577 8, 0.406 3, 0.181 2]

K4=[−1.019 5, −1.431 4, −1.228 6, 0.191 3, −0.151 7]

K5=[−0.298 1, −0.071 0, 0.131 0, 0.055 6, −0.008 2]

Ĝ1i Ĝ2i各跟随者的增益  和  可根据式 (58)分别得出.
基于输出反馈的二分一致性仿真结果如图 5和

图 6所示. 图 5描述了具有竞争关系的两组跟随者

分别跟踪至领导者的正、负参考轨迹. 图 6描述了

跟随者与领导者间输出轨迹跟踪误差曲线在时间趋

于无穷时渐近趋于零, 进一步验证了本文提出的分

布式二分控制器 (57)的有效性.

 4　结束语

本文解决了合作−竞争广义不确定异构线性多
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图 5    分布式二分控制器 (57)下的输出轨迹

Fig. 5    The output trajectories under the distributed
bipartite controller (57)
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图 4    分布式二分控制器 (28)下的输出误差

Fig. 4    The output errors under the distributed
bipartite controller (28)
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智能体系统的分布式二分输出一致性问题. 首先,
在结构平衡有向拓扑图的结构平衡下, 基于内模原

理和线性矩阵不等式构造动态内模补偿器, 设计不

依赖调节方程精确解的分布式二分状态反馈和输出

反馈控制协议; 其次, 应用 Lyapunov稳定性定理

分析增广闭环广义系统的稳定性, 当系统参数在相

对范围内小幅度摄动时, 系统理想的二分输出一致

性问题可得到解决; 最后, 给出设计的两种二分控

制协议的仿真结果. 未来工作将研究切换拓扑下离

散线性多智能体系统二分容错一致性问题.
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图 6    分布式二分控制器 (57)下的误差轨迹

Fig. 6    The output errors under the distributed bipartite
controller (57)
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