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摘    要   多智能体系统是分布式人工智能的重要分支, 通过智能体之间的交互与协作完成复杂的任务. 一致性是协同控制

的核心问题, 二分一致性作为一致性的延伸受到了广泛关注. 首先, 介绍一些符号图知识, 给出一阶、二阶、高阶及分数阶多

智能体系统的模型及一些二分一致性的定义. 其次, 概述这四类多智能体系统多种二分一致性的研究进展. 此外, 分析有限

时间、固定时间和预设时间二分一致性的优势及保守性, 讨论二分一致性和二分输出一致性的特点. 最后, 对多智能体系统

二分一致性进行总结与展望.
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Abstract   As an important branch of distributed artificial intelligence, multi-agent systems achieve complex tasks
through interaction and collaboration among agents. Consensus is the core issue of collaborative control. Bipartite
consensus has received widespread attention since it is an extension of consensus. Firstly, this paper introduces some
knowledge of signed graph and provides models for first-order, second-order, high-order, and fractional-order multi-
agent systems, as well as some definitions of bipartite consensus. Secondly, the research progress on multiple bipart-
ite consensus of these four types of multi-agent systems is summarized. In addition, it analyzes the advantages and
conservatism of finite-time, fixed-time, and predefined-time bipartite consensus and discusses the characteristics of
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近年来, 多智能体系统的协同控制广泛应用于

智能交通[1]、电池管理[2] 和无人机编队[3] 等方面. 由
于一致性控制是协同控制的核心问题, 因此许多研

究者对多智能体系统的一致性进行了研究[4−14]. 文
献 [5]讨论多智能体系统的领导–跟随一致性. Chen
等 [ 9 ] 研究多智能体系统的投影群体一致性. 在文

献 [4−14]中, 作者们考虑具有合作关系的多智能体系

统的一致性. 然而, 智能体间不仅存在合作关系, 竞
争关系也同样普遍存在, 这种既有合作又有竞争的

复杂关系可以通过符号图来描述. Ma等[15] 考虑一类

在符号图下具有合作与竞争关系的多智能体系统的

二分一致性. 多智能体系统的二分一致性可以描述

为: 多智能体系统中的所有智能体能分为两组, 同
一组中的所有智能体最终能收敛到相同的状态, 而
不同组中的所有智能体最终能收敛到相反的状态[15].

到目前为止, 不少学者探讨了多智能体系统的

渐近二分一致性[16−20]. 多智能体系统应用范围广泛,

可以应用于无线传感网络[21]、路径规划[22] 和环境监
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测[23] 等方面的研究. Zhang等[16] 通过利用状态反馈

和输出反馈控制方法, 考虑线性多智能体系统的渐

近二分一致性. 文献 [17]研究基于有向符号图的一

类非线性多智能体系统的渐近二分跟踪一致性 .
Sun等[19] 讨论了具有间歇交互的一阶多智能体系统

的渐近二分一致性问题. 遗憾的是, 文献 [16−20]中
多智能体系统是在时间趋于无穷大时才达到二分一

致性. 但在实际应用中, 人们常希望多智能体系统

能够在有限时间内达到二分一致性, 以应对突发情

况和提高系统效率. 因此, 多智能体的有限时间二

分一致性成为研究的热点[24−25]. Wang等[24] 考虑在

符号图下的非线性多智能体系统的有限时间二分一

致性问题. 尽管有限时间二分一致性在控制速度与

鲁棒性方面展现出明显的优势, 但其收敛时间与系

统初始状态有关. 为解决一阶多智能体系统有限时

间二分一致性中的这一问题, 部分研究者探讨了一

阶多智能体系统的固定时间二分一致性[26]. Yang等[26]

考虑对抗网络上的不确定一阶非线性多智能体系统

的固定时间二分一致性. 预设时间二分一致性的收

敛时间与系统的初值和参数都无关. 近年来, 一阶

多智能体系统的预设时间二分一致性被研究[27−28].
文献 [25−28]考虑的是一阶同构多智能体系统的二

分一致性, 其中每个多智能体系统中的所有智能体

的状态维数是相同的. 对于状态维数不同的一阶异

构多智能体系统, 将难以达到二分一致性. 因此, 部
分学者研究了异构多智能体系统的渐近二分输出一

致性、有限时间二分输出一致性[29] 和固定时间二分

输出一致性[30]. 然而在一些现实的工程系统中, 如
航天器控制和机械臂操作等有时不适合用一阶多智

能体系统建模, 因为这些系统有时不仅要求位置的

一致, 还严格需要速度等变量的一致. 为了更精确

地描述这些系统, 有必要引入二阶多智能体系统.
一些科研人员讨论了二阶多智能体系统的渐近二分

一致性[31]、有限时间二分一致性[32]、固定时间二分一

致性[32−33]、预设时间二分一致性[33] 和渐近二分输出

一致性[34]. 高阶多智能体系统的应用场景越来越广

泛. 以协同作战的无人机群为例, 一旦因环境变化

而需要紧急调整飞行方向时, 这些无人机群不仅需

确保位置和速度的高度一致, 还需实现加速度的紧

密协调, 以确保整体行动的一致性. 目前, 一些关于

高阶多智能体系统的渐近二分一致性[35−36]、固定时

间二分一致性[37]、预设时间二分一致性[38] 和渐近二

分输出一致性[39] 的研究成果已经出版.
在文献 [24−39]中考虑的是整数阶多智能体系

统. 但在现实世界中, 许多系统的动态行为并不能

完全通过整数阶微积分模型来准确描述. 作为整数

阶微积分的拓展, 分数阶微积分为刻画具有记忆与

遗传特性的过程[40] 及材料[41] 提供了良好的工具. 现
实中一些物质的特性适合用分数阶微积分来描述[42].
例如, 基床沥青混凝土层在不同温度下的动态粘弹

特性[43], 以及橡胶气囊的黏弹性阻尼特性[44]. 近年

来, 科研人员研究了分数阶多智能体系统的渐近二

分一致性[45] 和二分输出一致性[46]. 文献 [45]设计一

种基于反步技术和自适应更新机制的全分布式控制

器, 使得具有输出约束的分数阶非线性多智能体系

统实现渐近二分一致性. 二分输出一致性作为二分

一致性的推广, 其关注的是多智能体系统输出的二

分一致性. 在分数阶多智能体中, 少数研究者讨论

了二分输出一致性[46].
综上所述, 一阶、二阶、高阶及分数阶多智能体

的二分一致性和二分输出一致性得到广泛而深入的

研究. 据本文所知, 目前国内外现有的综述主要考

虑多智能体系统的固定时间和预设时间一致性[47]、

多智能体系统差分隐私一致性[48]、多智能体系统的一

致性[49]、随机多智能体系统一致性[50]、基于事件触发

的多智能体系统的一致性[51]等. 特别地, 文献 [47−51]
主要研究多智能体系统中的一致性问题, 即如何在

智能体间通过协同合作以达到一致. 然而, 这些文

献并未充分考虑智能体间可能存在的竞争关系. 本
文分析实际应用中存在的竞争关系, 进一步探讨多

智能体系统的二分一致性问题. 文献 [50−51]给出

整数阶多智能体系统并研究其一致性. 由于现实世

界中部分系统 (如在粘弹性材料上行驶的车辆)难
以用整数阶微积分建模, 但可以用分数阶微积分建

模, 进而本文综述了分数阶多智能体系统的二分一

致性. 由于目前还没有关于多智能体系统二分一致

性的研究进展, 因此, 本文集中讨论多智能体系统

的二分一致性. 本文的核心内容主要分为以下六个

部分: 第 1节引入一些符号图知识和相关的符号说

明; 第 2节和第 3节分别给出一阶多智能体系统和

二阶多智能体系统的模型, 并对这些系统的二分一

致性进行阐述和分析; 第 4节讨论高阶多智能体系

统的二分一致性的研究现状和复杂性; 第 5节考虑

分数阶导数对分数阶多智能体系统二分一致性问题

的影响, 介绍该系统二分一致性的研究进展; 第 6
节对全文进行总结与展望.

 1    预备知识

 1.1    符号图

在本文中, 使用符号图表示智能体之间的通信
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M

G = {V, B, A} V = {1,
2, · · · , M} B ⊆ V × V = {(i, j)|i, j ∈ V}

(i, j) ∈ B i

j A = (aij)M×M ∈ RM×M

(i, j) ∈ B aij ̸= 0 (i, j) /∈ B aij = 0

G aii = 0, i ∈ V aij > 0 (aij

< 0) i j

G V V1

V2 V1 ∪ V2 = V, V1 ∩ V2 = ∅ ∀i, j ∈
Vι, ι ∈ {1, 2} aij ≥ 0 ∀i ∈ Vι, j ∈ V3−ι, ι ∈
{1, 2} aij ≤ 0 G

G ki ∈ {−1,

1}, i = 1, 2, · · · , M i ∈ V1 ki = 1 i ∈
V2 ki = −1

拓扑. 在由  个智能体组成的多智能体系统中, 其

符号图可以表示为:  , 其中, 

 表示点集; 

表示边集,   表示智能体   可以接收智能

体  的信息;   是邻接矩阵, 若

, 则 , 若 , 则 . 假设图

 中不存在自环现象, 则  . 

 则表示智能体  与智能体  之间是合作 (竞争)关

系. 对于符号图 , 如果点集  可以分成两个集合 

和  , 满足  , 且对  

,  有  ,  对  

, 有 , 则称符号图  是结构平衡的. 在

本文中, 假定符号图  是结构平衡的. 令 

, 其中当  时,  ; 当 

 时,  .

 1.2    符号说明

R Rn Rm×n n

m× n x =

(x1, x2, · · · , xn)T ∈ Rn ∥x∥2 =
(∑n

i=1 x
2
i

) 1
2

x Ni = {j|(i, j) ∈ B} i

 ,   和  分别表示实数集合、  维欧几

里得空间和  实矩阵集合; 对任意的向量 

,    表示

向量  的 2范数;   表示智能体 

的邻居集合.

 2    一阶多智能体系统的二分一致性

 2.1    一阶多智能体系统

一阶多智能体系统是由多个智能体组成的系

统, 其中每个智能体遵循一阶动力学模型进行状态

更新.

G M

i

在符号图  下, 考虑包含  个智能体的合作−
竞争一阶多智能系统, 该系统的第  个智能体的动

力学模型为:

ω̇i(t) = υi(t), i = 1, 2, · · · , M (1)

ωi(t) ∈ Rm i υi(t) ∈
Rm i

其中,   表示第  个智能体的状态, 
 表示第   个智能体的控制输入.

G M

i

在符号图  下, 考虑包含  个智能体的合作−
竞争一阶异构多智能体系统, 该系统的第   个智能

体的动力学模型为:{
˙̃ωi(t) = υ̃i(t)

ςi(t) = Hiω̃i(t), i = 1, 2, · · · , M
(2)

Hi ∈ Rk×mi ω̃i(t) ∈ Rmi υ̃i(t) ∈ Rmi ςi(t) ∈
Rk i

其中,  ;  ,   和 

 分别表示第   个智能体的状态、控制输入和

输出.

 2.2    二分一致性

 2.2.1    渐近二分一致性

在实际情况下, 智能体之间的交互常涉及合作

和竞争关系. 例如, 在生物系统中当生存资源稀缺

时, 物种之间以及物种内部都会存在合作和竞争关

系. 在多智能体系统中, 若所有智能体被划分为两

组, 其中同一组内的智能体彼此合作, 而不同组的

智能体相互竞争, 则在系统的动态演化进程中, 同
一组内的智能体状态可能趋于一致, 而不同组的智

能体状态可能趋于相反. 近年来, 渐近二分一致性

在多智能体系统中被广泛研究[52−57].
定义 1. 对于一阶线性多智能体系统 (1), 若以

下条件成立:

lim
t→+∞

∥kiωi(t)− kjωj(t)∥2 = 0, i, j = 1, 2, · · · , M

则系统 (1)能实现渐近二分一致性.
文献 [56]通过使用未知输入观测器技术, 研究

了具有非自治领导的线性多智能体系统的渐近二分

一致性问题.
为了更直观地理解多智能体系统的二分一致

性, 给出如下一个数值仿真例子:

i

考虑包含 7个智能体组成的多智能体系统[58],
该系统的第   个智能体的动力学模型为:

ẇi(t) =
∑
j∈Ni

|aij | (sign(aij)wj(t− τij)− wi(t))+

υi(t), i = 1, 2, · · · , 7 (3)

wi(t) = (wi1(t), wi2(t))
T ∈ R2 i

A = (aij)7×7 ∈ R7×7 aij

i j i ̸= j τij

τii = 0

其中,   为第   个智能

体的状态; 邻接矩阵 ;   为智

能体  到智能体  之间的连接权重; 当  时, 
为通信时滞, 假定 ;

υi(t) =

{
−(wi(t)− α), i = 1

0, i ̸= 1

α = (α1, α2)
T ∈ R2 α1, α2 > 0 vi(t) = (vi1(t),

vi2(t))
T ∈ R2

其中,  ,  ; 

.

多智能体系统 (3)的有向通信拓扑结构如图 1
所示.

V1 = {1, 3, 5} V2 = {2, 4, 6, 7}

A

由图 1可以看出, 多智能体系统 (3)中的智能体

可以分为两个组:   和  .

其中, 组间的多智能体是竞争关系, 用红色箭头表

示, 其权重为负; 组内的智能体是合作关系, 用蓝色

箭头表示, 其权重为正. 根据图 1, 邻接矩阵  的具

体形式如下:
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

0 0 3 0 0 0 0

−2 0 0 0 0 0 0

0 −3 0 0 1 −2 0

0 4 0 0 0 1 0

0 0 0 −5 0 −4 0

0 0 0 0 0 0 3

0 0 0 0 −1 0 0


α1 = 3, α2 = 1 τ13 = 0.1 τ21 = 0.1 τ32 =

0.1 τ35 = 0.1 τ36 = 0.01 τ42 = 0.2 τ46 = 0.05 τ54 =

0.12 τ56 = 0.2 τ67 = 0.1 τ75 = 0.05

w1(t) = (4, 2)T w2(t) = (5, −1)T

w3(t) = (−7, 3)T w4(t) = (−2, 5)T w5(t) = (0, −4)T

w6(t) = (−9, 6)T w7(t) = (1, 0)T t ∈ [−2, 0]

令 ; 设 ,  , 
,  ,  ,  ,  , 
,  ,  ,  ; 取各智能体

状态的初始值为:  ,  ,

,  ,  ,

,  ,  .

i (i = 1, 2, · · · , 7)
wi1(t) t v11(t)

i (i = 1, 2, · · · , 7)
wi2(t) t v12(t)

图 2 是智能体   的第一个分

量   随时间   的演化轨迹, 图 3 表示   的

变化过程, 图 4是智能体  的第二

个分量  随时间  的演化轨迹, 图 5表示 

的变化过程.
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表明 7个智能体的第二个分量实现了渐近二分一致

性. 因此, 多智能体系统 (3)实现了渐近二分一致性.
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 2.2.2    有限时间二分一致性

在文献 [54]中, 一阶多智能体系统只有当时间

趋于无穷大时才能达到二分一致性. 然而, 在实际

工程应用中, 系统的收敛速度是决定其应用价值的

重要因素. 与渐近二分一致性相比, 有限时间二分

一致性展现出了显著的优势, 它不仅可以快速收敛,

还能增强系统的鲁棒性. 因此, 多智能体系统有限

时间二分一致性成为了研究的热点[59−66].

T1 ∈ (0, +∞)

定义 2. 对于一阶多智能体系统 (1), 若存在

 使以下条件都成立: lim
t→T−

1

∥kiωi(t)− kjωj(t)∥2 = 0

∥kiωi(t)− kjωj(t)∥2 = 0, t ≥ T1

i, j = 1, 2, · · · , M其中,  , 则系统 (1)能实现有限

时间二分一致性.

Chen等[62] 提出一种将自适应神经控制与有限

时间指令滤波反步相结合的二分跟踪一致性方法,

研究了非严格反馈多智能体系统的自适应有限时间

二分跟踪一致性问题. 与已有的具有合作关系的多

智能体系统一致性控制协议相比, Liang等[63] 提出

一种新的非对称二分迭代学习控制协议, 该协议能

够分别实现多智能体系统的非对称和对称二分一

致性.

 2.2.3    固定时间二分一致性

尽管有限时间二分一致性策略在提高一阶多

智能体系统的收敛速度方面取得了一定的成效, 但

这种策略对系统初始值的敏感性有时成为了其在

实际应用中的不足. 为了克服这一问题, 研究者们

开始探索如何使二分一致性的收敛时间不受系统初

始状态的影响, 以实现更稳定和可预测的收敛性

能. 在此背景下, 固定时间二分一致性策略被引入,

其核心特点是收敛时间与系统初值无关. 此后, 一

阶多智能体系统的固定时间二分一致性被一些学者

研究[67−73].

T2 ∈ (0, +∞)

定义 3. 对于一阶多智能体系统 (1), 若存在

 使以下条件都成立:
lim

t→T−
2

∥kiωi(t)− kjωj(t)∥2 = 0

∥kiωi(t)− kjωj(t)∥2 = 0, t ≥ T2

i, j = 1, 2, · · · , M T2其中,  ,   不依赖于系统初值,
则系统 (1)能实现固定时间二分一致性.

Zhang等[68] 在一阶多智能体系统中考虑了扰

动现象, 研究了具有扰动的非线性一阶多智能体系

统域内事件触发的固定时间二分一致性问题. 文献 [70]

基于代数理论、拉普拉斯矩阵的性质和固定时间稳

定性理论, 解决了一阶多智能体系统在有界扰动下

的二分一致性问题.

 2.2.4    预设时间二分一致性

需要指出的是, 虽然固定时间二分一致性的收

敛时间不受系统初值的影响, 但其收敛时间仍与控

制参数有关[74]. 在实际应用中, 人们常希望收敛时

间能够独立于系统的初始状态, 并允许用户根据实

际需求提前进行设定. 因此, 预设时间二分一致性

问题逐渐成为研究者们关注的焦点[75−78].

T3 ∈ (0, +∞)

定义 4. 对于一阶多智能体系统 (1), 若存在

 使以下条件都成立:
lim

t→T−
3

∥kiωi(t)− kjωj(t)∥2 = 0

∥kiωi(t)− kjωj(t)∥2 = 0, t ≥ T3

i, j = 1, 2, · · · , M T3其中,  ,   是预设时间且与系统

的初值和参数都无关, 则称系统 (1)能实现预设时

间二分一致性.
Gong等[76] 给出一种新的具有混合常数和局部

符号误差的时变反馈的分布式协议, 研究了一阶多

智能体系统的预设时间二分一致性的协议设计问

题. Zang等[78] 利用事件触发机制解决了线性多智

能体系统的预设时间二分一致性问题.

 2.3    二分输出一致性

 2.3.1    渐近二分输出一致性

N在文献 [78]中, 多智能体系统的  个智能体的

状态维数相同. 然而在现实中, 多智能体系统中的

智能体之间可能会存在差异, 包括状态维数的不同

和系统动力学的差异等[79]. 例如, 由各种类型的移

动自主机器人组成的系统; 在高级协同任务的军事

通信网络中, 参与的智能体可以是无人机、无人地

面车辆等. 由于异构多智能体系统中的智能体的状

态维数可能存在差异, 则该系统可能难以实现二分

一致性[80]. 鉴于此, 一些科研人员考虑了异构多智

能体系统渐近二分输出一致性[81−88].
定义 5. 对于一阶异构多智能体系统 (2), 若以

下条件成立:

lim
t→+∞

∥kiςi(t)− kjςj(t)∥2 = 0, i, j = 1, 2, · · · , M

则系统 (2)能实现渐近二分输出一致性.
Zhang等[81] 利用事件触发控制协议研究了具

有固定和切换拓扑的异构线性多智能体系统的渐近

二分输出一致性. 文献 [88]讨论了在符号图下异构

多智能体系统的渐近二分输出一致性问题.
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 2.3.2    有限时间二分输出一致性

在二分输出一致性的研究中, 如何提高收敛速

度是一个关键问题, 因为它直接关系到多智能体系

统达到二分输出一致性状态的快慢. 为了解决这个

问题, 研究者们已经采用了一些方法, 例如文献 [29]
基于二分有限时间事件触发观测器设计了有限时间

控制器, 从而解决了在有向符号图下的线性异构多

智能体系统的有限时间二分输出一致性问题. 有限

时间二分输出一致性受到了广泛关注[29, 89].

T4 ∈ (0, +∞)

定义 6. 对于一阶异构多智能体系统 (2), 若存

在  使以下条件都成立:
lim

t→T−
4

∥kiςi(t)− kjςj(t)∥2 = 0

∥kiςi(t)− kjςj(t)∥2 = 0, t ≥ T4

i, j = 1, 2, · · · , M其中,  , 则系统 (2)能实现有限

时间二分输出一致性.
Cai等[89] 首次提出一种具有间歇通信的分布式

二分补偿器, 以在有限时间内估计领导者的状态;
在触发函数中引入在有限时间内收敛到零的动态阈

值, 以实现估计误差的有限时间收敛; 通过设计分

布式状态反馈控制协议, 使得异构多智能体系统实

现了有限时间二分输出一致性.

 2.3.3    固定时间二分输出一致性

在文献 [29, 89]中, 研究者们探讨了有限时间

二分输出一致性问题, 但这些有限时间二分输出一

致性存在的主要缺点是在初值未知的情况下难以准

确估计收敛时间. 为了克服这个缺点, 研究者们考

虑了固定时间二分输出一致性[30, 90].

T5 ∈ (0, +∞)

定义 7. 对于一阶异构多智能体系统 (2), 若存

在  使以下条件都成立:
lim

t→T−
5

∥kiςi(t)− kjςj(t)∥2 = 0

∥kiςi(t)− kjςj(t)∥2 = 0, t ≥ T5

i, j = 1, 2, · · · , M T5其中,  ,   不依赖于系统初值,
则系统 (2)能实现固定时间二分一致性.

Xiang等[90] 通过使用固定时间理论和事件触发

机制, 设计了一个固定时间事件触发观测器用于估

计领导者的状态; 基于不等式技术, 有效地解决了

异构多智能体系统在符号图下的固定时间二分一致

性问题.

 3    二阶多智能体系统的二分一致性

 3.1    二阶多智能体系统

G M

i

在符号图  下, 考虑包含  个智能体的合作−
竞争二阶多智能体系统, 该系统的第  个智能体的

动力学模型为:{
ω̇i(t) = ψi(t)

ψ̇i(t) = υi(t), i = 1, 2, · · · , M
(4)

ωi(t) ∈ Rm ψi(t) ∈ Rm υi(t) ∈ Rm

i

其中,  ,   和  分别表

示第  个智能体的位置、速度和控制输入.
G M

i

在符号图  下, 考虑包含  个智能体的合作−
竞争二阶多智能体系统, 该系统的第  个智能体的

动力学模型为:
˙̆ωi(t) = ψ̆i(t)

˙̆
ψi(t) = ῠi(t)

ς̆i(t) = ω̆i(t), i = 1, 2, · · · , M

(5)

ω̆i(t) ∈ Rk ψ̆i(t) ∈ Rk ῠi(t) ∈ Rk ς̆i(t) ∈
Rk i

其中,  ,  ,   和 

 分别表示第  个智能体的位置状态、速度状态、

控制输入和输出.

 3.2    二分一致性

 3.2.1    渐近二分一致性

文献 [19−20, 54]主要考虑一阶多智能体系统

的二分一致性. 然而在现实中, 一些系统可以用二

阶多智能体系统建模, 例如多机械臂系统[91]. 因此,
研究二阶多智能体系统的二分一致性是有必要的[92−98],
对于多机器人系统等领域具有重要的应用价值.

定义 8. 对于二阶多智能体系统 (4), 若以下条

件都成立:
lim

t→+∞
∥kiωi(t)− kjωj(t)∥2 = 0

lim
t→+∞

∥kiψi(t)− kjψj(t)∥2 = 0

i, j = 1, 2, · · · , M其中,  , 则系统 (4)能实现渐近

二分一致性.
文献 [94]研究了在有界扰动影响下二阶多智

能体系统的分布式自适应渐近二分一致性问题. 不
同于文献 [94]中需要设定扰动上界, Wu等[96] 提出

一种基于干扰观测器的控制方法来估计外部扰动.
文献 [96]采用牵制控制器, 解决了二阶多智能体系

统的领导−跟随渐近二分一致性问题.

 3.2.2    有限时间二分一致性

文献 [92−98]主要探讨了二阶多智能体系统的

渐近二分一致性, 当时间趋于无穷大时, 这些智能

体能实现二分一致性. 二阶多智能体系统的有限时

间二分一致性能显著加快系统达到二分一致性的速

度, 并且展现出更好的鲁棒性, 这吸引了越来越多

的研究者对二阶多智能体系统有限时间二分一致性

进行深入探讨[99−102].
定义 9. 对于二阶多智能体系统 (4), 若存在
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T6 ∈ (0, +∞) 使以下条件都成立:
lim

t→T−
6

∥kiωi(t)− kjωj(t)∥2 = 0

∥kiωi(t)− kjωj(t)∥2 = 0, t ≥ T6
lim

t→T−
6

∥kiψi(t)− kjψj(t)∥2 = 0

∥kiψi(t)− kjψj(t)∥2 = 0, t ≥ T6

i, j = 1, 2, · · · , M其中,  , 则系统 (4)能实现有限

时间二分一致性.
文献 [99]解决了具有未知外部干扰的二阶多

智能体系统的自适应有限时间二分一致性问题. 文
献 [101]通过设计李雅普诺夫函数研究了随机切换

拓扑下二阶非线性多智能体系统有限时间二分一致

性问题.

 3.2.3    固定时间二分一致性

文献 [99−101]中的有限时间二分一致性的收

敛时间依赖于智能体的初始状态. 为了解决这一问

题, 有研究者考虑了二阶多智能体系统的固定时间

二分一致性[32−33].

T7 ∈ (0, +∞)

定义 10. 对于二阶多智能体系统 (4), 若存在

 使以下条件都成立:
lim

t→T−
7

∥kiωi(t)− kjωj(t)∥2 = 0

∥kiωi(t)− kjωj(t)∥2 = 0, t ≥ T7
lim

t→T−
7

∥kiψi(t)− kjψj(t)∥2 = 0

∥kiψi(t)− kjψj(t)∥2 = 0, t ≥ T7

i, j = 1, 2, · · · , M T7其中,  ,   不依赖于系统初值,
则系统 (4)能实现固定时间二分一致性.

Zhao等[32] 通过设计分布式控制协议, 得到了

一些充分条件. 这些充分条件确保了二阶多智能体

系统在有向符号图下能实现固定时间二分一致性.

 3.2.4    预设时间二分一致性

在文献 [32]中, 二阶多智能体系统的有限时间

二分一致性的收敛时间与系统初值有关. 然而, 预
设时间二分一致性的收敛时间不依赖于系统初值且

根据实际需要可以任意设定, 于是研究者们考虑了

二阶多智能体系统的预设时间二分一致性[33, 103−104].

T8 ∈ (0, +∞)

定义 11. 对于二阶多智能体系统 (4), 若存在

 使以下条件都成立:
lim

t→T−
8

∥kiωi(t)− kjωj(t)∥2 = 0

∥kiωi(t)− kjωj(t)∥2 = 0, t ≥ T8
lim

t→T−
8

∥kiψi(t)− kjψj(t)∥2 = 0

∥kiψi(t)− kjψj(t)∥2 = 0, t ≥ T8

i, j = 1, 2, · · · , M T8其中,  ,   是预设时间且与系统

的初值和参数都无关, 则称系统 (4)能实现预设时

间二分一致性.
通过使用一种基于滑模控制方法的预设时间分

布式控制协议, 文献 [104]研究了二阶多智能体系

统的预设时间二分跟踪一致性.

 3.3    二分输出一致性

在现有的文献 [92−104]中, 科研人员主要研究

的是二阶多智能体系统. 然而在现实世界中, 一些

多智能体系统往往表现出异构性, 如结构参数不同

的无人舰艇系统. 目前, 有少数研究者探究了二阶

异构多智能体系统的渐近二分输出一致性问题, 而
关于这类系统的固定时间和预设时间二分输出一致

性的研究成果尚属空白. 鉴于此, 本节只讨论二阶

多智能体系统的渐近二分输出一致性[34].
定义 12. 对于二阶多智能体系统 (5), 若以下

条件成立:

lim
t→+∞

∥kiς̆i(t)− kj ς̆j(t)∥2 = 0, i, j = 1, 2, · · · , M

则系统 (5)能实现渐近二分输出一致性.
在文献 [34]中, 通过使用李雅普诺夫泛函方法,

解决了二阶异构不确定多智能体系统的渐近二分输

出一致性问题.

 4    高阶多智能体系统的二分一致性

 4.1    高阶多智能体系统

文献 [67−74]和文献 [92−104]分别考虑了一阶

和二阶多智能体系统. 然而在实际情况中, 部分物

体可以用高阶模型来描述. 例如, 四旋翼无人机[105].
近年来, 一些研究者探讨了高阶多智能体系统的一

致性[106]. 文献 [106]研究了高阶利普希茨连续非线

性多智能体系统, 其渐近全局一致性要求所有智能

体的状态向量的分量都达到一致; 在文献 [107]中,
一阶多智能体系统达到渐近一致性时, 要求所有智

能体的位置状态达到一致; 在文献 [108]中, 二阶多

智能体系统达到渐近一致性时, 不仅要求所有智能

体的位置达到一致, 还要求速度达到一致. 因此, 与
文献 [107−108]相比, 文献 [106]中关于高阶利普希

茨连续非线性多智能体系统一致性的研究结果与文

献 [107−108]中关于多智能体系统一致性的研究结

果存在差异.
G M

i

在符号图  下, 考虑包含  个智能体的合作−
竞争高阶多智能体系统, 该系统的第  个智能体的

动力学模型为:
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{
˙̂ωi, r(t) = ω̂i, r+1(t), r = 1, 2, · · · , m− 1

˙̂ωi, m(t) = ui(t), i = 1, 2, · · · , M
(6)

ω̂i(t) = (ω̂i, 1(t), ω̂i, 2(t), · · · , ω̂i, m(t))T ∈ Rm

i ui(t) ∈ R i

其中, 
表示第   个智能体的状态,   表示第  个智

能体的控制输入.
G M

i

在符号图  下, 考虑包含  个智能体的合作−
竞争高阶异构多智能体系统, 该系统的第  个智能

体的动力学模型为:
˙̂ωi, r(t) = ω̂i, r+1(t), r = 1, 2, · · · , mi − 1

˙̂ωi, mi
(t) = ui(t)

ς̂i(t) = ω̂i, 1(t), i = 1, 2, · · · , M

(7)

ω̂i(t) = (ω̂i, 1(t), ω̂i, 2(t), · · · , ω̂i, mi(t))
T∈ Rmi

i ui(t) ∈ R ς̂i(t) ∈ R
i

其中, 
表示第  个智能体的状态,   和  分

别表示第  个智能体的控制输入和输出.

 4.2    二分一致性

 4.2.1    渐近二分一致性

文献 [19−20, 93−94]研究了一阶、二阶多智能

体系统的二分一致性问题. 这些研究成果为高阶多

智能体系统的二分一致性提供了良好的借鉴. 高阶

多智能体系统不仅具有更复杂的动力学特性, 还可

能受到各种不确定性和干扰的影响. 因此, 如何在

高阶多智能体系统中实现二分一致性, 成为了需要

解决的问题[109−113].
定义 13. 对于高阶线性多智能体系统 (6), 若

以下条件成立:

lim
t→+∞

∥kiω̂i(t)− kjω̂j(t)∥2 = 0, i, j = 1, 2, · · · , M

则称系统 (6)能实现渐近二分一致性.
Qi等[111] 通过动态事件触发控制和自触发控制,

研究了高阶非线性多智能体系统的二分一致性. 由
于构建了自触发控制, 无需持续监控系统状态, 从
而降低了通信成本. 文献 [113]考虑了具有输入饱

和的高阶多智能体系统的二分一致性问题, 针对模

型中控制输入存在的饱和约束, 采用了低增益反馈

技术来有效应对这一挑战, 成功地解决了输入饱和

问题.

 4.2.2    固定时间二分一致性

在高阶多智能体系统中, 实现固定时间二分一

致性是一个具有挑战性的问题. 在一些多四旋翼系

统中, 不仅要考虑该系统的位置和速度, 还需要考

虑加速度. 与研究一阶和二阶多智能体系统的二分

一致性相比, 探讨高阶多智能体系统的二分一致性

更具有挑战性. 目前只有少数关于高阶多智能体系

统固定时间二分一致性的文献[37].

T9 ∈ (0, +∞)

定义 14. 对于高阶多智能体系统 (6), 若存在

 使以下条件都成立:
lim

t→T−
9

∥kiω̂i(t)− kjω̂j(t)∥2 = 0

∥kiω̂i(t)− kjω̂j(t)∥2 = 0, t ≥ T9

i, j = 1, 2, · · · , M T9其中,  ,   不依赖于系统初值,
则系统 (6)能实现固定时间二分一致性.

与现有的高阶多智能体系统二分一致性的研究

结果[111] 相比, 文献 [37]假设有向图具有生成树, 而
不是结构平衡的. 此外, Yang等[37] 提出一种信息分

类机制. 在这种机制下, 每个智能体能够有选择性

地使用其邻居智能体的信息, 从而将系统中的智能

体划分为两类, 这种划分将二分跟踪一致性转化为

一般跟踪一致性. 这种信息分类机制使得高阶多智

能体系统能够在不采用拉普拉斯方法的情况下达到

二分一致性.

 4.2.3    预设时间二分一致性

在一些实际应用场景中, 人们可能希望系统能

够在预设的时间内实现一致性[114−115]. 虽然预设时间

二分一致性的收敛时间不依赖系统初始状态, 但目

前关于高阶多智能体系统的预设时间二分一致性问

题的研究尚处于初级阶段, 研究成果较少[38].

T10 ∈ (0, +∞)

定义 15. 对于高阶线性多智能体系统 (6), 若
存在  使以下条件都成立:

lim
t→T−

10

∥kiω̂i(t)− kjω̂j(t)∥2 = 0

∥kiω̂i(t)− kjω̂j(t)∥2 = 0, t ≥ T10

i, j = 1, 2, · · · , M T10其中,  ,   是预设时间且与系

统的初值和参数都无关, 则系统 (6)能实现预设时

间二分一致性.
Li等[38] 通过设计一种基于输出反馈的预设时

间二分一致性控制策略, 实现了高阶非线性多智能

体系统的预设时间二分一致性.

 4.3    二分输出一致性

上述文献 [110−113]在探讨高阶多智能体系统

二分一致性时都基于一个假设, 即系统中的所有智

能体状态的维数都相同. 然而, 高阶异构多智能体

系统中的智能体的状态维数可能不完全相同, 因此

研究者们探索了高阶多智能体系统的二分输出一致

性问题. 关于高阶异构多智能体系统二分一致性的

文献主要集中在渐近二分输出一致性上, 目前还没

有关于该系统有限时间或固定时间二分输出一致性

的研究成果. 因此, 本节将分析高阶多智能体系统

9 期 唐宏安等: 多智能体系统二分一致性的研究进展 1981



的渐近二分输出一致性问题[116].
定义 16. 对于高阶异构多智能体系统 (7), 若

以下条件成立:

lim
t→+∞

(kiς̂i(t)− kj ς̂j(t)) = 0, i, j = 1, 2, · · · , M

则系统 (7)能实现渐近二分输出一致性.
与文献 [117]中考虑的非线性多智能体系统的

拓扑结构相比, 文献 [116]采用了符号图来描述具

有合作−竞争的智能体之间的通信, 这种方法比使

用非负权重的图来描述通信更具挑战性. 与文献 [118]中
考虑的基于反步的分布式控制方案相比, Zhao等[116]

设计了一种分布式模糊指令滤波反步方案, 该方案

不仅能够避免控制过程中的“复杂性爆炸”, 而且能

够利用模糊逻辑系统来处理未知的非线性动力学.

 5    分数阶多智能体系统的二分一致性

 5.1    分数阶多智能体系统

需要指出的是, 上述研究主要关注一阶[67−74]、二

阶[92−101]、高阶[109−113] 多智能体系统. 然而现实世界中

的一些系统可以用分数阶模型来描述, 如电磁系统

以及复杂环境中的多车辆系统[119] 等. 近年来, 研究

者们考虑了分数阶多智能体系统.
G M

i

在符号图  下, 考虑包含  个智能体的合作−
竞争分数阶多智能体系统, 第  个智能体的动力学

模型为:

Dβω̌i(t) = Zω̌i(t) + Y υ̌i(t) (8)

i = 1, 2, · · · , M, β ∈ (0, 1) Z ∈ Rm×m Y ∈
Rm×m ω̌i(t) ∈ Rm υ̌i(t) ∈ Rm i

其中,  ,  , 
;   和  分别表示第  个智

能体的状态和控制输入.
G M

i

在符号图  下, 考虑包含  个智能体的合作−
竞争分数阶异构多智能体系统, 第  个智能体的动

力学模型为:{
Dβὼi(t) = Uiὼi(t) +Wiὺi(t)

ς̀i(t) = Xiὼi(t), i = 1, 2, · · · , M
(9)

β ∈ (0, 1) Ui ∈ Rmi×mi Wi ∈ Rmi×ni Xi ∈
Rk×mi ὼi(t) ∈ Rmi ὺi(t) ∈ Rni ς̀i(t) ∈ Rk

i

其中,  ,  ,  , 
;  ,   和  分别

表示第  个智能体的状态、控制输入和输出.

 5.2    二分一致性

一些用于解决整数阶多智能体系统二分一致性

问题的方法难以应用于分数阶多智能体系统的二分

一致性, 这使得分数阶多智能体系统的二分一致性

的分析更加复杂. 由于分数阶系统能够更精确地描

述具有记忆效应和遗传特性的材料和动态过程, 因

此一些研究者考虑了分数阶多智能体系统, 并研究

了该系统的二分一致性, 这拓展了二分一致性的研

究范围, 也为分数阶系统的协同控制研究提供了新

的视角. 目前, 关于分数阶多智能体系统渐近二分

一致性的研究成果相对较少[119−121].
定义 17. 对于分数阶线性多智能体系统 (8),

若以下条件成立:

lim
t→+∞

∥kiω̌i(t)− kjω̌j(t)∥2 = 0, i, j = 1, 2, · · · , M

则系统 (8)能实现渐近二分一致性.
Yang等[120] 基于切换阈值的事件触发机制, 研

究了分数阶多智能体系统的自适应模糊二分一致性

问题.

 5.3    二分输出一致性

文献 [119−121]考虑了分数阶同构多智能体系

统二分一致性. 然而在现实中, 不同的智能体的结

构可能存在差异, 这使得分数阶异构多智能体系统

的二分输出一致性成为了一个值得关注的研究方向,
本节将讨论分数阶异构多智能体系统的渐近二分输

出一致性[46].
定义 18. 对于分数阶异构多智能体系统 (9),

若以下条件成立:

lim
t→+∞

∥kiς̀i(t)− kj ς̀j(t)∥2 = 0, i, j = 1, 2, · · · , M

则系统 (9)能实现渐近二分输出一致性.
文献 [46]设计了一种在符号图下的分布式控

制方法, 该方法能使得一类具有严格反馈的分数阶

多智能体系统实现自适应渐近二分输出一致性.

 6    总结与展望

由于二分一致性能够刻画智能体之间的合作与

竞争关系, 因此多智能体系统二分一致性受到了研

究者的广泛关注. 本文讨论了一阶、二阶、高阶及分

数阶多智能体系统二分一致性的区别与联系, 表 1
总结了这四类多智能体系统二分一致性的一些参考

文献的异同点. 文中论述了这四类多智能体系统的

应用场景及其二分一致性的研究进展, 并阐述了高

阶和分数阶多智能体系统二分一致性的难点与挑

战. 综上可知, 关于多智能体系统二分一致性的研

究具有巨大的发展空间和潜力, 以下两个方面未来

还需要进一步探索:
1)高阶异构多智能体系统的有限时间和固定

时间二分输出一致性. 虽然高阶异构多智能体系统

的渐近二分输出一致性已经被研究[116], 但这种渐近

二分输出一致性的不足之处在于其收敛速度较慢,
该系统通常需要时间趋于无穷大时才能实现二分输
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出一致性. 在实际应用中, 人们往往需要系统能够

更快地达到二分输出一致性, 以便能够迅速响应各

种紧急情况. 与一阶、二阶多智能体系统相比, 高阶

多智能体系统更加复杂, 目前还没有关于高阶异构

多智能体系统的有限时间和固定时间二分输出一致

性的研究成果. 因此, 未来的研究有必要深入探讨

高阶异构多智能体系统的有限时间和固定时间二分

输出一致性.
2)分数阶多智能体系统的固定时间和预设时

间二分一致性. 近年来, 研究人员考虑了一阶[68−73]

和二阶多智能体系统[32−33] 的固定时间二分一致性,
对于预设时间二分一致性的研究主要面向一阶[76−77]、

二阶[33, 103−104] 和高阶多智能体系统[38]. 但目前关于分

数阶多智能体系统固定时间和预设时间二分一致性

的研究成果极少. 分数阶多智能体系统的固定时间

和预设时间二分一致性是未来的一个探索方向.
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