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摘    要   针对离散时间多智能体系统的协同最优输出调节问题, 在不依赖多智能体系统矩阵精确信息的条件下提出分布

式数据驱动自适应控制策略. 基于自适应动态规划和分布式自适应内模, 通过引入值迭代和策略迭代两种强化学习算法, 利
用在线数据学习最优控制器, 实现多智能体系统的协同输出调节. 考虑到跟随者只能访问领导者的估计值进行在线学习, 对
闭环系统的稳定性和学习算法的收敛性进行严格的理论分析, 证明所学习的控制增益可以收敛到最优控制增益. 仿真结果

验证了所提控制方法的有效性.
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Abstract   In this paper, a distributed data-driven adaptive control strategy is proposed for the problem of cooper-
ative optimal output regulation of discrete-time multi-agent systems, in the absence of precise information of multi-
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using online data, so as to achieve the cooperative output regulation of multi-agent systems. Considering that the
followers can only access the estimated value of the leader for online learning, in order to prove that the learned
control gain converges to the optimal control gain, this paper provides a rigorous analysis of the stability of the
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自 20世纪 70年代以来, 输出调节问题一直是

控制系统的核心研究问题之一. 输出调节理论在机

械臂操纵、卫星姿态控制和电机速度调节等方面已

取得广泛应用[1−2]. 近二十年, 研究学者已将单一系

统的输出调节问题推广至多智能体系统, 形成了协

同输出调节问题[3−5]. 协同输出调节的控制目标是设

计一种分布式控制器, 使得所有跟随者的输出都能

渐近地跟踪参考信号, 同时抑制外部干扰. 在协同

输出调节问题的研究中, 智能体通常可分成两组,
一组智能体能够直接获得领导者 (外部系统)的信

息, 而另一组智能体则无法直接获得领导者的信息.
协同输出调节理论在许多实际工程控制系统得以应

用, 如自适应巡航控制系统、移动机器人系统、基于

逆变器的孤岛微电网系统、分布式能源控制系统以

及有源直流配电网络系统等[6−9].
内模原理是用来解决协同输出调节问题的主要

方法之一[10−11]. 基于内模原理设计调节器时, 调节器

需包含与外部系统相同的动力学模型, 即内模. 内
模通过复制外部系统的信息生成前馈项, 以补偿系
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统中的稳态误差. 在利用内模原理解决系统的协同

输出调节问题时, 需要将其转换为由受控系统和内

模构成的增广系统的协同镇定问题. 针对离散时间

多智能体系统协同的输出调节问题, 文献 [12]基于

有限激励条件的估计更新律来逼近外部系统模型参

数, 进而建立在线分布式内模. 此外, 协同输出调节

问题还可与事件触发控制[13]、容错控制[14] 和弹性控

制[15] 等方法相结合, 以有效应对复杂系统中的控制

需求.
在现代控制系统中, 控制器的设计不仅需要保

证闭环系统实现输出调节, 还需对其瞬态性能进行

优化, 以实现最优输出调节. 针对线性系统, 传统的

最优控制问题通常需要求解代数黎卡提方程, 但求

解过程相对复杂. 为简化这一过程, 值迭代[16−17] 和

策略迭代[18−19] 通过更新值函数和控制器增益, 提供

了一种逐步逼近代数黎卡提方程解的方法. 相比策

略迭代, 值迭代放宽了对初始稳定策略的严格要求,
但这种灵活性也降低了算法的收敛速度. 此外, 在
实际应用中, 系统的矩阵信息可能不确定或者完全

未知, 这给控制器设计带来更大的挑战[20]. 为解决

该问题, 自适应动态规划算法应运而生. 与依赖系

统矩阵信息的方法不同, 自适应动态规划算法无需进

行系统识别, 直接利用在线数据来设计控制器[21−23].
文献 [24]将自适应分布式观测器、强化学习和输出

调节理论相结合, 针对一类具有部分未知动态的非

线性离散时间多智能体系统, 设计分布式自适应近

似最优跟踪控制器以实现协同自适应最优输出调

节. 文献 [25]针对跟随者系统矩阵信息未知的多智

能体系统, 结合自适应动态规划和内模原理, 基于

在线数据学习最优控制器. 值得注意的是, 在上述

协同最优输出调节的研究中, 通常假设领导者的状

态和系统矩阵信息可以被所有跟随者访问, 这在实

际情况下难以满足[26−28]. 另外, 现有基于自适应动态

规划的协同输出调节方法多考虑连续时间多智能体

系统. 在所有跟随者无法直接访问领导者的真实状

态和系统矩阵信息时, 针对离散时间多智能体系统

的自适应最优协同输出调节研究尚显不足.
为解决离散时间多智能体系统矩阵信息完全未

知情况下的协同最优输出调节问题, 本文分别基于

策略迭代和值迭代提出数据驱动的自适应最优控制

方法. 与现有方法相比, 本文方法的独特性和主要

优势如下:
1) 目前关于离散时间协同输出调节控制器的

设计方法大多依赖于精确或部分已知的系统模型.
与现有设计方法不同, 针对系统矩阵完全未知的离

散时间多智能体系统, 本文基于内模原理、分布式

控制和估计等技术, 创新性地设计了基于数据的分

布式自适应最优控制器, 以实现离散多智能体系统

的协同最优输出调节.
2) 在现有关于协同输出调节问题分布式控制

器的学习过程中, 通常假设所有跟随者需实时测量

领导者的真实状态. 然而在实际中, 这一假设往往

不成立. 鉴于此, 本文考虑一种更为现实的情况, 即
跟随者需要基于对领导者系统矩阵和状态的估计值

进行在线学习. 针对这一问题, 本文分别基于策略

迭代与值迭代, 提出自适应最优学习策略, 该策略

能够在领导者真实状态未知且部分跟随者无法获得

领导者系统矩阵的情况下, 实现协同最优的输出调

节. 此外, 通过严格的收敛性分析, 证明了所学习的

控制增益可以收敛至最优控制增益.
Z+ | · |

⊗
vec(B) = [bT1 , b

T
2 , · · · , bTm]

T

B ∈ Rr×m bi ∈ Rr B i

C ∈ Rm×m vecs(C) = [c11,

2c12, · · · , 2c1m, c22, 2c23, · · · , cmm]T∈ R
m(m+1)

2

v ∈ Rn vecv(v) = [v21 , v1v2, · · · , v1vn,
v22 , v2v3, · · · , vn−1vn, v

2
n]

T ∈ R
1
2n(n+1) λM (E)

E F = blockdiag{F1, F2,

· · · , Fn} Fi

G σ(G) G

ρ(G) G

|x|P xTPx x P

In n× n

在本文中,   表示非负整数集,   定义为向

量的欧几里得范数或者矩阵的诱导范数,   表示

Kronecker 积.   将矩阵

 向量化, 其中,   是矩阵   的第  

列. 针对任意对称方阵 , 
.  针

对任意列向量 , 
.   表示

实对称矩阵  的最大特征值. 
 是以矩阵 (向量)   为对角线元素的块对

角矩阵. 对于方阵 ,   表示方阵  所有特征值

的集合;   表示方阵  所有特征值的最大绝对

值.   定义为 , 其中,   为实列向量,   为实

对称正定矩阵.   定义为  的单位矩阵. 

1    问题描述

本文将研究如下一类离散时间多智能体系统:{
xi(k + 1) = Aixi(k) +Biui(k) +Div(k)

ei(k) = Cixi(k) + Fv(k), i = 1, 2, · · · , N
(1)

xi(k) ∈ Rni ui(k) ∈ R ei(k) ∈ R i

v(k) ∈ Rq

其中,  ,  ,   分别是第  个

跟随者的状态、输入和跟踪误差.   是外部

状态, 由如下形式的自治系统产生:

v(k + 1) = Ev(k) (2)

Div(k) −Fv(k)
yi(k) = Cixi(k)

Ai ∈ Rni×ni Bi ∈ Rni×1

Ci ∈ R1×ni Di ∈ Rni×q F ∈ R1×q E ∈ Rq×q

自治系统 (2)称为外部系统, 可同时生成扰动

信号  和参考信号  (即每个子系统输

出  的跟踪目标). 多智能体系统 (1)
和 (2) 中的矩阵维数为  ,  ,

,  ,  ,  .

G(V, E) V = {0, 1, 2, · · · , N}
0 N

E ∈ V × V

针对系统 (1)和外部系统 (2), 定义一个有向图

, 其中,   是节点集, 节
点  是通过外部系统 (2)建模的领导者, 其余  个

节点定义为系统 (1)所描述的跟随者.   表
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A = [aij ] ∈ R(N+1)×(N+1)

(i, j) ∈ E aij > 0 (i, j) /∈ E aij = 0

L

示边集 .  邻接矩阵  ,  若

,  ; 若 ,  . 拉普拉斯

矩阵  定义如下:

L =


N∑
j=1

a0j −[a01, a02, · · · , a0N ]

−∆1N H


∆=diag{a10, a20, · · · , aN0} H=[hij ]∈RN×N

hii = (
∑N

j=0 aij)− aii i ̸= j hij =

−aij Ni i N+
i N+

i =

Ni/{0}

其中,  ,  ,

其中 , 且对所有的  有 

.   是第  个跟随者的邻域,   定义为 

.

−Fv(k)
注 1. 本文考虑的多智能体系统 (1)中所有跟

随者的参考信号都相同, 即 . 如果跟随者的

参考信号互不相同, 可参考文献 [25]进行分布式控

制器设计.
针对多智能体系统 (1)和 (2), 为解决协同输出

调节问题, 给出如下标准假设:
i = 1, 2, · · · , N (Ai, Bi)假设 1. 对任意的 ,   是

可镇定的.
i = 1, 2, · · · , N假设 2. 对任意的 , 有

rank
[
Ai − λIni

Bi

Ci 0

]
= ni + 1, ∀λ ∈ σ(E)

G 0假设 3. 有向图  包含一个以节点  为根节点

的有向生成树.
E假设 4. 外部系统 (2)的状态矩阵  表示为可

控标准型中状态矩阵的形式, 即

E =


0 1 0 · · · 0
0 0 1 · · · 0
...

...
...

. . .
...

0 0 0 · · · 1
−eq −eq−1 −eq−2 · · · −e1

 ∈ Rq×q

E 1且矩阵  的所有特征值的模均小于或等于 .
E假设 5. 外部系统 (2)中的系统矩阵  的矩阵

信息仅对领导者和与其直接通信的跟随者可用.
多智能体系统 (1)和 (2)的协同输出调节问题

定义如下.
问题 1. 针对系统 (1)和外部系统 (2), 设计分

布式控制器使以下条件成立:
1) 闭环系统的系统矩阵是舒尔矩阵, 即该系统

矩阵所有特征值的模都小于 1;
x1(0), x2(0), · · · , xN (0)

v(0) limt→∞ ei(k) = 0 i = 1, 2,

· · · , N

2) 对于任意的初始条件 

和  , 跟踪误差满足  , 
.

本文的目标是通过设计分布式数据驱动控制器

以解决最优控制和输出调节相结合的协同最优输出

调节问题. 

2    分布式自适应内模

E

如果所有跟随者都可以访问领导者的系统矩阵

, 那么可以根据协同输出调节理论设计如下所示

的分散式内模:

zi(k + 1) = G1zi(k) +G2ei(k), i = 1, · · · , N (3)

G2 = [0, 0, · · · , 0, 1]T ∈ Rq z(k) ∈ Rq G1 =

E ∈ Rq×q

其中,  ,  , 
.

ei(k)

E

分散式内模 (3)的构造取决于一个条件, 即所

有跟随者均能直接与领导者通信, 实时获取跟踪误

差 . 然而, 由于智能体之间的通信限制, 这一

条件在现实中很难满足. 因此, 在所有跟随者都可

获取领导者系统矩阵  的前提下, 基于假设 3设计

了如下所示的分布式内模:

zi(k + 1) = Ezi(k) + G2êi(k), i = 1, 2, · · · , N
(4)

êi(k)式中, 重新设计的跟踪误差  定义为

êi(k) =
∑
j∈Ni

aij(yi(k)− yj(k))
ai

ai =
∑N

j=0 aij其中,  , 对于每个跟随者, 分布式内模

的构造仍然需要所有跟随者在初始时刻即获取领导

者的系统动态. 但如假设 5所述, 并非所有跟随者

都可以通过与领导者直接通信来获取这一信息. 因
此, 直接应用传统的内模原理并不能克服这一挑战[29].

本文引入一种自适应分布式观测器[30] 估计外

部系统动态:

Ei(k + 1) = Ei(k) + µ1

N∑
j=0

aij(Ej(k)− Ei(k)) (5a)

ηi(k + 1) = Ei(k)ηi(k) +

µ2Ei(k)

N∑
j=0

aij(ηj(k)− ηi(k)) (5b)

因此, 分布式自适应内模设计如下:

zi(k + 1) = Eizi(k) +G2êi(k), i = 1, 2, · · · , N
(6)

µ1

0 < µ1 < 2/ρ(H) limk→∞Ẽi(k)

= limk→∞ (Ei(k)− E) = 0 i = 1, 2, · · · , N
µ2

(IN ⊗ E)− µ2(H⊗ E)

limk→∞ η̃i(k) = limk→∞ (ηi(k)− v(k)) = 0 i = 1,

2, · · · , N

注 2[30]. 当假设 3成立时, 若式 (5a)中的参数 

满足 , 那么可以保证 

,  . 当假

设 4 成立时 ,  若式 (5b) 中的参数   能够使得

 成为舒尔矩阵, 那么可以保证

,  
.

以下定理指出, 基于分布式自适应内模 (5)和
(6)设计的状态反馈控制器, 可解决离散时间多智
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能体系统 (1)和 (2)的协同输出调节问题.
定理 1. 在假设 1 ~ 5下, 针对增广系统:

v(k + 1) = Ev(k)

xi(k + 1) = Aixi(k) +Biui(k) +Div(k)

Ei(k + 1) = Ei(k) + µ1

N∑
j=0

aij(Ej(k)− Ei(k))

zi(k + 1) = Eizi(k) +G2êi(k)

ei(k) = Cixi(k) + Fv(k), i = 1, 2, · · · , N
(7)

设计状态反馈控制器为

ui(k) = −Kxi
xi(k)−Kzizi(k) (8)

如果

Aci =

[
Ai −BiKxi

−BiKzi

G2Ci E

]
是舒尔矩阵, 那么离散时间多智能体系统 (1) 和
(2)可以实现协同输出调节.

i = 1, 2, · · · ,
N (Xi, Ui)

证明. 在假设 1 ~ 5下, 对所有的 

, 以下调节器方程存在唯一的解 :

XiE = AiXi +BiUi +Di (9)

0 = CiXi + F (10)

Aci

(X̂i, Zi)

根据文献 [29]中的引理 1.38以及矩阵  是

舒尔矩阵, 以下矩阵方程 (11) 和 (12) 有唯一解

:

XiE = (Ai −BiKxi
)Xi −BiKziZi +Di (11)

ZiE = EZi +G2(CiXi + F ) (12)

Xi = X̂i Ui = −KxiXi −KziZi

(Xi,

Ui, Zi)

由此可得  ,  . 由
于调节器方程 (9)和 (10)的解是唯一的, 可知 

 也是唯一的.
i = 1, 2, · · · , N

x̃i(k) = xi(k)−Xiv(k) ∈ Rni Ẽi = Ei − E ∈ Rq×q

C̄i = [Ci, 01×q] ∈ R1×mi Ki = [Kxi , Kzi ] ∈ R
1×mi

ξ̃i = [x̃i, z̃i]
T ∈ Rmi z̃i(k) = zi(k)− Ziv(k) ∈ Rq

B̄i = [Bi;0q×1] Āi = [Ai, 0ni×q;G2Ci, E] mi

= ni + q

对于  , 定义向量与矩阵如下:
,  ,

,  ,

,  ,

,  , 其中 

.
根据矩阵方程 (11)和 (12), 有

x̃i(k + 1) = Aixi(k) +Biui(k) +Div(k) −
XiEv(k) = Aixi(k) +Bi(−Kxixi(k) −
Kzizi(k)) +Div(k)−XiEv(k) =

(Ai −BiKxi)xi(k)−BiKzizi(k) +

Div(k)−XiEv(k) =

(Ai −BiKxi)x̃i(k)−BiKzi z̃i(k) (13)

和

z̃i(k + 1) = Eizi(k) +G2êi(k)− ZiEv(k) =

Ezi(k) +G2

∑
j∈Ni

aij(yi(k)− yj(k))
ai

−

ZiEv(k) + Ẽizi(k) = Ezi(k) +

G2cixi(k)−G2

∑
j∈Ni

aijcjxi(k)

ai
−

ZiEv(k) + Ẽizi(k) =

Ez̃i(k) +G2cix̃i(k) −

G2

∑
j∈Ni

aijcj x̃i(k)

ai
+ Ẽizi(k) (14)

ai =
∑N

j=0 aij其中,  , 将式 (13)和式 (14)合并为

ξ̃i(k + 1) = Aci ξ̃i(k)−
∑
j∈Ni

aij
ai

[
0

G2C̄j

]
ξ̃j(k) +[

0 0

0 Ẽi

]
ξ̃i(k) +

[
0

ẼiZiv(k)

]
=

Aci ξ̃i(k) + Li0ξ̃−i(k) + Li1(k)ξ̃i(k) +

Li2(k)

ẽi(k) = C̄iξ̃i(k) (15)

ξ̃−i(k) ξ̃1(k), ξ̃2(k), · · · , ξ̃N (k)

ξ̃i(k)

其中,   是将所有误差 

聚集在一起但并不包括  的向量.

(i, j) ∈ E i j

ξ̃(k)

根据假设 3 可以标记所有跟随者, 使得满足

 这一条件的  一定小于 . 因此, 误差状态

 的动力学系统可以表示为

ξ̃(k + 1) = Acξ̃(k) + L1(k)ξ̃(k) + L2(k) (16)

ξ̃(k) = [ξ̃T1 (k), ξ̃
T
2 (k), · · · , ξ̃TN (k)]

T
L1 =

blockdiag{L11, L21, · · · , LN1} L2= [LT
12, L

T
22, · · · ,

LT
N2]

T Ac Aci

其中 ,   ,  

, 

,   是以矩阵  为对角线元素的块下三角

矩阵.
k ∈ Z+ v(k)

limk→∞ Ẽi(k) =

0 limk→∞ L1(k) = 0 limk→∞ L2(k) = 0

ξ̃(k + 1) = [Ac +

L1(k)]ξ̃(k)

k ∈ Z+

Ac L1(k)ξ̃(k) + L2(k)

K γ ξ̃(k)

由假设 4可知, 对于任意的 , 外部状态 

都保持在有界集合中, 且估计误差 

, 由此可得 ,  ,
根据文献 [30] 中的引理 1, 系统  

 是全局指数稳定的. 即, 对于任意的初始

条件, 系统 (16)的解对于所有的  是有界的. 由
于  是舒尔矩阵, 系统 (16) 以 

为输入时是输入状态稳定的. 因此, 根据文献 [31]
中的引理 3.8可知, 存在  类函数  使  满足:

lim
k→∞

sup |ξ̃(k)| ≤

γ( lim
k→∞

sup |L1(k)ξ̃(k) + L2(k)|) (17)

ξ̃(k) L1(k) L2(k)由于  是有界的, 如果  和  均以指数形
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0 ξ̃(k) limk→∞ξ̃i(k) = 0

limk→∞ ei(k) = 0 i = 1, 2, · · · , N
式收敛到 , 那么  也是如此. 即 

且 , 其中,  . □

i = 1, 2, · · · , N
(Āi, B̄i)

Ki Aci

注 3. 对于 , 在假设 1 ~ 5 下,
 是可镇定的, 这意味着总可以找到增益矩

阵 , 使  是舒尔矩阵[29].
定义如下向量与矩阵:

ũ = [ũT1 , ũ
T
2 , · · · , ũTN ]

T

Ā = blockdiag{Ā1, Ā2, · · · , ĀN}
B̄ = blockdiag{B̄1, B̄2, · · · , B̄N}
Q = blockdiag{Q1, Q2, · · · , QN}
R = blockdiag{R1, R2, · · · , RN} (18)

i = 1, 2, · · · , N ũi(k) = ui(k)− Uiv(k) Qi =

QT
i > 0 Ri = RT

i > 0

其中,  ,  , 
,  .

接下来, 本文将协同最优输出调节问题定义如下.
问题 2. 本问题为协同最优输出调节问题, 即

min
ũ

∞∑
k=0

(ξ̃T(k)Qξ̃(k) + ũT(k)Rũ(k))

s.t. ξ̃(k + 1) = Āξ̃(k) + B̄ũ(k) (19)

根据线性最优控制理论, 问题 2的最优控制策

略为

ũ∗(k) = −(R+ B̄TP ∗B̄)
−1
B̄TP ∗Āξ̃(k) = −K∗ξ̃(k)

(20)

P ∗ = P ∗T ≻ 0其中, 矩阵  满足离散时间代数黎卡提

方程:

P ∗ = Q+ ĀTP ∗Ā− ĀTP ∗B̄(R+ B̄TP ∗B̄)
−1
B̄TP ∗Ā

(21)

Ā B̄ Q R

K∗
由于矩阵 ,  ,  ,   均是块对角矩阵, 因此

可以推导出  也是块对角矩阵:

K∗ = blockdiag{K∗
1 , K

∗
2 , · · · , K∗

N} (22)

i这意味着每个跟随者  的最优控制增益可以根据式

(21)和式 (22)独立计算, 即

K∗
i = [K∗

xi
K∗

zi ] = (Ri + B̄T
i P

∗
i B̄i)

−1
B̄T

i P
∗
i Āi (23)

P ∗
i = P ∗T

i ≻ 0其中, 矩阵  是以下离散时间代数黎卡

提方程的唯一解:

P ∗
i = ĀT

i P
∗
i Āi +Qi − ĀT

i P
∗
i B̄i(Ri +

B̄T
i P

∗
i B̄i)

−1B̄T
i P

∗
i Āi (24)

u∗i (k)因此, 最优控制器  为

u∗i (k) = ũ∗i (k) + Uiv(k) = −K∗
i ξ̃i(k) + Uiv(k) =

−K∗
xi
x̃i(k)−K∗

zi z̃i(k) + Uiv(k) =

−K∗
xi
xi(k)−K∗

zizi(k), i = 1, 2, · · · , N
(25)

(Āi, B̄i)这与控制器 (8)形式相似. 此外, 由于  是可

镇定的, 可确定如下闭环系统矩阵是舒尔矩阵:[
Ai −BiK

∗
xi
−BiK

∗
zi

G2Ci E

]
(26)

根据定理 1, 所设计的控制器 (25)能够解决协

同输出调节问题. 

3    自适应最优控制器设计

Ai, Bi, Ci, Di F

K∗
i

解决问题 2的关键是求解离散时间代数黎卡提

方程 (24), 现有求解方法多依赖系统矩阵的精确信

息. 在本节中, 将设计两种基于数据驱动的自适应

最优控制策略, 即值迭代和策略迭代, 目的是解决

协同最优输出调节问题. 所设计的算法在不依赖多

智能体系统矩阵  和  的前提下, 能
够学习每个跟随者的最优控制增益 . 

3.1    在线值迭代设计

首先根据增广系统 (7), 可以得到:

zi(k + 1) = Eizi(k) +G2Cixi −
∑
j∈Ni

aij
ai
G2cjxj =

Ezi(k) +G2Cixi +
ai0
ai
G2Fv −∑

j∈N+
i

aij
ai
G2cjxj + Ẽizi(k) =

Ezi(k) +G2Cixi +
ai0
ai
G2Fv −∑

j∈N+
i

aij
ai
G2cjxj + Ẽizi(k) =

Ezi(k) +G2Cixi + αi0G2Fv −∑
j∈N+

i

αijG2cjxj + Ẽizi(k) (27)

i = 1, 2, · · · , N j = 1, 2, · · · , N
αi0 = ai0/ai αij = aij/ai

ξi = [xTi , z
T
i ]

T

其中, 对于 ,  , 参数

,  . 因此, 根据式 (27)和增

广系统 (7),   的动力学方程可以写成

ξi(k + 1) = Āiξi(k) + B̄iui(k) +

[
Di

αi0G2F

]
v(k) −

∑
j∈N+

i

αij

[
0

G2C̄j

]
ξ̃j(k) +

[
0

Ẽizi(k)

]
=

Āiξi(k) + B̄iui(k) +

[
Di

αi0G2F

]
ηi(k) −∑

j∈N+
i

αij

[
0

G2C̄j

]
ξj(k) +

[
−Diη̃i(k)

Ẽizi(k)− αi0G2F η̃i(k)

]
(28)
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µ1 µ2 η̃i Ẽi 0

µ1 µ2

根据文献 [30]中的引理 2可知, 选择合适的参

数 ,   能够驱使估计误差  和  收敛到 . 因
此, 通过调整 ,   的值可使以下矩阵:

ρi(k) =

[
−Diη̃i(k)

Ẽizi(k)− αi0G2F η̃i(k)

]
收敛到 0.

Pi

Ki

值迭代算法的本质是更新对称正定矩阵  和

控制器增益   [17]:

P
(m+1)
i = ĀT

i P
(m)
i Āi +Qi − ĀT

i P
(m)
i B̄i(Ri +

B̄T
i P

(m)
i B̄i)

−1
B̄T

i P
(m)
i Āi (29)

K
(m+1)
i = (Ri + B̄T

i P
(m+1)
i B̄i)

−1
B̄T

i P
(m+1)
i Āi (30)

ρi(k) = 0令 , 那么式 (28)可以写成

ξi(k + 1) = Āiξi(k) + B̄iui(k) +

[
Di

αi0G2F

]
ηi(k) −∑

j∈N+
i

αij

[
0

G2C̄j

]
ξ̃j(k) =

Āiξi(k) + B̄iui(k) + Siψi(k) (31)

ψi(k) = [ηTi (k), ξ̃
T
j1(k), · · · , ξ̃Tj

|N+
i

|
(k)]

T
∈ Rpi

N+
i = {j1, j2, · · · , j|N+

i |} Si ∈ Rmi×pi

其中,  ,

, 矩阵  可由数

学知识推导出.
为了便于分析, 定义以下矩阵:

W(m)
i =


W(m)

i [1, 1] W(m)
i [1, 2] W(m)

i [1, 3]

(W(m)
i [1, 2])

T
W(m)

i [2, 2] W(m)
i [2, 3]

(W(m)
i [1, 3])

T
(W(m)

i [2, 3])
T
W(m)

i [3, 3]

 =


ĀT

i P
(m)
i Āi ĀT

i P
(m)
i B̄i ĀT

i P
(m)
i Si

B̄T
i P

(m)
i Āi B̄T

i P
(m)
i B̄i B̄T

i P
(m)
i Si

ST
i P

(m)
i Āi ST

i P
(m)
i B̄i ST

i P
(m)
i Si

 (32)

因此, 基于式 (29), (30)和 (32), 可得:

|ξi(k + 1)|
P

(m+1)
i

=

|ξi(k + 1)|
[ĀT

iP
(m)
i Āi+Qi−ĀT

iP
(m)
i B̄i(Ri+

B̄T
i P

(m)
i B̄i)

−1B̄T
i P

(m)
i B̄iĀi]

=

|ξi(k + 1)|
[ĀT

iP
(m)
i Āi+Qi−2ĀT

iP
(m)
i B̄iK

(m)
i +

(K
(m)
i )

T
(Ri+B̄T

i P
(m)
i B̄i)K

(m)
i ]

=

[
ξi(k + 1)

−K(m)
i ξi(k + 1)

]T

×[
W(m)

i [1, 1] +Qi W(m)
i [1, 2]

(W(m)
i [1, 2])

T
W(m)

i [2, 2] +Ri

]
×[

ξi(k + 1)

−K(m)
i ξi(k + 1)

]
(33)

另外, 由式 (31)可知:
|ξi(k + 1)|

P
(m+1)
i

=

|Āiξi(k) + B̄iui(k) + Siψi(k)|P (m+1)
i

=ξi(k)ui(k)
ψi(k)

T

W(m+1)
i

ξi(k)ui(k)
ψi(k)

 (34)

vecv vecs根据  和  的运算规则, 进一步得到:

θTV I, i(k)W
(m+1)
i θV I, i(k) =

[vecv(θV I, i(k))]
Tvecs(W(m+1)

i )

θV I, i(k) = [ξTi (k), u
T
i (k), ψ

T
i (k)]

T ∈ Rli其中,  .

c ≥ li(li + 1)/2通过选择足够大的正整数 , 令
ΘV I, i = [vecv(θV I, i(0)), vecv(θV I, i(1)), · · · ,

vecv(θV I, i(c)) ]
T

Φ
(m)
V I, i = [ ϕ

(m)
V I, i(1), ϕ

(m)
V I, i(2), · · · , ϕ

(m)
V I, i(c+ 1)]T

ϕ
(m)
V I, i(k + 1) k = 0, 1, · · · , c其中,  ,   表示式 (33)的

右边, 这意味着下列等式关系成立:

ΘV I, ivecs(W(m+1)
i ) = Φ

(m)
V I, i (35)

K∗
i

P ∗
i

接下来, 本文提出一种基于数据驱动的值迭代

算法, 即算法 1来近似最优控制器增益  和对称

正定矩阵 .

　  算法 1. 协同最优输出调节问题的在线值迭代算法

ui(k) k ∈ [0, s] ∀1 ≤ i ≤
N i← 1

1) 选择任意的初始控制策略 ,  , 

　　　 ,  ;

W0
i ← 0 K0

i ← 0 m← −1
εV I, i > 0 Θ

(m)
V I, i

2) 选择初始条件 ,  ,  , 停止条

　　　 件选择为 , 计算 ;

m← m+ 1 Φ
(m)
V I, i3) 令 , 计算 ;

vecs(W(m+1)
i )4) 根据式 (32)求解 ;

K
(m+1)
i ← (Ri +W(m+1)

i [2, 2])−1×

(W(m+1)
i [1, 2])T

5) 更新控制器增益: 

　　　 ;

|W(m+1)
i −W(m)

i | < εV I, i6) 判断  是否成立, 如果成立

　　　 则停止迭代, 反之则继续重复执行步骤 3) ~ 5);
ui(k) = −K(m+1)

i × ξi(k)7) 学习到的控制器增益为 ;

i← i+ 1 i =

N + 1

8) 令 , 继续重复执行步骤 2) ~ 7), 直到 

　　　  .
 

3.2    在线策略迭代设计

在线策略迭代的思想是同时实施策略评估:

P
(m)
i = (Āi − B̄iK

(m)
i )

T
P

(m)
i (Āi − B̄iK

(m)
i ) +

Qi + (K
(m)
i )

T
RiK

(m)
i (36)

和策略改进:

K
(m+1)
i = (Ri + B̄T

i P
(m)
i B̄i)

−1
B̄T

i P
(m)
i Āi (37)
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通过式 (36)和式 (37), 可以得到:
|ξi(k + 1)|

P
(m)
i

=

|ξi(k + 1)|
[(Āi−B̄iK

(m)
i )

T
P

(m)
i (Āi−B̄iK

(m)
i )+

Qi+(K
(m)
i )

T
RiK

(m)
i ]

=

[
ξi(k + 1)

−K(m)
i ξi(k + 1)

]T

×

[
ĀT

i P
(m)
i Āi +Qi ĀT

i P
(m)
i B̄i

B̄T
i P

(m)
i Āi B̄T

i P
(m)
i B̄i +Ri

]
×

[
ξi(k + 1)

−K(m)
i ξi(k + 1)

]
(38)

另一方面, 根据式 (31)可以得到以下等式:
|ξi(k + 1)|

P
(m)
i

=

|Āiξi(k) + B̄iui(k) + Siψi(k)|P (m)
i

=ξi(k)ui(k)

ψi(k)


T

×


ĀT

i P
(m)
i Āi ĀT

i P
(m)
i B̄i ĀT

i P
(m)
i Si

B̄T
i P

(m)
i Āi B̄T

i P
(m)
i B̄i B̄T

i P
(m)
i Si

ST
i P

(m)
i Āi ST

i P
(m)
i B̄i ST

i P
(m)
i Si

×
ξi(k)ui(k)

ψi(k)

 (39)

那么, 基于式 (38)和式 (39)可以得到:ξi(k)ui(k)

ψi(k)


T

W(m)
i

ξi(k)ui(k)

ψi(k)

 =

[
ξi(k + 1)

−K(m)
i ξi(k + 1)

]T

×W(m)
i [1, 1] +Qi W(m)

i [1, 2]

(W(m)
i [1, 2])

T
W(m)

i [2, 2] +Ri

×
[

ξi(k + 1)

−K(m)
i ξi(k + 1)

]
(40)

通过进一步计算, 以下等式关系成立:

θ
(m)
PI, i(k)



vecs(W(m)
i [1, 1])

vec(W(m)
i [1, 2])

vecs(W(m)
i [2, 2])

vec(W(m)
i [1, 3])

vec(W(m)
i [2, 3])

vecs(W(m)
i [3, 3])


= ϕ

(m)
PI, i(k + 1) (41)

θ
(m)
PI, i(k) ϕ

(m)
PI, i(k + 1)其中,   和  定义如下:

θ
(m)
PI, i(k) = [(vecv(ξi(k + 1)))

T − (vecv(ξi(k)))
T
,

− 2(ξTi (k + 1)(K
(m)
i )

T
⊗ ξTi (k + 1) +

uTi (k)⊗ ξTi (k)), (vecv(ui(k)))
T −

(vecv(K(m)
i ξi(k + 1)))

T
,

− 2(ψT
i (k)⊗ ξTi (k)), −2(ψT

i (k)⊗ uTi (k)),

− (vecv(ψi(k)))
T
] ∈ Rti

ϕ
(m)
PI, i(k + 1) = −[ξTi (k + 1)⊗ ξTi (k + 1),

ξTi (k + 1)(K
(m)
i )

T
⊗ ξTi (k + 1)(K

(m)
i )

T
] ×[

vec(Qi)
Ri

]
s ≥ ti(ti + 1)/2

Θ
(m)
PI, i=[θ

(m)
PI, i(0), θ

(m)
PI, i(1), · · · , θ

(m)
PI, i(s)]

T
Φ

(m)
PI, i=

[ϕ
(m)
PI, i(1), ϕ

(m)
PI, i(2), · · · , ϕ

(m)
PI, i(s+ 1)]

T

给定一个足够大的正整数  , 令

, 

. 因此, 可以

得到以下线性方程:

Θ
(m)
PI, i



vecs(W(m)
i [1, 1])

vec(W(m)
i [1, 2])

vecs(W(m)
i [2, 2])

vec(W(m)
i [1, 3])

vec(W(m)
i [2, 3])

vecs(W(m)
i [3, 3])


= Φ

(m)
PI, i (42)

接下来, 本文给出在线策略迭代算法, 即算法 2.

　  算法 2. 协同最优输出调节问题的在线策略迭代

算法

ui(k) = −K(0)
i ξi(k) +

ςi(k) k ∈ [0, s] ςi(k) ∀1 ≤ i ≤ N

1) 选择任意稳定的初始控制策略 

　　　 ,  , 其中  是探测噪声,  ;

m← 0 εPI, i > 0 Θ
(m)
PI, i2) 令 , 停止条件选择为 , 计算 ;

m← m+ 1 Φ
(m)
PI, i3) 令 , 计算 ;

vec(W(m)
i [1, 2]) vec(W(m)

i [2, 2])4) 根据式 (39)求解 ,  ;

K
(m+1)
i ← (Ri +W(m)

i [2, 2])−1 ×

(W(m)
i [2, 2])T

5) 更新控制器增益: 

　　　 ;

|K(m+1)
i −K(m)

i | < εPI, i6) 判断  是否成立, 如果成立

　　　 则停止迭代, 反之则继续重复执行步骤 3) ~ 5);

ui(k) = −K(m+1)
i ξi(k)7) 学习到的控制策略为 ;

i← i+ 1 i =

N + 1

8) 令 , 继续重复执行步骤 2) ~ 7), 直到 

　　　 .

Θ
(m)
V I, i Θ

(m)
PI, i

注 4. 与传统的自适应控制和现有的自适应动

态规划研究相同, 通常在学习阶段向输入添加探测

噪声, 以保证矩阵  和  是列满秩矩阵[32−33].

即, 在每次迭代中通过求解式 (35), 式 (42)都能够

得到唯一解. 
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3.3    收敛性分析

Ki

Pi

本文通过以下引理来讨论通过在线算法与传统

基于模型方法求解的控制增益  和对称正定矩阵

 之间的关系.
c̃ > 0 µ1 µ2 > 0

i = 1, 2, · · · , N
{P (m)

i } {K(m)
i } |P (m)

i − P̂ (m)
i | < c̃

|K(m)
i − K̂(m)

i |< c̃ {P̂ (m)
i }∞m=1 {K̂(m)

i }∞m=1

引理 1. 对于任意小的 , 存在 ,  ,
使得对于所有的 , 由算法 1得到的

 和    满足不等式  ,

, 序列   和 

是基于模型的值迭代算法 (29)和 (30)得到的解.
证明见附录 A.

c̃ > 0 µ1 µ2 > 0

i = 1, 2, · · · , N
{P (m)

i } {K(m)
i } |P (m)

i − P̄ (m)
i | < c̃

|K(m)
i − K̄(m)

i |< c̃ {P̄ (m)
i }∞m=1 {K̄(m)

i }∞m=1

引理 2. 对于任意小的 , 存在 ,  ,
使得对于所有的 , 由算法 2得到的

 和   满足不等式  ,

, 序列   和 

是基于模型的策略迭代算法 (36)和 (37)得到的解.
证明见附录 B.

c∗ > 0 µ1 µ2 > 0

m∗ ∈ Z+ i = 1, 2, · · · , N
{P (m)

i } {K(m)
i }

|P (m∗)
i − P ∗

i | < c∗ |K(m∗)
i −K∗

i | < c∗

定理 2. 对于任意小的 , 存在 , 
和  , 使得对所有的  , 由算

法 1 和算法 2 计算得到的序列   和 

满足不等式 ,  .

i m∗

证明. 基于模型的值迭代算法和策略迭代算法

的收敛性已经在文献 [17]和文献 [34]中得到证明.
对于每个跟随者 , 存在  使得:

|P̄ (m∗)
i − P ∗

i | <
c∗

2

|K̄(m∗)
i −K∗

i | <
c∗

2

|P̂ (m∗)
i − P ∗

i | <
c∗

2

|K̂(m∗)
i −K∗

i | <
c∗

2

由引理 1和引理 2, 进一步可得:

|P (m∗)
i − P̄ (m∗)

i | < c∗

2

|K(m∗)
i − K̄(m∗)

i | < c∗

2

|P (m∗)
i − P̂ (m∗)

i | < c∗

2

|K(m∗)
i − K̂(m∗)

i | < c∗

2

因此, 基于三角形不等式性质得证. □ 

4    仿真实验

i = 1, 2, · · · , 20

为了验证所提出的数据驱动算法 1和算法 2的
有效性, 考虑由 20个跟随者组成的多智能体系统

(1)和 (2). 对 , 多智能体系统矩阵

设计如下:

Ai =

[
0.5 0.015 + 0.035

0 0.5

]
, Bi =

[
0

1 + 0.1× i

]

Di =

[
0 0

0 0.1× i

]
, E =

[
0 1

−1 1.986 2

]
Ci = [1 0], F = [−1 0]

i = 1, 2, · · · , 20 Ai, Bi,

Ci, Di F E v

G1 = E G2 = [0, 1]T

Qi = I2 Ri = 1 εPI, i = 0.000 1

εV I, i = 0.001

多智能体系统的通信拓扑图如图 1所示. 对于

, 假设多智能体系统矩阵  

,   和  都是未知的. 外部系统  的内模设

计为 ,  . 为了进行模拟, 选择权

值矩阵 ,  , 阈值设置为 ,
.

 
 

2

0

3 2 1

54

11

10

79

86

1213
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20

16

18

19

1714
 

图 1    网络拓扑

Fig. 1    Network topology
 

E

k = 0

k = 200

m i W(m)
i

对于值迭代算法 1, 跟随者#1 ~ #6对领导者

状态矩阵  的估计如图 2所示. 将探测噪声设计为

具有不同频率正弦信号的和 ,  收集从   到

 的在线数据, 然后重复求解式 (30), 直至满

足收敛准则. 第  次迭代时第  个跟随者的 
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k
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k
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k
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k
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k
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E6(1, 2)
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E2(1, 1)

E2(2, 1)

E2(1, 2)
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图 2    算法 1下跟随者#1 ~ #6对外部

系统矩阵 E的估计

Fig. 2    Estimation of exosystem matrix E for
followers #1 ~ #6 under Algorithm 1
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m i

K
(m)
i

与其最优值的比较如图 3所示. 第  次迭代时第 

个跟随者的  与其最优值的比较如图 4所示.

k = 200

可以观察到, 学习得到的控制增益接近其最优

控制增益. 在时间步长  之后, 采用更新后的

控制策略, 其跟踪性能如图 5所示. 结果表明, 即使

初始控制策略不被允许, 值迭代算法仍能有效实现

协同输出调节. 图 6展示了分布式控制输入的动态

响应.
K

(m)
i K∗

i

9

k = 200

#7 ∼ #12 E

策略迭代算法 2下的  和最优控制增益 

的比较如图 7所示. 从结果可以看出, 所有跟随者

均能在不到   次迭代内完成学习, 这显著少于值

迭代算法所需的迭代次数. 在时间步长  之

后, 采用更新的控制策略, 其跟踪性能如图 8所示.
此外, 跟随者  对领导者系统状态矩阵 

的估计如图 9 所示. 控制输入的动态响应如图 10
所示.

我们将引入两种控制器与本文所设计的控制器

进行性能比较. 由于本文所设计方法假设多智能体

i

|∆Ai| ≤ 0.035 |∆Bi| ≤ 0.1i

系统矩阵信息未知, 为保证控制性能比较的公平性,
我们假设所引入的两种控制器在设计时均面临状态

和输入矩阵的不确定性. 即, 针对每个智能体 , 其
不确定性参数满足:  ,  .

1) 基于模型的分布式自适应前馈–反馈控制器[30]:
ui(k) = K̄xi

xi(k) +Kηiηi(k)

Ei(k + 1) = Ei(k) + µ1

N∑
j=0

aij(Ej(k)− Ei(k))

ηi(k + 1) = Ei(k)ηi(k) +

µ2Ei(k)

N∑
j=0

aij(ηj(k)− ηi(k))

2)基于模型的分布式内模控制器[35]:
ui(k) = −Kδiδi(k)−Kzizi(k)

zi(k + 1) = Ezi(k) +G2evi(k − rcom)

rcom = 0 δi(k) =
∑

j∈Ni
aij(xi(k)− xj(k))

evi(k) =
∑

j∈Ni
aij(yi(k)− yj(k))

其中 ,   ,   ,

.
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W(m)
i i = 1, 2, · · · , 20图 3    算法 1下 ,   及其最优值的比较
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i i = 1, 2, · · · , 20Fig. 3    The comparison of  ,   and their optimal values under Algorithm 1
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i i = 1, 2, · · · , 20Fig. 4    The comparison of  ,   and their optimal values under Algorithm 1
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i i = 1, 2, · · · , 20图 5    算法 1下智能体 ,   的跟踪误差

i i = 1, 2, · · · , 20Fig. 5    Tracking errors of agent  ,   under
Algorithm 1
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i i = 1, 2, · · · , 20图 6    算法 1下智能体 ,   的
分布式控制输入

i

i = 1, 2, · · · , 20

Fig. 6    Distributed control inputs of agent  ,
   under Algorithm 1
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i i = 1, 2, · · · , 20Fig. 7    The comparison of  ,   and their optimal values under Algorithm 2
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i i = 1, 2, · · · , 20图 8    算法 2下智能体 ,   的跟踪误差

i i = 1, 2, · · · , 20Fig. 8    Tracking errors of agent  ,   under
Algorithm 2
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图 9    算法 2下跟随者#7 ~ #12
对外部系统矩阵  的估计

EFig. 9    Estimation of exosystem matrix   for
followers #7 ~ #12 under Algorithm 2
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k = 200我们在  后分别应用了本文所提出的控

制器、分布式自适应前馈–反馈控制器及基于模型

的分布式内模控制器. 仿真结果如图 11和图 12所
示, 可以看出, 本文提出的基于值迭代和策略迭代

的控制方法在瞬态响应和稳态性能方面均优于另外

两种方法. 这是因为基于模型的分布式内模控制策

略在很大程度上依赖于模型的精确性, 当模型存在

不确定性时, 其鲁棒性相较于本文提出的控制策略

显得不足. 本文采用数据驱动的控制方法, 降低了

对精确模型的依赖性, 从而显著提升了控制策略的

灵活性和自适应性. 基于模型的分布式自适应前馈–
反馈控制器在应对含有不确定性系统的输出调节问

题时, 因其缺乏足够的鲁棒性, 难以实现对目标的

渐近跟踪和外部干扰的有效抑制. 

5    结束语

本文提出基于分布式自适应内模的数据驱动控

制策略, 有效解决了系统矩阵未知情况下离散时间

多智能体系统的协同输出调节问题. 通过引入值迭

代和策略迭代两种强化学习算法, 在不依赖多智能

体系统矩阵的前提下, 利用在线数据和领导者状态

的估计值学习最优控制器, 实现了多智能体系统的

协同输出调节. 通过理论分析, 保证了闭环系统的

稳定性和学习算法的收敛性. 本文所提出的方法要

求被控对象为线性系统, 在未来, 我们将研究如何

基于分布式自适应内模实现非线性离散时间多智能

体系统的协同最优输出调节. 

附录 A    引理 1 的证明

首先定义矩阵:

∆Ŵ(m)
i =
∆Ŵ(m)

i [1, 1] ∆Ŵ(m)
i [1, 2] ∆Ŵ(m)
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(∆Ŵ(m)
i [1, 2])

T
∆Ŵ(m)
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i Āi ĀT
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i ∆P̂
(m)
i Si

B̄T
i ∆P̂

(m)
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(m)
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i ∆P̂
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(m)
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 (A1)

接下来, 利用归纳法证明引理 1.
m = −1 K̂

(0)
i = K

(0)
i P̂

(0)
i = P

(0)
i1)当  时, 令 ,  .
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分布式控制输入

i i = 1, 2,

· · · , 20

Fig. 10    Distributed control inputs of agent  , 
 under Algorithm 2
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图 11    本文提出的值迭代控制策略与其他控制

策略下跟踪误差动态响应对比

Fig. 11    Comparison of the tracking error dynamic
response under the value iteration control strategy
proposed in this paper and other control strategies
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图 12    本文提出的策略迭代控制策略与其他控制

策略下跟踪误差动态响应对比

Fig. 12    Comparison of the tracking error dynamic
response under the policy iteration control strategy
proposed in this paper and other control strategies
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m = d lim|ρi(k)|→0 P̂
(d)
i − P (d)

i =

0 lim|ρi(k)|→0 K̂
(d)
i −K(d)

i = 0 ∆P̂
(d)
i = P

(d)
i −

P̂
(d)
i

2)当  时, 假设有 

 且  , 令  

, 那么下式成立:

ΘV I, ivecs(∆Ŵ(d+1)
i ) = ∆Φ

(d)
V I, i (A2)
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其中 ,   ,  进一步可得到 :

, 

.

µ1 µ2 > 0因此, 总是可以找到合适的参数 ,   使

引理 1成立. □ 

附录 B    引理 2 的证明

首先定义矩阵:
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接下来, 通过归纳法证明引理 2.
m = 0 i
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(0)
i − P̄ (0)
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1)当迭代次数  时, 对于所有跟随者 , 令
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是以下方程的最小二乘解:
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,  

.

µ1 µ2 > 0因此, 总是可以找到合适的参数 ,  , 使
引理 2成立. □
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