
 

 

一类具有复杂执行器动态的双曲线型偏微分方程输出调节

肖 宇 
1
    徐晓东 

1
    阳春华 

1

摘    要   本文研究了一类具有边界执行器动态特性的双曲线型偏微分方程 (Partial differential equation, PDE)系统的

输出调节问题. 特别地, 执行器由一组非线性常微分方程 (Ordinary differential equation, ODE)描述, 控制输入出现在执

行器的一端而非直接作用在 PDE系统上, 这使得控制任务变得相当困难. 基于几何设计方法和有限维与无限维反步法, 本
文提出了显式表达的输出调节器, 实现了该类系统的扰动补偿及跟踪控制. 并且我们采用 Lyapunov稳定性理论严格证明

了闭环系统及跟踪误差在范数意义上的指数稳定性. 仿真实例对比验证了所提出控制方法的有效性.
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Abstract   This paper investigates the output regulation problem for a class of hyperbolic partial differential equa-
tion (PDE) systems with boundary actuator dynamics. Particularly, the control input appears at one end of the ac-
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2× 2

双曲线型偏微分方程 (Partial differential equ-
ation, PDE)广泛用于描述一类具有传输现象的物

理系统, 例如: 热交换器[1], 油井钻探[2] 和管状传输

过程[3] 等. 近些年, 这一类系统的输出调节问题已

成为学术界及工业界的挑战. 基于几何设计方法和

无限维反步法, 一些针对双曲线型 PDE系统的输

出调节理论成果已提出[4−10]. 文献 [11]研究了 

双曲线型 PDE系统的有限时间输出调节问题. 然
而, 上述输出调节工作只考虑 PDE系统的直接边

界控制. 换言之, 控制输入直接作用在 PDE系统的

边界点上而忽略了执行器动态特性的影响. 这往往

不合理, 由于普遍存在于控制系统中的耦合现象,
例如: 电磁耦合[12]、传感器和设备之间的耦合[13] 以

及耦合的化学反应过程[14] 等. 在控制系统中, 当执

行器动态特性显著时, 忽略执行器的影响将导致控

制性能直接下降. 由于动态执行器的存在, 现存的

基于直接边界控制的输出调节策略[4−11] 将无效, 考
虑执行器动态特性的分布参数系统输出调节策略有

待提出.
事实上, 对于具有执行器动态特性的 PDE系

统的稳定控制, 一些试探性的结果已经被提出. 具
体地, 文献 [15−17]允许低阶线性或非线性执行器

动态特性在 PDE系统边界点存在. 在文献 [18−20]
中, 执行器动态特性由线性可控高阶常微分方程

(Ordinary differential equation, ODE)主导. 文献 [21]
研究了具有高阶非线性执行器动态特性的抛物线

型 PDE系统的稳定控制. 进一步, 文献 [22]采用神

经网络首次解决了具有未知非线性执行器动态特性
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的双曲线型 PDE系统的跟踪控制. 我们从上述工

作注意到执行器动态特性通常由 ODEs描述, 因此

具有执行器动态特性的 PDE系统事实上是耦合的

PDE-ODE系统. 尽管文献 [15−22]在控制器设计

过程中充分考虑了执行器动态特性, 但这些工作并

未考虑外界干扰的影响, 无法解决系统受扰动时的

信号跟踪问题, 即输出调节问题.

2× 2

本文考虑了一类由高阶非线性 ODE执行器驱

动的  双曲线型 PDE系统输出调节问题, 所研

究的系统由非线性 ODEs串联 PDE模型描述. 不
同于文献 [21−22]忽略了扰动影响, 本文研究的ODE
执行器和 PDE系统均受到外界的干扰, 控制策略

需实现全局扰动估计和抑制, 这使得本文的工作更

加困难且区别于现有的文献. 为解决高阶执行器动

态特性给调节器设计带来的挑战和对控制性能产生

的不利影响, 我们拓展了文献 [11]的输出调节控制

器设计框架, 将有限维反步法与非线性观测器设计

方法引入并与无限维反步法和几何设计方法相结

合, 分别设计了基于状态和输出反馈的调节器. 具
体地, 状态反馈调节器包括前馈和反馈两部分, 首
先通过构建并求解反步坐标下的调节方程获得前馈

增益, 而后采用有限维反步法逐步获得反馈部分的

显式表达. 对于输出反馈调节器, 本文分别设计了

一个参考观测器和两个扰动观测器. 参考观测器观

测参考信号的状态, 两个扰动观测器分别观测 PDE
系统和执行器所受到的扰动及实际状态. 设计输出

反馈调节器的关键在于求取观测器增益使得参考及

扰动观测误差能够稳定收敛, 为状态反馈调节器提

供准确的系统状态. 本文主要贡献包括:
1) 扩展了现有的双曲线型 PDE系统的直接边

界输出调节工作[4−11], 所考虑的执行器动态特性由

具有广泛代表性的高阶严格反馈形式非线性 ODEs
描述, 这使得控制器的设计变得更加实际但困难.
此外, 不同于文献 [15−22]只研究系统的稳定或跟

踪控制而未考虑外界干扰, 本文解决了更加复杂的

输出调节问题.
2× 22) 针对具有高阶执行器动态特性的  双曲

线型 PDE系统, 本文建立了一个新的输出调节控

制器设计框架, 在有限维和无限维空间中充分利用

几何设计方法使得跟踪误差及闭环系统在范数意义

上指数稳定. 该框架同样适用于具有相似结构的耦

合 PDE-ODE系统的输出调节器设计.
本文其余部分组织如下: 第 1节给出了所考虑

的被控系统、虚拟外部系统及控制目标, 第 2节给

出了状态反馈调节器的设计过程, 第 3节设计了参

考及扰动观测器, 第 4节分析了输出反馈控制下闭

环系统的稳定性及跟踪误差收敛性, 第 5节进行数

值仿真对比验证了所提出控制方法的有效性和先进

性, 第 6节是总结性评述. 

1    问题描述

2× 2考虑如下具有高阶执行器动态特性的  双

曲线型 PDE系统1:

ut (x) = Λ (x)ux (x) +A (x)u (x) +G (x)D1 (1a)

u1 (0) = qu2 (0) +D2 (1b)

u2 (1) = X1 + d0 (1c)

Ẋi = Xi+1 + fi
(
X̄i

)
+ di, i = 1, · · · , n− 1 (1d)

Ẋn = U + fn
(
X̄n

)
+ dn (1e)

y (t) = C [u (t)] +D3 (1f)

u(x, t) = col(u1(x, t), u2(x, t)) : [0, 1]× [0, ∞)

→ R2 i = 1, · · · , n X̄i =

(X1, X2, · · · , Xi) ∈ Ri fi(X̄i) : Ri →
R U

Λ(x) =

[
−λ1(x) 0

0 λ2(x)

]
λ1, 2(x) > 0 λ1, 2(x) ∈ Cn[0, 1]

A(x)=

[
0 ā1(x)

ā2(x) 0

]
A(x)

ā1, 2(x) ∈ Cn[0, 1]

q Dj (j =

1, 2, 3), di (i = 0, · · · , n) G(x) =

col(G1(x), G2(x)) ∈ R2 y(t)

C

其中,  
 是 PDE子系统状态; 对于 ,  

 是执行器状态;  
 是光滑函数;   为位于执行器一端的标量控制输

入. 式 (1a)中矩阵  为 PDE

系统传输系数, 其中  且 ;

  为耦合系数 (较大的   使PDE

系统 (1a) ~ (1c) 不稳定), 其中  ;
式 (1b)中  为非 0的常数. 式 (1a) ~ (1f)中,  

 为不可测量扰动,   
. 式 (1f) 中的被控输出  

可以代表边界以及分布在 PDE域中的点或分段的

状态,   表示如下输出算子:

C [h] =

l∑
i=1

gTi h (xi) +

∫ 1

0

cT (x)h (x) dx (2)

h (x) ∈ C2 gi ∈ R2 xi ∈ [0, 1] (i = 1, · · · , l)
c (x) = [ci (x)] ∈ R2 ci (x), i = 1, 2

其中 ,   且    ;
  且    为分段连续

函数.

fi

注 1. 如图 1所示, 在流程工业中, 系统 (1)可
描述一类多反应器串联的被控对象[14, 23]. 如串联的

连续搅拌反应釜 (Continuous stirred tank reactor,
CSTR)可被描述成高阶耦合的非线性 ODE系统

(1d) ~ (1e), 且非线性函数  代表后续环节对先前

环节的反馈. 由于串联 CSTRs受到非线性反馈及

R C
Cn n |·|

ω (x, t) ∈ R, x ∈ [0, 1] ∥ω (x)∥L2
=

√∫ 1
0
ω2 (x) dx L2

vx (x, t) vt (x, t)
∂v(x, t)

∂x
∂v(x, t)

∂t

v (x, t) =

v (x) , v (x, t) = v

1 本文使用的符号说明如下:   为所有实数的集合;   为所有复数的集合;
 表示   阶连续可微;  表示欧几里得范数; 对于一个时变的信号

 , 令   表示其  
范数. 此外, 令  和  分别表示偏导  和  .
为避免混淆, 时间和空间变量在一些函数中常被忽略, 例如:  

 .
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u2 (1)

X1 U

U

外界干扰的影响, 其高阶动态特性将给后续装置带

来不稳定的因素. 活塞流反应器 (Plug flow react-
or, PFR)可由耦合双曲线型 PDE (1a) ~ (1c)建模,
其中PFR的输入端   通过边界条件 (1c)与CSTR
n的输出端  相连. 控制输入  代表进料的速率, 为
实现 PFR的精准控制, 控制器  既要考虑 PDE耦合

特性带来的不稳定因素, 也应当考虑ODEs高阶动态

特性及干扰的影响, 这使得控制器的设计更加困难.
y (t)

yr (t)

系统 (1)的扰动信号与被  跟踪的参考信号

 可由如下有限维虚拟外部系统的解表示:

v̇ (t) = Sv (t) , v (0) = v0 ∈ Rnv (3a)

Di (t) = PT
i v (t) = QT

i vd1 (t) , i = 1, 2, 3 (3b)

di (t) = pTi v (t) = qTi vd2 (t) , i = 0, · · · , n (3c)

yr (t) = pTr v (t) = qTr vr (t) (3d)

S = bdiag {Sd1, Sd2, Sr}
S v v =

col (vd1, vd2, vr)

v̇d1 = Sd1vd1, vd1 (0) ∈ Rnd1 v̇d2 = Sd2vd2, vd2 (0) ∈
Rnd2 v̇r = Srvr, vr (0) = vr0 ∈ Rnr nr + nd1 +

nd2 = nv

yr

其中  为分块可对角化矩阵,
并且  所有的特征值都位于虚轴上. 将  分块为 

 可使外部系统分解为三个信号模型:
,    

  和    且  
. 因此外部系统能产生不同的有界持续激

励信号, 例如: 正弦信号、斜坡信号和阶跃信号等.
此外, 为实现输出反馈调节器设计, 扰动和参考信

号模型需已知并且待跟踪参考信号  是已知的.

X =


X1

...

Xn

 F (X ) =


f1
(
X̄1

)
...

fn
(
X̄n

)
 Q =


q1

...

qn



A =


0 1 · · · 0

... 0
. . .

...

...
. . . 1

0 0 · · · 0


Rn

B =


0

...

0

1


Rn

C =


1

0

...

0


Rn

v̇d2 = Sd2vd2

令  ,    ,    ,

,  ,   , 则考

虑扰动模型  的非线性 ODEs (1d) ~ (1e)

重新表述为:[
v̇d2

Ẋ

]
=

[
Sd2 0

Q A

][
vd2

X

]
+

[
0

B

]
U +

[
0

F(X )

]
(4)

本文的控制任务是分别设计状态反馈调节器和基于

观测器的输出反馈调节器使得被控系统在受到扰动

情况下实现输出跟踪误差的准确收敛, 即:

lim
t→∞

ey (t) = lim
t→∞

(y (t)− yr (t)) = 0 (5)

并且所产生的闭环系统指数稳定. 为实现控制目标,
我们给出如下必要的假设:

Sd1假设 1[11].   的特征值各自不同.([
qT0 C

]
,

[
Sd2 0

Q A

])
假设 2[24].   可观测.

c ∈ R ∀X ,

X̂ ∈ Rn : |F(X )−F(X̂ )| < c|X̃ |
假设 3[25]. 存在一个 Lipschitz常数 ,  

.
Sd1

v̇d1 = Sd1vd1

Sd1

(C, A)

(C, A)

v̇d2 = Sd2vd2

注 2. 上述第一个假设不失普遍性,   的特征

值由扰动系统  所考虑的扰动决定. 描述

不同频率的扰动时,   的特征值各不相同, 易满足假

设 1. 假设 2强于假设  可观测, 然而它同样不

失普遍性. 当  可观测而假设 2不成立时, 通过

缩小扰动系统  的状态空间总能使假设

2满足. 假设 3常见于非线性系统观测器设计文献中. 

2    状态反馈调节器

首先, 为简化 PDE子系统结构以便于控制器

设计, 我们采用 Volterra积分变换形式的坐标映射

及其逆映射:

w (x, t) = u (x, t)−
∫ x

0

K (x, y)u (y, t) dy =

Tc [u (t)] (x) (6)

u (x, t) = w (x, t) +

∫ x

0

L (x, y)w (y, t) dy =

T −1
c [w (t)] (x) (7)

K (x, y) ∈ R2×2 L (x, y) ∈ R2×2

0 ≤ y ≤ x ≤ 1

w

其中  和  为定义在三

角域  上的核函数. 用式 (3)替换原系

统 (1) 中的扰动, 变换 (6) 将 PDE 子系统 (1a) ~
(1c), (1f)映射为目标系统 :

wt (x, t) = Λ (x)wx (x, t) +H (x) v (8a)

w1 (0) = qw2 (0) + PT
2 v (8b)

w2 (1) = X1 −
∫ 1

0

eT2K (1, y)u (y, t) dy + pT0 v (8c)

 

dn

Xn

fn fn−1

Xn−1 X2 X1

dn−1

f1

d1

D1

D1

D2

d0

CSTR nCSTR 1 CSTR 2

u
2
(x)

u
1
(x)

a1(x) PFR

U

q − a2(x)

u2(1)

−

 

图 1    一类典型的流程工业多反应器串联系统信号流图

Fig. 1    A typical signal flow graph of multi-reactor series
system in process industry
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y (t) = CT −1
c [w (t)] + PT

3 v (8d)

H(x)=K(x, 0)Λ(0) e1P
T
2 +Tc

[
GPT

1

]
(x) e1 =

[1, 0]
T

e2 = [0, 1]
T

其中  ,    

 且 . 由两个系统的等价性, 可以推

导得到下列控制核方程:
Λ (x) ∂xK (x, y) + ∂y (K (x, y) Λ (y)) =

K (x, y)A (y)

K (x, 0) e2 =
qλ1 (0)

λ2 (0)
K (x, 0) e1

K (x, x) Λ (x)− Λ (x)K (x, x) = A (x) (9)

Λ (x) ∂xL (x, y) + ∂y (L (x, y) Λ (y)) =

−A (y)L (x, y)

L (x, 0) e2 =
qλ1 (0)

λ2 (0)
K (x, 0) e1

L (x, x) Λ (x)− Λ (x)L (x, x) = A (x) (10)

λ1, 2 (x) ∈ Cn [0, 1] ā1, 2 (x) ∈
Cn [0, 1]

Cn

(9) 和 (10) 分别为具有四个边界条件的一阶线性

偏微分方程. 由于   且  
, 文献 [26]采用特征线及逐次逼近的方法

证明上述方程存在  连续的解. 此外, 采用有限差

分的方法通过数值计算可以获得其任意精度的数

值解.
U Uf

Ub

在式 (1e)中, 控制器  由一个前馈控制器 

和一个反馈控制器  组成, 即:

U (t) = Uf (t) + Ub (t) (11)

Uf = Πv Π ∈ R1×nv

v Ub

Π

其中, 前馈控制器   由前馈增益  

及信号  组成, 反馈控制器  将在后续推导中给出

详细设计. 为了获得合适的增益 , 定义如下有界

可逆坐标变换:

ε (x, t) = w (x, t)− π (x) v (t) (12a)

ẽi (t) = Xi (t)− πiv (t) , i = 1, · · · , n (12b)

π(x) = [πij(x)] ∈ R2×nv πij(x) ∈ Cn+1[0, 1],

i = 1, 2, j = 1, · · · , nv

其中:   且 

. 将式 (11)和 (12)代入式 (8)
和 ODE系统 (1d) ~ (1e)中, 可得如下转换后系统:

εt = Λ(x) εx (13a)

ε1 (0) = qε2 (0) (13b)

ε2 (1) = ẽ1 −
∫ 1

0

eT2K (1, y)u (y, t) dy (13c)

˙̃ei = ẽi+1 + fi, i = 1, · · · , n− 1 (13d)

˙̃en = Ub + fn (13e)

ey (t) = CT −1
c [ε (t)] (13f)

为完成式 (13)的推导, 需满足下列调节方程:

π (x)S = Λ(x) dxπ (x) +H (x) (14a)

eT1π (0) = qeT2π (0) + PT
2 (14b)

CT −1
c [π] = pTr − PT

3 (14c)

eT2π (1) = π1 + pT0 (14d)

πiS = πi+1 + pTi , i = 1, 2, · · · , n− 1 (14e)

πnS = Π+ pTn (14f)

π (x)

πi, i = 1, · · · , n

其中式 (14a)是一个以式 (14b)和 (14c)为边界条

件的一阶线性 ODEs. 文献 [11]讨论了它的可解性

及解的存在性条件. 若式 (14a) ~ (14c)的解  唯

一存在, 则变量  唯一存在且闭环系

统 (13)的表达式也唯一存在. 通过式 (14d) ~ (14e)
可计算得到

πi =
(
eT2π (1)− pT0

)
Si−1 −

i−1∑
j=1

pTj S
i−j−1 (15)

进一步通过式 (14f)可得前馈增益

Π =
(
eT2π (1)− pT0

)
Sn −

n−1∑
j=1

pTj S
n−j − pTn (16)

ey ε (x, t)

Ub ε (x, t)

ey

式 (13f)表明被控输出的跟踪误差  是关于 

的线性映射, 因此设计反馈控制器   使得  

稳定能够保证  收敛到 0. 首先, 定义如下状态转

换变量:
γ1 = ẽ1 − tu (17a)

γi = ẽi − αi−1, i = 2, · · · , n (17b)

tu =
∫ 1

0
eT2K (1, y)u (y, t) dy αi, i = 1, · · · , n−

1

Ub αi

其中 ,  

 为虚拟控制器. 利用有限维反步设计方法, 实际控

制器  和虚拟控制器  将在如下推导步骤中给出:
步骤 1. 由于式 (13a)的状态是空间分布的, 采

用如下积分形式的 Lyapunov函数:

V1 =

∫ 1

0

e−axε21 (x)

λ1 (x)
dx+ β

∫ 1

0

eaxε22 (x)
λ2 (x)

dx+
1

2
γ2
1

(18)

a > 0 β > q2

γ̇1 = ˙̃e1 − ṫu = ẽ2 + f1 − ṫu = γ2 + α1 + f1−
ṫu

其中 ,   为正的设计参数. 由式 (13d)和
(17)可得 

. 对式 (18)求导并代入式 (13a) ~ (13b), 再分部

积分得到

V̇1 = −Θ(x) + βeaε22 (1) + γ1
(
γ2 + α1 + f1 − ṫu

)
(19)

其中

Θ(x) =
(
β − q2

)
ε22 (0) + a

∫ 1

0

e−axε21 (x) dx +

aβ

∫ 1

0

eaxε22 (x) dx+ e−aε21 (1) (20)
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ε2 (1) = γ1由于 , 选择虚拟控制器如下

α1 = −βeaε2 (1)− k1γ1 − f1 + ṫu (21)

k1 > 0 γ1 = X1 − π1v−
tu γ1 = ε2 (1) α1 X1, tu, ṫu, v

其中  是正的设计参数, 由于 

 且 ,   是一个关于  的函数.
将式 (21)代入式 (19)中得到

V̇1 = −Θ(x)− k1γ
2
1 + γ1γ2 (22)

步骤 2. 定义如下 Lyapunov函数:

V2 = V1 +
1

2
γ2
2 (23)

γ̇2 = ˙̃e2 − α̇1 = ẽ3 + f2 − α̇1 = γ3 + α2 + f2−
α̇1 γ̇2

注意到 

, 对式 (23) 求导并将   和式 (22) 代入结果中

得到

V̇2 = −Θ(x)− k1γ
2
1 + γ2 (γ3 + γ1 + α2 + f2 − α̇1)

(24)

其中

α̇1 =
∂α1

∂X1

(
X2 + f1 + pT1 v

)
+

1∑
j=0

∂α1

∂t
(j)
u

t(j+1)
u +

∂α1

∂v
Sv

(25)

α2选择虚拟控制器  如下:

α2 = − k2γ2 − γ1 − f2 +

1∑
j=0

∂α1

∂t
(j)
u

t(j+1)
u +

∂α1

∂X1

(
X2 + f1 + pT1 v

)
+

∂α1

∂v
Sv (26)

k2 > 0 α2 X1, X2,

tu, ṫu, t
(2)
u , v

其中  为正的设计参数且  是一个关于 

 的函数, 由此得到

V̇2 = −Θ(x)−
2∑

j=1

kjγ
2
j + γ2γ3 (27)

l (l = 3, · · ·, n− 1)步骤   . 定义如下 Lyapunov
函数:

Vl = Vl−1 +
1

2
γ2
l (28)

1 l − 1从递推步骤  到步骤 , 可得

V̇l−1 = −Θ(x)−
l−1∑
j=1

kjγ
2
j + γl−1γl (29)

γ̇l = ˙̃el − α̇l−1 = ẽl+1 + fl − α̇l−1 = γl+1 +

αl + fl − α̇l−1 γ̇l

注意到 

, 对式 (28)求导并将  和式 (29)代
入结果中得到

V̇l = −Θ(x)−
l−1∑
j=1

kjγ
2
j + γl−1γl +

γl (γl+1 + αl + fl − α̇l−1) (30)

αl选择虚拟控制器  如下:

αl = − klγl − γl−1 − fl +

l−1∑
j=0

∂αl−1

∂t
(j)
u

t(j+1)
u +

l−2∑
j=0

∂αl−1

∂v
Sv +

l−1∑
j=1

∂αl−1

∂Xj

(
Xj+1 + fj + pTj v

)
(31)

kl > 0 αl X1, · · · ,
Xl, tu, · · · , t(l)u , v αl

其中  为正的设计参数且  是一个关于 

 的函数. 将  代入式 (30)中得到

V̇l = −Θ(x)−
l∑

j=1

kjγ
2
j + γlγl+1 (32)

n步骤  . 定义如下 Lyapunov函数:

Vn = Vn−1 +
1

2
γ2
n (33)

γ̇n = ˙̃en − α̇n−1 = Ub + fn − α̇n−1

γ̇n

由于  ,  对式 (33)
求导并代入  到结果中可得

V̇n = −Θ(x)−
n−1∑
j=1

kjγ
2
j + γn−1γn +

γn (Ub + fn − α̇n−1) (34)

对式 (31)求导得到

α̇l =

l∑
j=1

∂αl

∂Xj

(
Xj+1 + fj + pTj v

)
+

l−1∑
j=0

∂αl

∂v
Sv +

l∑
j=0

∂αl

∂t
(j)
u

t(j+1)
u (35)

l = n− 1 α̇n−1

Ub

令式 (35)的  并将  代入式 (34)中, 由
此选择实际控制器  如下:

Ub = − knγn − γn−1 − fn +
n−1∑
j=0

∂αn−1

∂t
(j)
u

t(j+1)
u +

n−2∑
j=0

∂αn−1

∂v
Sv +

n−1∑
j=1

∂αn−1

∂Xj

(
Xj+1 + fj + pTj v

)
(36)

kn > 0 Ub

X1, · · · , Xn, tu, · · · , t(n)u , v

其中     为正的设计参数且     是一个关于

 的函数. 将式 (36)代入

式 (34)得到

V̇n = −Θ(x)−
n∑

j=1

kjγ
2
j (37)

tu

D1 = PT
1 v h1(ux, u, v)

∂tu = h1(ux, u, v) ∂t∂tu = ∂th1(ux,

注 3. 需注意, 控制器 (36)只需要 PDE系统的

状态及边界状态的空间导数而不需要任何 PDE状态

的时间导数, 尽管式 (36)中存在  的高阶时间导数.
由于 , 令  抽象表示式 (1a)的
最后三项, 易得 ,  
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u, v) = h1(∂x∂tu, ∂tu, v̇) = h2(∂xh1, h1, Sv)

∂xh1 uxx h2 u, ux, uxx, v

∂j
t u ∂j

t u = hj×
(∂xhj−1, hj−1, S

j−1v), j = 2, · · · , n. ∂xhj−1

∂j
xu hj u, ux, · · · , ∂j−1

x u, ∂j
xu, v

t
(j)
u t

(j)
u =

∫ 1

0
eT2K(1, y)×

∂j
t u(y, t)dy =

∫ 1

0
eT2K(1, y)hj(u, uy, · · · , ∂j

yu, v)dy

K(x, y) 0 ≤ y ≤ x ≤ 1 n

t
(j)
u

u ∂i
yu(1), ∂

i
yu(0),

i = 0, · · · , j − 1 v ∂i
yK(1, y), i =

0, · · · , j t
(j)
u

t
(j)
u

.  由于

 中包含   项, 因此   是关于   的

函数. 以此类推,    可以抽象表示为   

  由于  包

含了  项, 因此  是关于 

的函数. 进而  可重新表示为 

.

此外, 由于  在  域上  阶可导,
对上述积分式进行分部积分易得  由 PDE系统

状态   、边界状态的空间各阶导数  

 、外部系统状态   和  

 组成.   中存在的状态空间导数可采用有

限差分方法进行数值计算, 例如空间一阶导可采用

前项或后项差分格式计算, 二阶导可采用中心差分

格式计算等. 综上,   不需要 PDE系统状态的时

间导数, 这使得控制器的设计更加实际.
πi, i = 1, · · · , n

π (x)

0

定理 1. 考虑被控系统 (1), 令 

和  为调节方程 (14)的解, 则虚拟控制器 (21),
(26), (31)和实际控制器 (11)确保输出跟踪误差

(5)指数收敛到 .
V1, V2, Vl, Vn证明. 由  的定义可得

Vn =

∫ 1

0

e−axε21 (x)

λ1 (x)
dx+β

∫ 1

0

eaxε22 (x)
λ2 (x)

dx+
1

2

n∑
j=1

γ2
j

(38)

根据式 (37)易得

V̇n ≤ −µVn (39)

µ = min {a, kj , j = 1, · · · , n} γj ,∫ 1

0
e−axε21(x)

λ1(x)
dx

∫ 1

0
eaxε22(x)
λ2(x)

dx γ1 =

ε2 (1) ε ε

∀x ∈ [0, 1] , ε1, 2 (x, t)

L (x, y)

T −1
c [ε] ε T −1

c [ε]

C [h] h

ey = CT −1
c [ε (t)] 0

其 中  ,  因 此    

 和  指数收敛. 又因为 

 为   子系统的输入端且指数收敛, 由   子系

统的线性传输性质易知   指数

收敛. 由于核函数   是有界的, 式 (7) 表明

 是  的有界线型变换, 因此  指数收敛.
进一步, 式 (2)表明  是  的有界线型变换, 因此

跟踪误差  最终指数收敛到 . □

v̇r =

Srvr v̇d1 = Sd1vd1 v̇d2 = Sd2vd2

vr (0) vd1 (0) vd2 (0)

在全状态反馈控制器的设计中, 参考模型 

 和扰动模型  ,    需要准

确的参考及扰动信号初始状态 ,   和 

从而精确地描述参考信号及外界扰动的未来状态.
由于实际扰动往往不可测, 这是不现实的. 此外, 全
状态反馈需要获取整个 PDE及执行器的状态, 这
在实际中同样难以实现. 为解决这些问题, 我们在

下一节给出参考及扰动观测器用于准确估计系统状

态和参考及扰动信号, 进一步实现输出反馈调节器

的设计. 

3    参考及扰动观测器设计(
qTr , Sr

)
首先假设  可观测, 由此给出参考观测器:

˙̂vr = Srv̂r + lr
(
yr − qTr v̂r

)
(40)

v̂r (0) ∈ Rnr
(
qTr , Sr

)
lr er = vr − v̂r

u1 (1, t) u2 (1, t)

vd1 vd2

其中初始状态 . 由于  可观测, 存

在观测器增益  使得观测误差  渐进收

敛[27]. 假设  和  可测量, 为准确估计

扰动信号  和  、PDE子系统状态和执行器状

态, 我们分别构造 PDE子系统扰动观测器以及执

行器扰动观测器. 

3.1    PDE 子系统扰动观测器

构建如下 PDE子系统扰动观测器:

˙̂vd1 = Sd1v̂d1 + ld1ũ1 (1) (41a)

ût (x, t) = Λ (x) ûx (x, t) +A (x) û (x, t) +

G (x)QT
1 v̂d1 (t) + lu (x) ũ1 (1) (41b)

û1 (0) = qû2 (0) +QT
2 v̂d1 (t) (41c)

û2 (1) = u2 (1) (41d)

ũ1 (1) = u1 (1)− û1 (1)

û (x, t) v̂d1 vd1

ed1 = vd1 − v̂d1 eu (x, t) = u (x, t)−
û (x, t) = [eui ] v̇d1 = Sd1vd1

其中   为观测误差反馈值 ,
 为 PDE状态估计值,   为扰动  估计值.

定义观测误差  ,   
, 将   和式 (1a) ~ (1c) 分

别减去式 (41a) ~ (41d)得到:

ėd1 = Sd1ed1 − ld1eu1
(1) (42a)

∂teu (x) = Λ (x) ∂xeu (x) +A (x) eu (x) +

G (x)QT
1 ed1 − lu (x) eu1 (1) (42b)

eu1
(0) = qeu2

(0) +QT
2 ed1 (42c)

eu2
(1) = 0 (42d)

首先采用如下坐标变换以简化式 (42b) ~ (42d):

eu (x, t) = ẽu (x, t)−
∫ 1

x

KI (x, y) ẽu (y, t) dy =

T −1
o [ẽu (t)] (x) (43)

ẽu (x, t) = eu (x, t) +

∫ 1

x

LI (x, y) eu (y, t) dy =

To [eu (t)] (x) (44)

KI (x, y) ∈ R2×2 LI (x, y) ∈ R2×2

0 ≤ x ≤ y ≤ 1 Cn

ẽu

其中   和   是定义在

三角域  上  连续的核函数. 在 (43)
坐标下, 系统 (42)被映射为目标系统 :

ėd1 = Sd1ed1 − ld1ẽu1
(1) (45a)
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∂tẽu (x) = Λ (x) ∂xẽu (x) + G̃ (x) ed1−

l̃u (x) ẽu1
(1) (45b)

ẽu1
(0) = qẽu2

(0) +QT
2 ed1 (45c)

ẽu2
(1) = 0 (45d)

l̃u (x) = To [lu] (x)− LI (x, 1)Λ (1) e1

G̃ (x) = To
[
GQT

1

]
(x)

其中   为辅助增

益,   . 由两系统等价性可推导

得到下列观测核方程

Λ (x) ∂xKI (x, y) + ∂y (KI (x, y) Λ (y)) =

−A (x)KI (x, y)

eT1KI (0, y) = qeT2KI (0, y)

KI (x, x) Λ (x)− Λ (x)KI (x, x) = A (x) (46)

Λ (x) ∂xLI (x, y) + ∂y (LI (x, y) Λ (y)) =

LI (x, y)A (y)

eT1LI (0, y) = qeT2LI (0, y)

LI (x, x) Λ (x)− Λ (x)LI (x, x) = A (x) (47)

与式 (9)和 (10)可解性证明类似, 可以采用有限差

分方法获得其数值解. 系统 (45)等同于 PDE子系

统与 ODE子系统相互耦合的系统, 为实现两系统

之间的解耦, 引入如下坐标变换:

ε̃u (x, t) = ẽu (x, t)−M (x) ed1 (t) (48)

M (x) ∈ R2×nd1其中 . 将式 (48)代入式 (45)中易得

ėd1 =
(
Sd1 − ld1e

T
1M (1)

)
ed1 − ld1ε̃u1

(1) (49a)

∂tε̃u (x) = Λ (x) ∂xε̃u (x) (49b)

ε̃u1
(0) = qε̃u2

(0) (49c)

ε̃u2
(1) = 0 (49d)

l̃u (x) = M (x) ld1 M (x)若  且  满足如下方程

G̃ (x) = M (x)Sd1 − Λ (x) dxM (x) (50a)

eT1M (0) = qeT2M (0) +QT
2 (50b)

eT2M (1) = 0 (50c)

G̃ (x) l̃u (x) =

M (x) ld1

由于  是连续函数, 式 (50)唯一可解, 因此 

 唯一存在. 进一步可得 PDE观测器增益

lu (x) = T −1
o [M ] (x) ld1 + T −1

o [LI (·, 1)] (x) Λ (1) e1 =

T −1
o [M ] (x) ld1 +KI (x, 1) (x) Λ (1) e1 (51)

ld1 Sd1 − ld1e
T
1M (1) (Sd1,

eT1M (1))

为使误差系统 (49)稳定, 需选择合适的观测器增益

 使得   为赫尔维茨矩阵 (若  

 可观 (由于假设 1成立, 可观条件参见文

献 [11])).
定理 2. 考虑观测器 (41), 在假设 1的前提下, 选

ld1 Sd1 − ld1e
T
1M (1)

lu (x) ece =

col (ed1, eu1, eu2) ∥ · ∥ce = (| · |2Cnd1 + ∥ · ∥2L2
+

∥ · ∥2L2
)

1
2

择合适的观测器增益  使得  为赫

尔维茨矩阵且  由式 (51)给定, 则观测误差 

 在范数  

 意义上指数收敛.

证明. 考虑如下 Lyapunov函数:

Vobe = eTd1P1ed1 +
β1

2

∫ 1

0

2− x

λ1 (x)
ε̃2u1 (x) dx +

q2β1

∫ 1

0

1 + x

λ2 (x)
ε̃u2 (x) dx (52)

β1 > 0 P1 ∈ Rnd1其中 ,   是一个正定对称矩阵满足如

下代数方程:(
Sd1 − ld1e

T
1M (1)

)T
P1+P1

(
Sd1 − ld1e

T
1M (1)

)
= −T1

(53)

T1 Vobe其中   是一个正定对称矩阵, 对   求导并代入

式 (49)到结果中可得

V̇obe = − β1

∫ 1

0

(
ε̃2u1 (x) + 2q2ε̃2u2 (x)

)
dx −

eTd1T1ed1 − 2ε̃u1 (1) l
T
d1P1ed1 − β1ε̃

2
u1 (1) (54)

β1 > 0 β1 >

0

由于  是任意的, 因此可以选择足够大的 

 使得

1

2
eTd1T1ed1 + 2ε̃u1 (1) l

T
d1P1ed1 + β1ε̃

2
u1 (1) ≥ 0 (55)

µ1 > 0由式 (54)和 (55)可知, 存在常数  使得

V̇obe ≤ − 1

2
eTd1T1ed1−

β1

∫ 1

0

(
ε̃2u1 (x) + 2q2ε̃2u2 (x)

)
dx ≤

− µ1Vobe (56)

∥·∥ce

eu ed1

ᾱ2 > 0, M̄2 > 0

因此式 (49)在范数  意义上是指数稳定的. 由
于式 (43)和 (48)均为有界可逆坐标变换, 因此误

差系统 (42) 状态   和   在原坐标下指数收敛,
即, 存在常数  使得(

|ed1|2Cnd1 + ∥eu1∥2L2
+ ∥eu2∥2L2

) 1
2 ≤ M̄2e−ᾱ2t×(

|ed1 (0)|2Cnd1 + ∥eu1 (0)∥2L2
+ ∥eu2 (0)∥2L2

) 1
2

(57)

□ 

3.2    执行器扰动观测器

构建如下执行器扰动观测器:
˙̂vd2 = Sd2v̂d2 + ld2X̃vd (58a)

˙̂
Xi = X̂i+1 + fi

(
ˆ̄Xi

)
+ qTi v̂d2 + τiX̃vd (58b)
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˙̂
Xn = U + fi

(
ˆ̄Xn

)
+ qTn v̂d2 + τnX̃vd (58c)

X̂i, i = 1, · · · , n v̂d2

vd2 u2(1) u2(1) = X1+

qT0 vd2 X̃vd = u2(1)− X̂1 − qT0 v̂d2 = X̃1 + qT0 ṽd2

Γ = [τ1, · · · , τn]T X̂ =

[X̂1, · · · , X̂n]
T F(X̂ ) = [f1(

ˆ̄X1), · · · , fn( ˆ̄Xn)]
T X̃ =

X − X̂ F̃ = F(X )−F(X̂ ) ed2 = vd2 − v̂d2

其中  为执行器状态估计值,   为

扰动  的估计值. 由于  可测量且 

,   表示

观测器 (58)的误差反馈值. 令 ,  
,  ,  

,  ,  , 则观测

器 (58a) ~ (58c)重新表述为[
˙̂vd2
˙̂X

]
=

[
Sd2 0

Q A

][
v̂d2

X̂

]
+

[
0

B

]
U +

[
ld2

Γ

] [
qT0 C

] [ ṽd2

X̃

]
+

[
0

F(X̂ )

]
(59)

将式 (4)减去式 (59)得到误差系统:

˙̃Eobe = AobeẼobe − ΓobeCobeẼobe +

[
0

F̃

]
(60)

Ẽobe=

[
ed2

X̃

]
Aobe=

[
Sd2 0

Q A

]
Γobe=

[
ld2

Γ

]
Cobe=[

qT0 C
]

(Cobe, Aobe)

Γobe AH = Aobe − ΓobeCode

其中 ,  ,  ,  

. 由假设 2 可得  可观测, 因此存

在合适的观测器增益  使得 

为赫尔维茨矩阵.

Γobe AH

Ẽobe |·|

定理 3. 考虑观测器 (58), 在假设 2和假设 3的
前提下, 选择合适的观测器增益  使得  为赫

尔维茨矩阵, 则观测误差  在范数  意义上指数

收敛.
证明. 考虑如下 Lyapunov函数:

W1 = ẼT
obeP2Ẽobe (61)

P2 ∈ Rn+nd2  为正定对称矩阵, 满足如下代数方程:

AT
HP2 + P2AH = −T2 (62)

T2其中  为正定对称矩阵, 对式 (61)求导并代入式

(60)到结果中可得

Ẇ1 =
(
ẼT

obeA
T
H +

[
0 F̃T

])
P2Ẽobe +

ẼT
obeP2

(
AHẼobe +

[
0

F̃

])
≤

− ẼT
obeT2Ẽobe + 2

[
0 F̃T

]
P2Ẽobe (63)

由假设 3可得

2
[
0 F̃T

]
P2Ẽobe ≤ 2

∣∣∣F̃∣∣∣ |P2|
∣∣∣Ẽobe

∣∣∣ ≤
2c
∣∣∣Ẽobe

∣∣∣ |P2|
∣∣∣Ẽobe

∣∣∣ = 2cλmax (P2) Ẽ
T
obeẼobe

(64)

将式 (64)和 (62)代入式 (63)易得

Ẇ1 ≤ (−λmin (T2) + 2cλmax (P2)) Ẽ
T
obeẼobe (65)

λmin(·) λmax(·)
c < λmin(T )

2λmax(P2)
c1 > 0

Ẇ1 ≤ −c1|Ẽobe|2 λmin(P2)|Ẽobe|2 ≤
W1 ≤ λmax(P2)|Ẽobe|2 Ẽobe |·|

其中   和   分别代表矩阵最小和最大特

征值. 因此当  时, 存在常数 , 使得

. 由式 (61)可得:  
, 因此  在范数  意义上指

数收敛. □ 

4    输出反馈调节器

U (t)

如图 2所示, 输出反馈闭环控制系统包括被控

系统 (1), PDE子系统扰动观测器 (41), 执行器状

态扰动观测器 (58), 参考信号观测器 (40)和控制器

. 如下定理将给出输出反馈闭环控制系统状态

指数收敛性.

  
u1(x, t)

u2(x, t)

u2(0, t)

u2(1, t)

u2(1, t)

u1(1, t)

u1(0, t)

yr

测量值

d0
X1

非线性 ODE
(Xi, vd2)

U(t)

PDE 扰动观测
器-(u1, u2, vd1)ˆˆ

ODE 扰动观
测器-(Xi, vd2)ˆ ˆ

ˆ

参考信号观
测器-(vr)ˆ

 

图 2   输出反馈闭环控制系统结构框图

Fig. 2    The block diagram of output-feedback
closed-loop control system

 

v̂ =

col(v̂r, v̂d1, v̂d2) û X̂i, i = 1, · · · , n ê(x, t) =

û(x, t)− T −1
c [π](x)v̂ = [êi], i = 1, 2,

α̂l(v̂, û,
ˆ̄X l) Û(v̂, û, ˆ̄Xn) eco =

col(er, ed1, ed2, ê1, ê2) ∥eco∥co = (|er|2Cnr +

|ed1|2Cnd1 + |ed2|2Cnd2 + ∥ê1∥2L2
+ ∥ê2∥2L2

)
1
2

∃ᾱco, M̄co > 0

定理 4. 在控制器 (11), (21), (26)和 (31)中利

用观测器 (40), (41) 和 (58) 的状态观测值  

,     和  .  令  

  则输出反馈调

节器  和  确保误差状态 

 在范数 

 意义上指数

收敛, 即  满足下列不等式:

∥eco (t)∥co ≤ M̄coe
−ᾱcot∥eco (0)∥co, t ≥ 0 (66)

eco(0)∈Cnr⊕ Cnd1⊕ Cnd2⊕ L2(0, 1)⊕ L2(0, 1)对于  .
ŵ(x) = Tc[û(t)](z)

ŵt = Λ(x)ŵx +H(x)v̂ + Tc[lu]×
(x)ũ1(1) ŵ1(0) = qŵ2(0) + PT

2 v̂

ŵ2(1) = X̂1 − t̂u + pT0 v̂ ε̂(x, t) =

ŵ(x, t)− π(x)v̂ ˆ̃ei = X̂i − πiv̂ ŵ

证明. 通过定义新的坐标 , 则
观测器 (41)转化为 

,  其中边界条件  ,
. 分别应用坐标变换 

,     到   系统和式 (58)
中得到

ε̂t (x) = Λ (x) ε̂x − π (x) Eco + Tc [lu] (x) ũ1 (1) (67a)

ε̂1 (0) = qε̂2 (0) (67b)
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ε̂2 (1) = ˆ̃e1 − t̂u (67c)

˙̂
ẽi = ˆ̃ei+1 + fi

(
ˆ̄Xi

)
− πiEco + τiX̃vd (67d)

˙̂
ẽn = Ûb + fn

(
ˆ̄Xn

)
− πnEco + τnX̃vd (67e)

Eco = [(lrq
T
r er)

T (ld1ũ1 (1))
T (ld2X̃vd)

T]T

γ̂1 = ˆ̃e1− t̂u γ̂i = ˆ̃ei − α̂i−1, i = 2, · · · , n
其中 . 再应

用状态变换   ,  

到系统 (67)中得到如下闭环系统:

ε̂t (x) = Λ (x) ε̂x − π (x) Eco + Tc [lu] (x) ũ1 (1) (68a)

ε̂1 (0) = qε̂2 (0) (68b)

ε̂2 (1) = γ̂1 (68c)

˙̂γ1 = −βeaε̂2 (1)− k1γ̂1 + γ̂2 − π1Eco + X̃vd (68d)

˙̂γl = γ̂l+1 − klγ̂l − γ̂l−1 − πiEco + X̃vd (68e)

˙̂γn = −knγ̂n − γ̂n−1 − πnEco + X̃vd (68f)

考虑如下 Lyapunov函数:

Vco =

∫ 1

0

e−a2xε̂21 (x)

λ1 (x)
dx+ β2

∫ 1

0

ea2xε̂22 (x)

λ2 (x)
dx +∫ 1

0

e−a3xε̃2u1 (x)

λ1 (x)
dx+ β3

∫ 1

0

ea3xε̃2u2 (x)

λ2 (x)
dx +

1

2

n∑
j=1

γ̂2
j + eTrPrer + eTd1P1ed1 + ẼT

obeP2Ẽobe

(69)

β2, β3 > q2 a2, a3 > 0 Pr

Pr

(
Sr − lrq

T
r

)
+
(
Sr − lrq

T
r

)T
Pr = −Tr

Tr = TT
r > 0

其中 ,  ,   是一个正定对称矩

阵 ,  满足   对

于任意的矩阵 . 对式 (69)求导并代入

式 (68)和 (49)到结果中可得

V̇co ≤ −(β2 − q2)ε̂22(0)− a2

∫ 1

0

e−a2xε̂21(x)dx −

a2β2

∫ 1

0

ea2xε̂22(x)dx− e−a2 ε̂21(1) −

(β3 − q2)ε̃2u2(0)− a3

∫ 1

0

e−a3xε̃2u1(x)dx −

a3β3

∫ 1

0

ea3xε̃2u2(x)dx− e−a3 ε̃2u1(1) +

2

∫ 1

0

e−a2xε̂1(x)e
T
1 (−π(x)Eco + Tc[lu](x)ũ1(1))

λ1(x)
dx +

2β2

∫ 1

0

ea2xε̂2(x)e
T
2 (−π(x)Eco + Tc[lu](x)ũ1(1))

λ2(x)
dx −

n∑
j=1

kj γ̂
2
j −

n∑
j=1

γ̂jπjEco +
n∑

j=1

γ̂jτjX̃vd−

2lTd1ε̃u1(1)P1ed1 − eTr Trer − eTd1T1e
T
d1−

(λmin(T2)− 2cλmax(P2))Ẽ
T
obeẼobe (70)

进一步由柯西−施瓦茨和杨氏不等式可得

2β2

∫ 1

0

ea2xε̂2(x)e
T
2 (−π(x)Eco + Tc[lu](x)ũ1(1))

λ2(x)
dx ≤

β2

s1

∫ 1

0

ea2xε̂22(x)dx+ s1β2×∫ 1

0

ea2x

(
eT2 (−π(x)Eco + Tc[lu](x)ũ1(1))

λ2(x)

)2

dx

(71)

2

∫ 1

0

e−a2xε̂1(x)e
T
1 (−π(x)Eco + Tc[lu](x)ũ1(1))

λ1(x)
dx ≤

1

s2

∫ 1

0

e−a2xε̂21(x)dx+ s2×∫ 1

0

e−a2x

(
eT1 (−π(x)Eco + Tc[lu](x)ũ1(1))

λ1(x)

)2

dx

(72)

n∑
j=1

γ̂jπjEco ≤ 1

2s3

n∑
j=1

γ̂2
j +

s3
2

n∑
j=1

(πjEco)2 (73)

n∑
j=1

γ̂jτj ũ2 (1) ≤
1

2s4

n∑
j=1

γ̂2
j +

s4
2

n∑
j=1

(
τjX̃vd

)2
(74)

2ε̃u1 (1) l
T
d1P1ed1 ≤ 1

s5
ε̃2u1 (1) + s5

(
lTd1P1ed1

)2
(75)

s1, s2, s3, s4, s5 > 0

µ2 > 0 V̇co

当选择足够大的  时, 存在常数

 使得  满足:

V̇co ≤ −
(
a2 −

1

s2

)∫ 1

0

e−a2xε̂21 (x) dx −(
a2 −

1

s1

)
β2

∫ 1

0

ea2xε̂22 (x) dx −

a3

(∫ 1

0

1

ea3x
ε̃2u1 (x)dx+ β3

∫ 1

0

ea3xε̃2u2 (x)dx
)
−

(
ea3 − 1

s5

)
ε̃2u1 (1)−

n∑
j=1

(
kj −

1

2s3
− 1

2s4

)
γ̂2
j −

(λmin (T2)− 2cλmax (P2)) Ẽ
T
obeẼobe −

eTr Trer − eTd1T1e
T
d1 +Wexp ≤

− µ2Vco +Wexp (76)

其中
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Wexp =
s3
2

n∑
j=1

(πjEco)2+

s4
2

n∑
j=1

(τj ũ2(1))
2
+ s5(l

T
d1P1ed1)

2 +

s2

∫ 1

0

e−a3x

(
eT1 (−π(x)Eco + Tc[lu](x)ũ1(1))

λ1(x)

)2

dx +

s1β3

∫ 1

0

ea3x

(
eT2 (−π(x)Eco + Tc[lu](x)ũ1(1))

λ2(x)

)2

dx

(77)

ũ1(1) = eu1(1) = ε̃u1(1) + eT1M(1)ed1 X̃vd =

X̃1 + qT0 ṽd2 = CobeẼobe Eco Ẽobe, ed1,

ε̃u(1), er ε̃u1(1)

Ẽobe, ed1, er

Wexp Vco

ᾱ3, M̄3 > 0

由于   且  
, 因此  是一个由 

 组成的向量. 由上文可知   有限时间

收敛,    在范数意义上指数收敛, 因此

 指数收敛. 通过运用比较定理[28] 可得  指数

收敛, 因此存在常数  使得(
|er|2Cnr +|ed1|2Cnd1 +|ed2|2Cnd2 +∥ε̂1∥2L2

+∥ε̂2∥2L2

) 1
2 ≤

M̄3e−ᾱ3t
(
|er (0)|2Cnr + |ed1 (0)|2Cnd1 +

|ed2 (0)|2Cnd2 + ∥ε̂1 (0)∥2L2
+ ∥ε̂2 (0)∥2L2

) 1
2

(78)

û = T −1
c [ŵ] (x) ê = T −1

c [ŵ] (x)−
T −1
c [π] (x) v̂ = T −1

c [ε̂] (x) L (x, y)

ε̂ ∥ê1∥2L2
+ ∥ê2∥2L2

∃ᾱco, M̄co > 0

由 (7) 可得  , 因此  

. 由于核函数  有界,
 在范数意义上指数收敛性表明  指

数收敛. 因此  使得不等式 (66)恒成立.
□ 

5    数值仿真

Λ(x) =

[
−4− x 0

0 1 + ex

]
, A(x) =[

0 1 + coshx

1 + x 0

]
x ∈ [0.1, 0.8] G(x) = 1

G(x) = 0 q = 2

f1(X̄1) = sin(X1) f2(X̄2) = sin(X1X2)

Sd1 = 0 vd1(0) =

1 Sd2=

[
0 5

−5 0

]
, vd2(0) = [1, 1] Q1=

2 Q2 = 1 Q3 = 0.4 qi = [0, 2, 0, 2]T, i = 0, 1, 2

y(t) = u1(0.5, t) +D3

y(t) yr(t) = 2 cos(t)

Sr =

[
0 1

−1 0

]
, qr = [1, 1]T vr(0) =

[1, 1] u1(x, 0) = −2

考虑具有二阶执行器的系统 (1), 其中系统参数

配置如下: 式 (1a)中,     

,  当   时  ,  否

则 . 令式 (1b)的  , 执行器中的非线性函

数 ,  . 假设 PDE
子系统受到常值干扰, 执行器受到频率为 5的正弦

信号干扰, 为此分别设计扰动模型 ,  

,       并给定扰动增益 

,    ,     ,    .
假设 PDE 系统的被控输出  ,
控制目标为  准确跟踪上参考信号 ,

因此设计参考模型    ,  

 . 此外PDE子系统的初始状态为  ,

u2(x, 0) = −1.8 X1(0) = −0.2

X2(0) = −0.2

, 执行器初始状态为:  ,
.

α1

Ub a = 0.7

β = 5 k1 = 5 k2 = 5

状态反馈调节器设计. 采用有限差分方法求解

控制核方程 (9)和 (10)以及调节方程 (14), 按照文

献 [11]的结论检验式 (14)的可解性. 虚拟控制器 

和实际控制器  的可调参数分别选择为:  ,
,  ,  .

(Sr, qr)

lr = [1, 1]
T

ld1 = [0.8, 0.8]
T

(
Sd1, e

T
1M (1)

)
lu (x)

ld2 = [1, 40]
T

Γ = [15, 20]
T

v̂r (0) = [0.5, 0.5]
T

v̂d1 (0) = [0.75,

0.75]T v̂d2 (0) = [0, 0]
T

û1 (x, 0) = −1 û2 (x, 0) =

−1− sinx X̂1 (0) = −1 X̂2 (0) = −1

输出反馈调节器设计. 由于  可观测, 选
择参考观测器增益 . 对于扰动观测器 (41),

选择增益  . 采用有限差分方法求解

观测核方程 (46), (47)以及调节方程 (50), 并检验

 的可观性. 若可观性满足, 则通过计

算式 (51)得到 PDE观测器增益 . 对于扰动观

测器 (58), 易验证假设 2成立, 并且观测器增益分别选

择为 ,  . 参考及扰动观测器

的初始值分别为:  ,  

,   ,   ,   

,  ,  . 进一步在状

态反馈调节器基础上, 采用参考及扰动信号状态观

测值构成输出反馈调节器.

X1

U

控制算法对比. 我们将本文所提出的控制算法

与文献 [11]的控制算法进行比较. 由于文献 [11]未
考虑执行器动态特性的影响, 因此式 (1d) ~ (1e),
(13d) ~ (13e)和 (14e) ~ (14f)在文献 [11]中被忽略

且式 (1c)中的执行器状态  直接替换为控制输入

. 进一步由式 (13c)和 (14d)可得文献 [11]所构建

的基于状态反馈调节器如下:

Ucom (t) =

∫ 1

0

eT2K (1, y)u (y, t) dy + π1v (t) (79)

仿真对比采用与上文相同的系统参数.

y (t) U (t)

y (t)

2 s

yr (t)

y (t) yr (t)

6 s

∥ũ1∥ ∥ũ2∥ X1 − X̂1 X2 − X̂2

仿真结果. 图 3和图 4分别描述了状态反馈控

制下 PDE子系统被控输出  以及控制输入 

的轨迹. 在图 4控制输入的驱动下,   受到的干

扰被抑制, 并且在小于  的时间内准确跟踪上参

考信号 . 图 5 ~ 10分别描述了输出反馈控制下

的系统输出、控制输入、状态估计误差及扰动估计

曲线. 图 5表明  准确跟踪上参考信号  在

小于  的时间内. 由于前期观测误差的存在, 相较

于图 3, 图 5的被控输出需要更长调节过程. 图 6描
述了输出反馈控制信号曲线, 相较于图 4, 图 6曲线

前期变化幅度更大, 后期与图 4曲线基本保持一致.
图 7和图 8分别描述了 PDE子系统观测误差的范数

,   和执行器状态观测误差 ,  

的收敛轨迹, 结果表明扰动观测器能够在存在干扰

情况下准确估计 PDE子系统和执行器的真实状态,
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Di, i = 1, 2, 3

为控制器提供准确的系统状态. 图 9描述了 PDE

子系统受到的常值扰动  及观测器 (41)

D̂i, i = 1, 2, 3

di, i = 0, 1, 2

d̂i, i = 0, 1, 2 qi, i = 0, 1,

2 di = qTi vd2

d̂i = qTi v̂d2

的扰动观测值 . 图 10描述了执行器

受到的周期扰动  及观测器 (58) 的扰

动观测值   (由于扰动增益  

 相同, 周期扰动  的轨迹相同, 扰动观测

值  的轨迹同样相同). 图 9、10表明扰动

观测器 (41), (58)能够准确跟踪外部系统所描述的

一类参考信号, 为控制器抑制外界干扰提供准确信

息. 图 11、12表明采用文献 [11]所提出控制器会使

被控系统不稳定发散. 这是由于文献 [11]忽略了执

行器的动态特性, 而动态的执行器会影响系统稳定

性, 因此状态反馈调节器 (79)无法使系统稳定, 更

无法实现信号跟踪. 相较于文献 [11], 本文所提出的

控制算法能够弥补执行器的影响, 实现全局扰动抑

制及信号跟踪.
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6    结论

本文研究了具有复杂执行器动态特性的双曲线

型偏微分方程的输出调节问题, 所提出的基于状态

反馈和输出反馈的调节器实现了被控系统全局扰动

估计以及被控输出跟踪误差指数收敛. 值得注意的

是, PDE子系统可以被替换为其他类型的线性 PDE

系统例如扩散方程、波动方程等. 执行器动态特性

可以由能够被反步法稳定且具有严格反馈形式的非

线性系统描述. 未来的工作将考虑系统的不确定性

以及研究相应的自适应输出调节策略.
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