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摘    要   针对存在临界点的 A类被控对象及不存在临界点的 B类被控对象, 分别采用其  和  相位点的频率

和增益提出了 PID (Proportional-integral-derivative) 控制器参数的优化整定方法. 基于 Tchebyshev多项式和分数阶积

分器求取被控对象  或  相位点的频率和增益, 建立其积分滞后模型. 采用负载扰动下跟踪误差平方和 (Sum of
squares of tracking errors, SSE)最小作为优化指标, 使闭环系统具有强的鲁棒性的最大灵敏度和最大补灵敏度为约束方

程, 针对两类被控对象, 分别建立了基于  和  相位点频率和增益的 PID控制器比例、积分与微分三个参数的优

化整定规则. 通过与其他常用 PID控制方法的仿真与物理对比实验, 表明所提方法的优越性.
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Abstract   In this paper, a tuning method of PID (proportional-integral-derivative) controller parameters is pro-
posed for class A controlled object with critical point and class B controlled object without critical point using the
frequency and gain of the point at which its phase is    and    respectively. The frequency and gain of
the controlled object at which its phase is    or    are obtained based on Tchebyshev polynomial and
fractional order integrator, and the gain-integrator-delay model is established for the controlled object. Taking the
minimum sum of squares of tracking error (SSE) under load disturbance as the optimization objective, and the max-
imum sensitivity and maximum complementary sensitivity as the constraint equations that give the closed-loop sys-
tem strong robustness, a tuning rule of the proportion, integral and differential parameters of PID controller is es-
tablished for two classes of plants based on the frequency and gain at which the phase is    and    re-
spectively. Through simulation and physical comparison experiments with other common PID control methods, the
superiority of the proposed method is demonstrated.
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比例−积分−微分 (Proportional-integral-deriv-

ative, PID) 控制技术因其结构简单, 使用方便而广

泛应用于实际工业过程, 目前约 95% 的控制回路采

用 PID控制技术[1−3]. PID控制器的性能取决于比

例、积分和微分三个参数. 文献 [4]指出: “··· 没有

一种整定方法可以说是通用的或最优的, 迄今为止,
我们仍缺乏足够的知识来确定一个通用且最优的

PID控制器参数的整定方法.” 因此 PID控制器参

数整定方法一直是控制领域研究的重要方向.
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目前工业领域广泛采用的 PID控制器参数整

定技术是 Ziegler-Nichols (Z-N)法[5]. Z-N法采用可

以反映被控对象动态特性的临界点, 即其 Nyquist
曲线穿越负实轴的  相位点的增益  和频

率  来设计 PID控制器参数. Z-N法使闭环系统

对阶跃负载扰动的响应以 1/4的震荡比衰减, 得到

基于临界点增益和频率的简单的 PID参数整定规

则. Z-N法将 PID控制系统的开环传递函数在 
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点的频率响应调节为 , 在保证控制系统

稳定的条件下, 获得好的抗扰性. Z-N法仅适用于

时间常数较大的慢动态工业过程[6−7]. 文献 [8−9]以
给定的 PID控制系统开环传递函数在  点的频

率响应的幅值和相角为目标, 从而提出了基于临界

点增益和频率的 PID 控制器参数整定规则 .  文
献 [10−11] 采用被控对象在临界点的频率和增益建

立积分滞后模型, 文献 [12] 采用被控对象的稳态增

益与  相位点的增益和频率建立一阶惯性滞后

或二阶欠阻尼滞后模型, 文献 [13]采用被控对象的稳

态增益、  相位点的增益和频率及该点 Nyquist
曲线的切角建立二阶滞后模型, 以期望的控制系统

传递函数为目标, 提出了基于临界点增益和频率的

PID控制器参数整定方法. 为提高 PID控制系统的

性能和鲁棒稳定性, 文献 [14] 针对基于临界点频率

和增益的被控对象模型, 以 PID控制器的积分增益

最大为优化指标, 以敏感度为约束, 提出了基于临

界点频率和增益的 PID控制器参数整定规则. 但积

分增益最大的优化指标只适用于平稳的被控对象,
当负载扰动频繁波动时, 不能减小跟踪误差[9].
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上述 PID参数整定方法要求被控对象必须存

在临界点. 然而低阶或相对阶次较小、延时很小的

被控对象不存在临界点. 文献 [15−16]采用反映其

动态特性的  相位点的增益  和频率 ,
以给定的 PID控制系统开环传递函数在  点的

频率响应的幅值和相角为目标, 提出了 PID参数整

定规则. 针对离散被控对象, 文献 [17−18]提出离散

的 Z-N法. 文献 [19]以给定的 PID控制系统开环

传递函数在  点的频率响应的幅值与相角为目

标, 提出基于临界点的频率和增益的离散 PID控制

器参数整定方法.
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上述PID控制器参数整定方法的  或 

相位点的增益和频率参数采用实验方法近似求取.
当被控对象模型已知时, 文献 [18, 20] 提出临界点

增益和频率的数学计算方法. 文献 [18] 引入比例控

制与被控对象组成闭环回路, 通过临界稳定条件下

闭环特征方程的根计算使闭环系统临界稳定的比例

增益和对应的频率, 得到临界点的增益  和频率

. 该方法只适合低阶的被控对象. 文献 [20]建立

被控对象的相位等于  的方程, 采用 Newton-
Raphson算法迭代求解该方程, 计算临界点的增益

 和频率 . 迭代算法时间长且存在计算误差,
相位点增益和频率的求取误差影响 PID控制系统

的性能.

−180◦ −120◦
本文通过引入 Tchebyshev多项式和分数阶积

分器, 提出被控对象  和  相位点的频率

和增益的求取方法. 为了获得基于相位点频率与增

益的 PID参数优化整定规则, 本文基于被控对象指

定相位点频率和增益的积分滞后模型, 以负载扰动

下跟踪误差的平方和 (sum of squares of tracking
errors, SSE)最小为优化目标, 以最大灵敏度和最

大补灵敏度为约束, 提出实现上述优化性能指标的

基于被控对象相位点频率和增益的 PID控制器参

数整定规则. 采用存在临界点和不存在临界点的被

控对象的仿真和物理实验, 表明所提方法的优越性.
 

1    被控对象模型

本文的被控对象为[18, 20]:

A(z−1)y(k) = z−dB(z−1)u(k) (1)

u(k) y(k)

d k = t/T0 = 0, 1, 2, · · ·
T0 A(z−1) B(z−1)

z−1

其中,   为被控对象的输入,   为被控对象的

输出,   为系统延时,   为离散

的采样时间,    为采样周期,    和   为

关于  的多项式, 即为:

A(z−1) = 1 +

n∑
i=1

aiz
−i = 1 + a1z

−1 + a2z
−2 +

· · ·+ anz
−n (2)

B(z−1) =

n∑
i=1

biz
−i = b1z

−1 + b2z
−2 +

· · ·+ bnz
−n (3)

n其中,   表示系统阶次. 以上被控对象的传递函数为:

GP (z) =
B(z)

A(z)
=

b1z
n−1 + b2z

n−2 + · · ·+ bn
zd(zn + a1zn−1 + · · ·+ an)

(4)
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本文考虑的被控对象包括两类: 一类是频率响

应经过   相位线 (负实轴) 的被控对象, 称为

A类被控对象, 这类被控对象存在临界点, 包括大

多数存在延时的工业被控对象; 一类是频率响应不

经过   相位线但经过   相位线的被控对

象, 称为 B类被控对象, 这类被控对象不存在临界

点. B类被控对象主要包括稳定的二阶最小相位系

统和很多相对阶次小于 3的系统[15].
−180◦
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对于 A类被控对象, 采用其  相位点的数

字频率  和增益  表征被控对象的动态特性,
该点被称为临界点[14]; 对于 B类被控对象, 采用其

 相位点的数字频率  和增益  描述被控

对象的动态特性[15−16]. 为统一描述两类被控对象在

指定相位点的频率和增益的求取方法及 PID控制

器参数的优化, 定义  和  表示被控对象在指定

相位点的频率和增益:

11 期 刘宁等: PID控制器参数的优化整定方法 2273



θφ = min θ
0<θ<π

: ∠GP (ejθ) = −φ

Kφ = |GP (ejθφ)| (5)

GP (z) θφ Kφ −180◦若  为 A类被控对象,   和  表示其 

相位点的频率和增益, 即

φ = π, θφ = θ180, Kφ = K180 (6)

GP (z) θφ Kφ −120◦若  为 B类被控对象,   和  表示其 

相位点的频率和增益, 即

φ =
2π

3
, θφ = θ120, Kφ = K120 (7)

 

−180◦ −120◦1.1      和   相位点的频率和增益的求

取方法

−180◦ −120◦

F (z)

−180◦ F (z) =

1 θφ

Kφ

ejθ

u
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本文引入 Tchebyshev多项式[21] 和分数阶积分

器[22] 提出两类被控对象的  和  相位点的

数字频率和增益的求取方法如下. 引入分数阶积分

器 , 串联 B类被控对象传递函数 (4)使其频率

响应穿越  相位. 对于 A类被控对象,  
. 这样可采用统一的方法求取两类对象的频率 

和增益 . 引入 Tchebyshev多项式, 将被控对象

传递函数关于超越函数  的高次幂的复杂的相位

方程转化为关于实变量  的方程, 通过求解该方程

即可得到被控对象传递函数的  和  相位

点的数字频率和增益.
定义传递函数:

H(z) = GP (z)F (z) (8)

GP (z) F (z) = 1 GP (z)

F (z)

若   为 A 类被控对象, 令  ; 若  

为 B类被控对象, 令  为如下的分数阶积分器:

F (z) =

(
2

T0

z − 1

z + 1

)− 2
3

(9)

−60◦
由文献 [15, 23]知, 以上分数阶积分器的相角始终

为 , 即:
∠F (z) = −60◦ (10)

由于分数阶积分器 (9)无法直接求解, 采用连

分式展开 (Continued fraction expansion, CFE) 技
术[22] 将其近似为整数阶系统计算频率响应:

F̃ (z) = CFE{F (z)} =

P (z)

Π(z)
=

p0z
m + p1z

m−1 + · · ·+ pm
α0zm + α1zm−1 + · · ·+ αm

(11)

CFE{x} x P (z)

Π(z) z m

m = 5 P (z) Π(z)

其中,   表示对  的连续分式展开,   和

 为关于  的多项式,   表示近似的阶次, 本文

令 , 由文献 [22]知  和  为:

P (z) = p0z
5 + p1z

4 + p2z
3 + p3z

2 + p4z + p5 (12)

其中,

p0 = 25.63

(
2

T0

)− 2
3

; p1 = 17.09

(
2

T0

)− 2
3

;

p2 = −23.41

(
2

T0

)− 2
3

; p3 = −12.45

(
2

T0

)− 2
3

;

p4 = 3.83

(
2

T0

)− 2
3

; p5 =

(
2

T0

)− 2
3

Π(z) = α0z
5 + α1z

4 + α2z
3 + α3z

2 + α4z + α5 (13)

其中,
α0 = 25.63; α1 = −17.09; α2 = −23.41;

α3 = 12.45; α4 = 3.83; α5 = −1

H(z)采用近似分数阶积分器 (11),   可写为:

H(z) = GP (z)F̃ (z) =
β(z)

χ(z)
=

β1z
m+n−1 + β2z

m+n−2 + · · ·+ βm+n

zm+n+d + χ1zm+n+d−1 + · · ·+ χm+nzd

(14)

F (z)

H(z)

通过引入 , 对两类被控对象, 构造的传递函数

 必与负实轴相交.
令

u = −cosθ (15)

z则单位圆上  可以写为[21]:

z = ejθ = cosθ + jsinθ = −u+ j
√
1− u2 (16)

θ π u随着  从 0到 ,   在−1到 1之间运动.
由于

zκ = ejκθ = cosκθ + jsinκθ (17)

定义:

cκ := cosκθ, sκ :=
sinκθ
sinθ

(18)

cκ sκ u

zκ
由文献 [21, 24]知,   和  为关于  的第一类和第

二类 Tchebyshev多项式. 则  等于

zκ = cκ(u) + j
√

1− u2sκ(u) (19)

cκ(u) sκ(u)采用如下的递推公式可求得  和 :

sκ(u) = − 1

κ

∂cκ(u)

∂u
,

cκ+1(u) = −ucκ(u)− (1− u2)sκ(u), κ = 1, 2, · · ·
(20)

β(u) χ(u)将式 (19)代入式 (14)可得  和 :

β(u) = Rβ(u) + j
√
1− u2Tβ(u) (21)

χ(u) = Rχ(u) + j
√
1− u2Tχ(u) (22)

Rβ(u) Tβ(u) Rχ(u) Tχ(u)式中,  ,  ,  ,   分别为
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Rβ(u) = β1cm+n−1(u) + · · ·+ βm+n−1c1(u) +

βm+n (23)

Tβ(u) = β1sm+n−1(u) + · · ·+ βm+n−1s1(u) (24)

Rχ(u) = cm+n+d(u) + · · ·+ χm+n−1cd+1(u) +

χm+ncd(u) (25)

Tχ(u) = sm+n+d(u) + · · ·+ χm+n−1sd+1(u) +

χm+nsd(u) (26)

H(z)  可以写为:

H(z)|z=−u+j
√
1−u2 =

β(z)χ(z)

χ(z)χ(z)

∣∣∣∣∣
z=−u+j

√
1−u2

=

H(u) = Re(H(u)) + jIm(H(u)) (27)

χ(z) χ(z) Re(·) Im(·)
Re(H(u)) Im(H(u))

其中,   为  的复共轭.   和  分别表示

实部和虚部,   和  为

Re(H(u)) =
Rβ(u)Rχ(u) + (1− u2)Tβ(u)Tχ(u)

R2
χ(u) + (1− u2)T 2

χ(u)
(28)

Im(H(u)) =
√
1− u2

Tβ(u)Rχ(u)−Rβ(u)Tχ(u)

R2
χ(u) + (1− u2)T 2

χ(u)
(29)

Kφ θφ H(z)由于所求  和  为  的 Nyquist曲线与

负实轴相交的第一个交点的增益和频率, 定义

uφ = −cosθφ (30)

Kφ uφ则  和  满足如下的方程:

Re(H(uφ)) = −Kφ|F̃ (uφ)| (31)

Im(H(uφ)) = 0 (32)

由式 (29)知

Tβ(uφ)Rχ(uφ)−Rβ(uφ)Tχ(uφ) = 0 (33)

或者 √
1− u2

φ = 0 (34)

u [−1, 1] u = ±1 θ =

0 θ = π θφ ̸= 0 θφ ̸= π uφ

由于  的取值范围为  , 且  对应于 

 和 , 而  且 , 因此  满足

Tβ(uφ)Rχ(uφ)−Rβ(uφ)Tχ(uφ) = 0 (35)

Rβ(uφ)Rχ(uφ) + (1− u2
φ)Tβ(uφ)Tχ(uφ) < 0 (36)

−1 < uφ < 1 (37)

GP (z)

F̃ (z)

H(z)

θφ Re(H) < 0

u θ uφ (−1, 1)

由式 (20)和 (23) ~ (26)知, 由于传递函数 

和  系数可知, 式 (35)和 (36) 所有系数已知. 在
 的 Nyquist曲线上, 可能存在多个虚部为 0的

点, 而  为其中使   的最小频率. 由式 (15)
知,   为关于  的单调递增函数, 因此  为 

区间内使式 (36)小于 0的式 (35)的最小解.
由式 (30)可得

θφ = arccos(−uφ) (38)

uφ Re(H(uφ))将   代入式 (28) 可得  , 当被控对象为

A类, 由式 (31)得

K180 = −Re(H(uφ)) (39)

uφ

F̃ (uφ)

当被控对象为 B类, 将  代入式 (19), 并由式 (11) ~
(13)求得  为:

F̃ (uφ) = Re(F̃ (uφ)) + jIm(F̃ (uφ)) (40)

Re(F̃ (uφ)) Im(F̃ (uφ))其中,   和  为

Re(F̃ (uφ)) =

RP (uφ)RΠ(uφ) + (1− u2
φ)TP (uφ)TΠ(uφ)

R2
Π(uφ) + (1− u2

φ)T
2
Π(uφ)

Im(F̃ (uφ)) =√
1− u2

φ

TP (uφ)RΠ(uφ)−RP (uφ)TΠ(uφ)

R2
Π(uφ) + (1− u2

φ)T
2
Π(uφ)

其中,

RP (uφ) = p0c5(uφ) + p1c4(uφ) + p2c3(uφ) +

p3c2(uφ) + p4c1(uφ) + p5

TP (uφ) = p0s5(uφ) + p1s4(uφ) + p2s3(uφ) +

p3s2(uφ) + p4s1(uφ)

RΠ(uφ) = α0c5(uφ) + α1c4(uφ) + α2c3(uφ) +

α3c2(uφ) + α4c1(uφ) + α5

TΠ(uφ) = α0s5(uφ) + α1s4(uφ) + α2s3(uφ) +

α3s2(uφ) + α4s1(uφ)

由式 (31)得

K120 = −Re(H(uφ))

|F̃ (uφ)|
(41)

其中,

|F̃ (uφ)| =
√

Re2(F̃ (uφ)) + Im2(F̃ (uφ)) (42)
 

1.2    基于指定相位点频率和增益的被控对象模型

−180◦

−120◦
由 1.1节得到的两类被控对象在  相位点

或  相位点的频率和增益建立积分滞后模型.
为方便 PID控制器参数优化指标的设计, 将两类被

控对象的离散积分滞后模型统一描述为[11, 25−26]:

G̃P (z) =
Kφ|ejθφ − 1|
z

π
ηθφ (z − 1)

(43)

Kφ θφ −180◦其中,   和  由式 (5) ~ (7)给出, 分别为  或
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−120◦ η

GP

η = 2 GP η = 6

 相位点的增益和频率.   决定了两类被控对

象的积分滞后模型的延时项的相位滞后, 若  为 A
类被控对象,  ; 若  为 B类被控对象,  .

GP (z)

θ180

对于积分滞后模型 (43), 若  为 A类被控

对象, 在  点, 有
∠G̃P (ejθ180) = ∠e−jπ2 − π

2
= −π

|G̃P (ejθ180)| = K180 (44)

θ180 GP (z)

θ120

即积分滞后模型 (43) 与被控对象的传递函数 (4)
在  点的频率响应一致. 同理, 若  为 B类

被控对象, 在  点, 有

∠G̃P (ejθ120) = ∠e−jπ6 − π

2
= −2π

3

|G̃P (ejθ120)| = K120 (45)

θ120

此时积分滞后模型 (43) 与被控对象的传递函数

(4)在  点的频率响应一致.
采用基于指定相位点频率和增益的积分滞后模

型 (43)的目的是设计优化的 PID控制器参数, 式
(43)不需要物理实现, 因此该模型不需要必须为有

理真分式. 

2    PID 控制器参数的优化整定方法
 

2.1    PID 控制器参数的优化整定策略

TD TI

采用被控对象的积分滞后模型 (43), 以负载扰

动下跟踪误差的平方和最小作为优化指标, 闭环系

统的最大灵敏度在 1.2到 2之间[14, 27], 最大补灵敏

度在 1到 1.5之间[14, 27], 及 PID控制器的微分时间

常数  等于积分时间常数  的四分之一[28] 作为约

束方程, 求取基于被控对象指定相位点频率和增益

的 PID控制器参数整定规则.
首先利用负载扰动的低频特性, 跟踪误差对负

载扰动的响应主要取决于 PID控制器[27], 得到负载

扰动下跟踪误差平方和的近似表达式.

θφ Kφ ρK

ρT KP = ρK/Kφ TI = 2πρTT0/θφ

θφ

ρK ρT

为了使 PID控制器参数的选择与被控对象指

定相位点的频率  和增益  相联系, 引入参数 

和   使  ,   . 采用序列

二次规划算法求解实现上述优化指标的基于  的

 和 , 从而建立基于被控对象指定相位点频率

和增益的 PID控制器参数优化的整定规则. 

2.2    PID 参数整定的优化性能指标

PID控制器为:

u(k) = u(k − 1) +KP [e(k)− e(k − 1)] +
KPT0

TI
e(k) +

KPTD

T0
[e(k)− 2e(k − 1) + e(k − 2)] (46)

KP TI TD

T0

其中,   为 PID控制器的比例增益,   和  为

积分时间常数和微分时间常数,   为采样周期. 上
述 PID控制器的传递函数为:

Gc(z) = KP

(1 + T0

TI
+ TD

T0
)z2 + (−1− 2TD

T0
)z + TD

T0

z(z − 1)
(47)

υ(k)

ysp(k)

u(k) y(k)

e(k) e(k) = ysp(k)− y(k)

在负载扰动  下, 被控对象模型 (43)在 PID
控制下的闭环控制系统如图 1所示. 其中  为

设定值,   为被控对象输入,   为被控过程输

出,   为跟踪误差,  .

  

−

ysp(k) u(k)
u(k)

y(k + 1)e(k)
Gc(z) Gp(z)

~

z−1

 

图 1   闭环控制系统结构

Fig. 1    Structure of closed-loop control system
 

eυ(k) υ(k)

ysp(k) = 0 e(k) υ(k)

υ(k) e(k)

定义  为扰动信号  下的跟踪误差, 即
 时, 跟踪误差   对扰动信号   的响

应. 扰动  到跟踪误差  的传递函数为

Gυ(z) = − 1

Gc(z)

Gc(z)G̃P (z)

1 +Gc(z)G̃P (z)
(48)

由于 PID控制器包含积分, 因此上式中,

lim
z→1

Gc(z)G̃P (z)

1 +Gc(z)G̃P (z)
= 1 (49)

υ(k)

e(k) υ(k)

υ(k) e(k)

由于负载扰动  通常是低频的 [27], 由式 (48)和
(49)知, 跟踪误差  对负载扰动  的响应主要

取决 PID控制器. 因此扰动  到跟踪误差  的

传递函数可近似表示为[27]:

Gυ(z) ≈ − 1

Gc(z)
(50)

KP

TI TD Kφ

Tφ (Tφ = 2πT0/θφ)

θφ Kφ

ρK ρT TD = TI/4

在采用指定相位点频率和增益的 PID控制器

参数整定方法[5, 8−12, 14−18] 中, PID控制器参数  、

 和  可写为关于指定相位点增益  的倒数和

周期  的线性表达式. 因此本文为

了使 PID控制器参数的选择与被控对象在指定相

位点的频率  和增益  相联系, 引入无量纲参数

 和 , 并利用约束方程 , 将 PID控制

器参数表示为:

KP =
ρK
Kφ

(51)

TI = ρTTφ =
2πρT
θφ

T0 (52)
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TD =
1

4
ρTTφ =

πρT
2θφ

T0 (53)

h = θφ/(ρTπ) Gc(z)令 , 由式 (47)知,   为:

Gc(z) =
ρK [(h2 + 2h+ 1)z2 + (−2h− 2)z + 1]

2hKφz(z − 1)
(54)

将其代入式 (50), 得:

Gυ(z) ≈ − 2Kφhz(z − 1)

ρK [(z − 1)2 + 2hz(z − 1) + h2z2]
=

− 2Kφhz(z − 1)

ρK(1 + h)2(z − 1
1+h )

2 (55)

υ(k)

eυ(k)

由文献 [29]知当扰动  为单位阶跃信号, 则
 为:

eυ(k) = Z−1

{
z

z − 1
Gυ(z)

}
≈

Z−1

{
− 2Kφhz

2

ρK(1 + h)2(z − 1
1+h )

2

}
=

− 2Kφh(k + 1)

ρK(1 + h)2(1 + h)k
(56)

Z−1 z其中  为  逆变换. 则闭环系统在单位阶跃扰动

下的跟踪误差的平方和为:

SSEυ =

∞∑
k=0

[eυ(k)]
2 ≈

4K2
φ

ρ2K

∞∑
k=0

[
h(k + 1)

(1 + h)2(1 + h)k

]2
=

4K2
φ(h

2 + 2h+ 2)

ρ2Kh(h+ 2)3
=

4K2
φ

[
(

θφ
πρT

)2 + 2(
θφ
πρT

) + 2
]

ρ2K(
θφ
πρT

)(
θφ
πρT

+ 2)3
(57)

Kφ SSEυ ρK

ρT

上式中,   只决定  指标的值, 不影响  和

 的优化解, 因此选择优化指标为:

J1 =
SSEυ

K2
φ

=
4
[
(

θφ
πρT

)2 + 2(
θφ
πρT

) + 2
]

ρ2K(
θφ
πρT

)(
θφ
πρT

+ 2)3
(58)

ρK ρT以   和   为决策变量, 式 (58) 为优化指标

的 PID参数整定的优化模型为:

min
ρK , ρT∈R+

J1 =
4
[
(

θφ
πρT

)2 + 2(
θφ
πρT

) + 2
]

ρ2K(
θφ
πρT

)(
θφ
πρT

+ 2)3
(59)

s.t. Ms ≤ Mub
s (60)

Mt ≤ Mub
t (61)

TD =
TI

4
(62)

Ms Mt

Ms Mt

式中  和  分别为闭环系统的最大灵敏度和最

大补灵敏度, 由文献 [14]知  和  分别为:

Ms =

∥∥∥∥ 1

1 + G̃ol(ejθ)

∥∥∥∥
∞

(63)

Mt =

∥∥∥∥∥ G̃ol(ejθ)

1 + G̃ol(ejθ)

∥∥∥∥∥
∞

(64)

∥ · ∥∞ H∞ G̃ol

G̃ol(z)

其中  表示 “·” 的  范数,   为图 1所示的PID
闭环控制系统的开环传递函数, 由式 (43)和 (54)
知  为

G̃ol(z) = Gc(z)G̃P (z) =

ρK |ejθφ − 1| ×

[(h2 + 2h+ 1)z2 + (−2h− 2)z + 1]

2hz(z − 1)2z
π

ηθφ

=

ρK |ejθφ − 1| ×

[(
θ2
φ

π2ρ2
T
+

2θφ
πρT

+ 1)z2 + (− 2θφ
πρT

− 2)z + 1]

2θφ
πρT

z(z − 1)2z
π

ηθφ

(65)

Mub
s Mub

t Ms Mt Mub
s = 1.7

Mub
t = 1.5

   和    为    和    的上界, 设  ,

.
 

2.3    优化 PID 控制器参数的整定规则

θφ (0, π) J1

ρK ρT θφ

ρK ρT θφ

ρK ρT θφ

ρK ρT

ρK ρT

由于式 (58)和 (65)中所采用的被控对象的数

字频率  的取值范围为 , 为了求出使  最小

的  和 , 将  按间隔 0.02网格化, 对每个网格

点, 使用序列二次规划 (Sequential quadratic pro-
gramming, SQP) 算法[30] 求性能指标 (59)最小的

最优解, 图 2 和图 3 分别表示 A 类被控对象与 B
类被控对象  和  的最优解曲线. 采用  和相应

的  与  的最优解数据建立以  为输入, 相应的

 和  的最优解为输出的多项式. 采用基于 AIC
(Akaike＇s information criterion)准则的多项式阶

次确定方法[31] 和最小二乘参数设计方法[32], 得 A类

被控对象和 B类被控对象使性能指标 (59)最小的

 和  如式 (66) ~ (69)所示.
A类被控对象:

ρK = −0.02θ3180 + 0.15θ2180 − 0.34θ180 + 0.39 (66)

ρT = 0.45θ180 + 0.65 (67)

B类被控对象:

ρK = −0.04θ3120 + 0.28θ2120 − 0.65θ120 + 0.67 (68)
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ρT = 0.39θ120 + 0.25 (69)

由式 (51) ~ (53)知, PID控制器参数的整定规则为:

KP =
ρK
Kφ

(70)

TI =
2πρT
θφ

T0 (71)

TD =
TI

4
=

πρT
2θφ

T0 (72)

Kφ = K180 θφ = θ180

Kφ = K120, θφ = θ120

A类被控对象 ,  ; B类被控对象

.

PID控制器参数整定算法如下:

θφ Kφ

θ180 K180

θ120 K120

1) 采用第 1.1节的相位点频率  和增益  的

求取方法, 针对 A类对象求得  和 , 针对 B

类对象求得  和 .

ρK ρT

ρK ρT

KP TI TD

2) 针对 A类对象由式 (66)和 (67)求  和 ,

针对 B类对象由式 (68)和 (69)求  和 , 由式

(70) ~ (72)求取 PID控制器参数  、  和 .

注 1. 由文献 [33]的定理 3.5可知, 若实际的被

控对象传递函数 (4)在单位圆外没有极点, 且 PID

控制器设计模型 (43)和实际的被控对象传递函数

(4) 的频率响应满足

∣∣∣∣∣GP (ejθ)− G̃P (ejθ)

G̃P (ejθ)

∣∣∣∣∣ <
∣∣∣∣ 1T

∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣1 + G̃ol(ejθ)

G̃ol(ejθ)

∣∣∣∣∣ (73)

则采用优化指标 (59) ~ (62)所提出的 PID控制器

参数整定方法 (66) ~ (72)所设计的 PID控制器可

以使实际的被控对象闭环稳定.

Kφ θφ

注 2. 上述PID参数优化整定规则 (式 (66) ~ (72))
的关键是求取被控对象的相位点参数  和 . 本文

给出了被控对象模型已知时的计算方法, 对于难以

建立数学模型的被控对象, 可采用阶跃实验法获得[5]. 

3    仿真实验

采用 PID控制器参数的离散 Z-N法[18]、不存在

临界点的被控对象的 PID整定方法[15]、Astrom的

PID参数优化方法[14] 及抗干扰 PID整定方法[7] 与

本文的 PID优化整定方法进行仿真对比实验.
例 1. 采用文献 [18]的仿真模型:

GP1(z) =
0.0329z−1 + 0.0269z−2

1− 1.4891z−1 + 0.5488z−2
(74)

T0 = 2 s ysp(t)系统采样周期为 . 设定值  为:

ysp(t) =


1, δT < t ≤ δT +

T

2

−1, δT +
T

2
< t ≤ (δ + 1)T

(75)

δ = 0, 1 T T = 800 s

υ(t)

其中,  ,   为方波信号的周期, 设 .
负载扰动  为:

υ(t) =


0.2, 200 s < t ≤ 400 s

−0.5, 400 s < t ≤ 800 s

0.2cos(t), 800 s < t

(76)

−180◦

K180 T180 T180 = 2πT0/θ180

θ180 = 1.0827

KP TI TD

采用文献 [18]的方法求得被控对象 (74)的 

相位点的增益  和周期  (  )
为 0.0596和 11.6027 (对应  ), PID控

制器参数  、  和  为:

KP =
0.6

K180
= 10.0671

TI = 0.5T180 = 5.8014

TD = 0.125T180 = 1.4503 (77)

−180◦

K180 θ180

ρK ρT KP

TI TD

采用本文方法求得被控对象 (74)的  相

位点的增益  和数字频率  为 0.0596和 1.0827,
 和  为 0.1698和 1.1320, PID控制器参数  、

 和  为:
KP =

ρK
K180

= 2.8490

TI =
2πρT
θ180

T0 = 13.1319

TD =
TI

4
= 3.2830 (78)
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ρK ρT图 2    A类被控对象  和  的最优解曲线

ρK ρTFig. 2    Optimal solution curve of    and    of
class A controlled object
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ρK ρT图 3    B类被控对象  和  的最优解曲线

ρK ρTFig. 3    Optimal solution curve of    and    of
class B controlled object
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ysp(t)

y(t) u(t)

采用文献 [18]方法与本文方法的设定值  、

被控对象输出  及输入  的曲线分别如图 4和
图 5 所示. 采用下列误差绝对值累积和 (Sum of
absolute error, SAE)[34] 和均方误差 (Mean-square
error, MSE)[35] 对两种方法的评价结果如表 1所示.

SAE =

N∑
k=1

|ysp(k)− y(k)| (79)

MSE =
1

N

N∑
k=1

[ysp(k)− y(k)]2 (80)

N = 800其中 .

−180◦

Ms

Mt

Ms Mt Ms Mt

由图 4、5和表 1可以看出, 虽然采用本文方法

求取的模型 (74)的  相位点增益和周期与文

献 [18] 方法相同, 但控制效果明显优于 Z-N 法,
SAE和MSE分别降低了 52.09% 和 42.80%. 这是

因为 Z-N法下闭环系统具有过大的最大灵敏度 

和最大补灵敏度 , 分别为 4.81和 4.36, 远超出

 和  的理想范围[14, 27]. 本文方法的  和  为

1.42和 1.00, 因此在设定值和扰动频繁变化下本文

方法使闭环系统保持好的动态性能.
例 2. 采用文献 [15]的 B类被控对象的仿真模型:

GP2(s) =
4.7×105s2+1.4×107s+4.67×1010

s4+178s3+1.09×106s2+4.21×107s+4.67×1010

(81)

ysp(t)

图 6为以上被控对象的 Nyquist曲线, 可以看到,
其 Nyquist曲线不穿越负实轴. 设定值  为:

ysp(t) =


1, δT < t ≤ δT +

T

2

−1, δT +
T

2
< t ≤ (δ + 1)T

(82)

δ = 0, 1 T = 10 s υ(t)设 ,  . 负载扰动  为:

υ(t) =


−0.2, 2 s < t ≤ 5 s

−0.5, 5 s < t ≤ 8 s

0.2cos(5t), 8 s < t

(83)

 
e(t)表 1    本文方法与 Z-N法下误差  的性能评价

e(t)Table 1    Performance evaluation of error    with
the proposed method and Z-N method

整定方法
性能指标

SAE MSE

本文 3 835.3081 0.0274

Z-N法 8 004.8341 0.0479
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−120◦ K120 ω120

KP TI TD

采用文献 [15] 的方法求得被控对象 (81) 的
 相位点的增益  和频率  为 2.3581和

232, PID控制器参数  、  和  为:

KP =
cos2(10◦)
K120

= 0.41

TI =
1

ω120tan(10◦)
= 0.024

TD =
tan(10◦)
ω120

= 7.6× 10−4 (84)

T0 = 0.001 s

−120◦

K120 ω120 θ120

(θ120 = ω120T0) ρK ρT

KP TI TD

设置采样周期  , 将被控对象 (81)
离散化. 采用本文方法求得其  相位点的增益

 和频率  为 2.2856和 223.9, 数字频率 

  为 0.2239,    和   为 0.5425 和

0.3335, PID控制器参数  、  和  为:

KP =
ρK
K120

= 0.2374

TI =
2πρTT0

θ120
= 0.0094

TD =
TI

4
= 0.0024 (85)

ysp(t)

y(t) u(t)

N = 20 000

采用文献 [15]方法与本文方法的设定值  、

被控对象输出  及输入  的曲线分别如图 7和
图 8所示. 采用式 (79)的 SAE和式 (80)的MSE对

两种方法的评价结果如表 2所示, 其中 .
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图 7   文献 [15]方法的设定值  与
输出  及输入  的曲线
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Fig. 7    Curves of set value  , output    and
input    with the method in reference [15]

 

−120◦

由图 7、8和表 2可以看出, 本文方法的控制效

果优于文献 [15]的方法, SAE和MSE分别降低了

35.98% 和 40.79%. 这是因为文献 [15]方法 

K120 ω120

−120◦ K120

ω120 K120 = 2.26 ω120 = 224.25

相位点的增益  和频率  是采用继电反馈实

验近似求取, 与本文方法相比, 存在较大的误差. 由
图 6知被控对象 (81)的  相位点的增益 

和频率  为 ,  , 文献 [15]
方法的误差为 4.16% 和 3.34%, 本文方法的误差为

1.12% 和 0.16%. 此外文献 [15]基于给定的 PID控

制系统开环传递函数的相角裕度的整定方法无法有

效保证闭环系统的抗扰性[36]. 本文通过使负载扰动

下跟踪误差平方和最小, 使得闭环系统具有强的抗

扰能力.
例 3. 采用文献 [14]的仿真模型:

GP3(s) =
1

(s+ 1)(0.1s+ 1)(0.01s+ 1)(0.001s+ 1)
(86)

ysp(t)设定值  为

ysp(t) =


1, δT < t ≤ δT +

T

2

−1, δT +
T

2
< t ≤ (δ + 1)T

(87)

δ = 0, 1 T = 10 s υ(t)设 ,  . 负载扰动  为:

 
e(t)表 2    本文方法与文献 [15]方法下误差  的性能评价

e(t)Table 2    Performance evaluation of error    with the
proposed method and the method in reference [15]

整定方法
性能指标

SAE MSE

本文 635.7247 0.0164

文献 [15] 993.0357 0.0277
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υ(t) =


−0.5, 2 s < t ≤ 5 s

cos(20t), 5 s < t ≤ 10 s

2sin(t)cos(20t), 10 s < t

(88)

K0 −180◦ K180 T180

KP TI TD

采用文献 [14]的方法得到被控对象 (86)的稳态

增益  为 1,   相位点的增益  和周期 

为 0.0091和 0.199, PID控制器参数  、  和  为:

KP =
0.3− 0.1λ4

K180
= 32.8670

TI =
0.6T180

1 + 2λ
= 0.1173

TD =
0.15(1− λ)T180

1− 0.95λ
= 0.0298 (89)

λ = K180/K0其中 .
T0 = 0.01 s

−180◦

K180 T180 θ180

(θ180 = 2πT0/T180) ρK ρT

KP TI TD

设置采样周期 , 将被控对象 (86)离
散化. 采用本文方法求得其   相位点的增益

 和周期  为 0.0135和 0.2003, 数字频率 

  为 0.3136,    和   为 0.2989
和 0.7861, PID控制器参数  、  和  为

KP =
ρK
K180

= 22.1407

TI =
2πρTT0

θ180
= 0.1574

TD =
TI

4
= 0.0394 (90)

ysp(t)

y(t) u(t)

N = 2000

采用文献 [14]方法与本文方法的设定值  、

被控对象输出  及输入  的曲线分别如图 9和
图 10所示. 采用式 (79)的 SAE和式 (80)的MSE对

两种方法的评价结果如表 3所示, 其中 .

由图 9、10和表 3可以看出, 本文方法的控制

效果优于文献 [14]的方法, SAE和MSE分别降低

了 19.21% 和 11.75%. 这是因为 Astrom的 PID参

数优化方法使负载扰动下跟踪误差的积分最小的优

化指标只适用于平稳的被控过程, 当负载扰动频繁

变化, 不能降低跟踪误差[9, 27]. 本文的跟踪误差平方

和最小的优化指标可以在负载扰动频繁变化时有效

降低跟踪误差, 使闭环系统具有好的跟踪性能.
例 4. 采用文献 [7]的仿真模型:

GP4(s) =
−1.4s+ 1

(s+ 1)3
(91)

ysp(t)设定值  为

ysp(t) =


2, δT < t ≤ δT +

T

2

−2, δT +
T

2
< t ≤ (δ + 1)T

(92)

δ = 0, 1 T = 800 s υ(t)设 ,  . 负载扰动  为:

υ(t) =


0.2, 100 s < t ≤ 500 s

0.2cos(0.5t), 500 s < t ≤ 800 s

0.3sin(0.1t)cos(0.5t), 800 s < t
(93)

 
e(t)表 3    本文方法与文献 [14]方法下误差  的性能评价

e(t)Table 3    Performance evaluation of error    with the
proposed method and the method in reference [14]

整定方法
性能指标

SAE MSE

本文 142.6175 0.0473

文献 [14] 176.5287 0.0536
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a0/b0 = 1

ω0 ωc α

KP TI TD

采用文献 [7]的方法求得 , 扰动观测

带宽  为 0.356, 控制带宽  为 0.58, 调节参数 

为 0.5, 得到 PID控制器参数  、  和  为:

KP =
a0ω0(1 + α)

b0ωc
= 0.92

TI =
α+ 1

ωc
= 2.59

TD =
α

(1 + α)ωc
= 0.57 (94)

T0 = 0.1 s

−180◦ K180

θ180 ρK ρT

KP TI TD

设置采样周期 , 将被控对象 (91)离散

化. 采用本文方法求得其  相位点的增益  和

数字频率  为 0.6608和 0.0899,   和  为 0.3622
和 0.6854, PID控制器参数  、  和  为:

KP =
ρK
K180

= 0.5481

TI =
2πρTT0

θ180
= 4.7879

TD =
TI

4
= 1.1970 (95)

ysp(t)

y(t) u(t)

N =

16 000

采用文献 [7]方法与本文方法的设定值  、

被控对象输出  及输入  的曲线分别如图 11
和图 12 所示. 采用式 (79) 的 SAE 和式 (80) 的
MSE对两种方法的评价结果如表 4所示, 其中 

.
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图 11   文献 [7]方法的设定值  与输出  及

输入  的曲线
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Fig. 11    Curves of set value  , output    and
input    with the method in reference [7]

 

由图 11、12和表 4可以看出, 本文方法的控制

效果优于文献 [7]的方法, SAE和 MSE分别降低

了 16.50% 和 5.64%. 这是因为文献 [7]设计的扰动

观测器只能估计平稳变化的扰动. 在扰动频繁变化

下, 扰动观测器的观测误差影响 PID控制器的抗扰

性能.
 

4    物理实验

T0 = 1 s

为验证所提方法的有效性, 以空气流量实验系

统为对象进行物理实验. 实验系统如图 13所示, 由

空气流量系统, 监控计算机, 西门子 S7-300 PLC控

制系统, 检测仪表和执行机构组成. 以冷风机频率

为控制输入, 冷风流量为输出, 令采样周期 ,

采集被控对象的输入输出数据, 辨识其 ARX模型

如下:

y(k) = 0.720y(k − 1) + 0.872u(k − 2) +

0.871u(k − 3) (96)

设定值为:

ysp(t) =


2, δT < t ≤ δT +

T

2

−2, δT +
T

2
< t ≤ (δ + 1)T

(97)

 
e(t)表 4    本文方法与文献 [7]方法下误差  的性能评价

e(t)Table 4    Performance evaluation of error    with the
proposed method and the method in reference [7]

整定方法
性能指标

SAE MSE

本文 28 889.3906 0.1806

文献 [7] 34 598.9258 0.1914
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δ = 0, 1, 2, 3 T = 5 min设 ,  .

ysp(t)

y(t) u(t)

N = 1 200

针对实际物理系统, 将本文方法与 PID控制器

参数的离散 Z-N法[18] 及 Astrom的 PID参数优化

方法[14] 进行比较. 采用三种方法的 PID控制器参数

如表 5所示. 三种方法的设定值  、被控对象的

输出 (冷风流量)  及控制量 (冷风机频率)  的

曲线如图 14 ~ 16所示. 可以看到, 本文方法下, 被
控对象的输出对设定值的跟踪性能最好, 跟踪精度

最高. 采用式 (79)的 SAE和式 (80)的 MSE对三

种方法的评价结果如表 6所示, 其中 . 本
文方法相对于 Z-N 法 ,  SAE 和 MSE 分别降低

76.33% 和 70.38%, 相对于 Astrom方法 SAE和

MSE分别降低 18.35% 和 9.76%, 验证了所提方法

的优越性.

  
表 5    三种整定方法下 PID控制器参数

Table 5    PID controller parameters with
three tuning methods

整定方法
PID参数

KP TI TD 

Z-N法 0.3158 3.3412 0.8353

Astrom方法 0.1377 2.6910 1.1111

本文 0.0974 7.1364 1.7841

  

5    结论

本文针对存在临界点的 A类被控对象和不存在

−180◦ −120◦

−180◦ −120◦

临界点的 B类被控对象, 提出了基于  和 

相位点的数字频率和增益的一种新的 PID控制器

参数优化整定方法. 该方法包括基于分数阶积分器

和 Tchebyshev多项式求取被控对象  或 

相位点的频率和增益的方法和以阶跃负载扰动下跟

踪误差平方和最小为优化指标, 以闭环系统的最大

灵敏度和最大补灵敏度为约束的 PID控制器参数

优化整定规则. 仿真和物理实验表明所提 PID控制

器参数整定方法的优越性.
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图 13    空气流量实验系统

Fig. 13    Air flow test system
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