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摘    要   研究了  比特随机量子系统实时状态估计及其反馈控制的问题. 对于连续弱测量 (Continuous weak measure-
ment, CWM)过程存在高斯噪声的情况, 基于在线交替方向乘子法 (Online alternating direction multiplier method,
OADM)推导出一种适用于  比特随机量子系统的实时量子状态估计算法, 即 QSE-OADM (Quantum state estimation
based on OADM). 运用李雅普诺夫方法设计控制律, 实现基于实时量子状态估计的反馈控制, 并证明所提控制律的收敛

性. 以 2比特随机量子系统为例进行数值仿真实验, 通过与基于 QST-OADM (Quantum state tomography based on
OADM)算法和 OPG-ADMM (Online proximal gradient-based alternating direction method of multipliers)算法的量

子反馈控制方案的性能对比, 验证了所提控制方案的优越性.
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Abstract   The problem of real-time state estimation and feedback control of    stochastic quantum systems
is investigated in this paper. Considering the presence of Gaussian noises in the continuous weak measurement
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自 Huang等[1] 于 20世纪 80年代研究双线性

量子系统能控性问题以来, 量子控制这一交叉学科

取得了快速发展, 并受到了空前的关注, 越来越多

的专家学者开始从系统控制的角度审视量子系统控

制, 如早期广泛研究的量子门的制备与操作、退相

干抑制等都可以归结为典型的开环控制问题[2−6]. 自
21世纪以来, 宏观系统控制理论更深入地渗透到量

子系统的操纵之中, 两个突出特点是[7−12]: 1) 从建模

的角度上, 研究的模型从简单的低维双线性封闭量

子系统, 逐渐转变为更符合实际物理系统的开放量

子系统, 如马尔科夫 (Markovian)开放量子系统、

非马尔科夫 (Non-Markovian)开放量子系统以及

随机量子系统; 2) 从控制任务的角度上, 研究的问

题从分析量子系统的能控性、能观性和可逆性以及

针对某一特定的控制目标设计开环控制律, 逐渐深

化为借助宏观控制理论设计具有普适性的反馈控制

律, 以实现量子系统状态的转移、保持或跟踪等复

杂的控制目标. 与 Markovian 和 Non-Markovi-
an开放量子系统不同的是, 随机量子系统在建模时

还考虑了由连续弱测量 (Continuous weak meas-
urement, CWM) 引起的不可忽略的反向效应

(Back-action), 这给实时量子状态估计带来了挑战.
作为未来量子科技中不可或缺的基础理论与关键技
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术, 随机量子系统的实时状态估计和高精度反馈控

制逐渐成为了量子系统控制领域新的热点问题.

n

d d (d = 2n) ρ

d2 − 1

ρ̂

量子状态估计 (Quantum state estimation,
QSE)在量子物理领域又称为量子状态层析 (Quan-
tum state tomography, QST), 分为测量和状态重

构两个主要步骤. 传统意义上的  比特量子系统的

状态层析指的是对  ×    密度矩阵  的大

量全同副本进行至少  次投影测量和多次算法

迭代计算出满足单位迹和半正定量子状态约束的厄

米 (Hermitian) 矩阵 . 基于大量全同副本的量子

状态估计只能离线完成, 然而高精度量子反馈控制

则要求实时估计随时间变化的量子状态, 这是实现

基于测量的量子反馈控制必须解决的一个难点问

题. Silberfarb等[13−14] 和 Ralph等[15] 提出的 CWM
为实时量子状态估计的物理实现提供了可能 .
2020年, 唐雅茹等[16] 和 Harraz等[17] 以 CWM为基

础, 基于 MATLAB CVX工具箱中的最小二乘法

针对单比特随机量子系统提出了一种密度矩阵实时

重构的方案, 并研究了噪声幅值等系统参数对于实

时量子状态估计算法性能的影响. Zhang等[18] 通过

在凸优化问题中引入布雷格曼 (Bregman)散度使

得不存在解析解的密度矩阵恢复子问题可以被

求解, 并提出了一种基于在线交替方向乘子法 (On-
line alternating direction multiplier method,
OADM) 的实时量子状态层析算法 QST-OADM.
此外, Zhang等[19] 将实时量子状态估计描述为一个

稀疏促进半定规划问题, 并结合在线邻近梯度法

(Online proximal gradient, OPG)和交替方向乘子

法 (Alternating direction method of multipliers,
ADMM)设计出 OPG-ADMM算法求解该问题.

n

在量子系统控制领域, 李雅普诺夫控制方法是

一种常用的控制律设计方法, 该方法的一大优势是

能够得到解析形式的控制律. Kuang等[20] 于 2008
年总结了非退化的封闭量子系统三种本征态制备方

法. Sayrin等[21] 于 2011年实现了超导腔中微波场

中 Fock态的全局镇定, 进而逆转了退相干引发的

量子跃迁效应. Qi等[22−23] 全面地比较了多种形式的

量子主方程本征态反馈镇定控制方案的性能, 并指

出 CWM过程造成的量子状态随机塌缩不仅在一

定意义上有利于反馈控制的实现, 还能够完成开环

控制理论上无法实现的控制任务. 2019年, Qamar
等[24] 针对具有马尔科夫退相干的二能级随机量子

系统提出了一种基于非线性最优观测器的本征态反

馈控制方案, 但该方案难以推广到高维量子系统中.
同年, Harraz等[25] 在其提出的实时量子状态估计方

案的基础上, 针对一类特殊的  比特随机量子系统

设计出一种连续形式的本征态反馈控制律, 不过没

有严格地给出关于控制律收敛性的数学证明. 目前,

d

d2 − 1 Itô

状态的实时获取仍然是基于李雅普诺夫控制方法的

随机量子系统反馈控制中的瓶颈问题. 对于一个 

维的随机量子系统, 在线求解其随机主方程就相当

于在线求解  个  随机微分方程, 如此庞大的

计算量易导致反馈环路中存在延迟从而导致较差的

控制效果. 如能通过快速高效的算法进行实时量子

状态估计, 则高性能的量子反馈控制就有可能实现.
n

n

本文针对 CWM 过程中存在高斯噪声的  比

特随机量子系统, 提出一种基于 OADM的实时量

子状态估计算法 (简称 QSE-OADM算法), 然后基

于 QSE-OADM算法设计了一种反馈控制 (Feed-
back control, FC)方案 (简称 QSE-OADM-FC方

案), 实现了基于实时状态估计的量子反馈控制. 本
文的贡献在于: 1) 在实时量子状态估计算法的推导

过程中, 将时变的密度矩阵实时重构问题和最小化

高斯测量噪声问题分开求解, 进行状态在线更新时

无需求解一阶随机梯度信息, 得到比文献 [18]中的

QST-OADM算法和文献 [19]中的 OPG-ADMM算

法更快的收敛速度和更短的耗时; 2) 借鉴文献 [26]
的思想, 针对  比特随机量子系统, 运用李雅普诺

夫控制方法设计出一种新颖的反馈控制律, 并对控

制律的渐近收敛性进行了严格的数学证明; 3) 在 2
比特随机量子系统本征态和叠加态的反馈控制数值

实验中, 通过与基于 QST-OADM 算法和 OPG-
ADMM 算法的量子反馈控制方案进行性能对比,
展现所提量子反馈方案的优越性.

n

本文的结构安排如下: 第 1节为在CWM作用下,
本文所提出的测量值序列和采样矩阵的构造方法;
第 2 节为用于实时量子状态估计的 QSE-OADM
算法的推导及其性能分析; 第 3节为基于实时状态

估计的  比特随机量子系统反馈控制律的设计及其

性能对比分析; 第 4节为结束语. 

1    CWM 作用下测量值序列和采样矩阵

的构造

n在薛定谔 (Schrödinger)绘景下, 一类典型的 

比特随机量子系统的主方程可以表示为[16−18, 23]

ρt+∆t − ρt = − i

ℏ
[H(t), ρt]∆t+ [LρtL

† −

1

2
(L†Lρt + ρtL

†L)]∆t+
√
η(Lρt + ρtL

†)dW =

− i

ℏ
[H(t), ρt]∆t+D(L, ρt)∆t+H(L, ρt)dW

(1)

ℏ ℏ = 1 ρt

t H(t) L

† η ∈ (0, 1]

其中,   为约化普朗克常量 (为方便, 取  );  
为  时刻的密度矩阵;   为系统哈密顿量;   为

测量算符, 上标“  ”代表共轭转置;   为测
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dW E[dW ] =

0 E[(dW )2] = ∆t D(L, ρt)∆t

H(L, ρt)dW

量效率;   为标准实值维纳过程并满足 

 和 ;   刻画了测量过程带

来的确定性的退相干作用, 而  则刻画

了测量过程引起的随机的量子状态塌缩.

2× 2

根据 CWM过程及其推导, 可以得到作用在单

比特随机量子系统状态上的  的测量算符为[16]

m0(∆t) = I −
(
L′†L′

2
+ iH ′(t)

)
∆t

m1(∆t) = L′
√
∆t

I 2× 2 H ′(t) = H0 +Hc(t) =

H0 + u1(t)H1 L′ = ξσ ξ

σ

σx = [0 1; 1 0] σy = [0 −i; i 0] σz = [1 0; 0 − 1]

2× 2

其中,   为  的单位矩阵,  
,   ,    为被测量子系统与探测

系统之间的相互作用强度 ,     可在 Paul i 矩阵

,      和  

中选择. 综合考虑测量效率及其反向效应的影响,
可得  密度矩阵的演化算符为[16−18, 23]

ai(∆t) = mi(∆t) +
√
ηL′dW, i = 1, 2

n 2n×
2n

⊗

更一般地, 对于   比特随机量子系统, 其  

 的测量算符、密度矩阵演化算符可以在单比特量

子系统的基础上借助 Kronecker积“  ”构造为

M0(∆t) = m0(∆t)⊗ · · · ⊗m0(∆t)⊗m0(∆t)︸ ︷︷ ︸
n

M1(∆t) = m0(∆t)⊗ · · · ⊗m0(∆t)⊗m1(∆t)︸ ︷︷ ︸
n

...

M2n−1(∆t) = m1(∆t)⊗ · · · ⊗m1(∆t)⊗m1(∆t)︸ ︷︷ ︸
n

(2)

A0(∆t) = a0(∆t)⊗ · · · ⊗ a0(∆t)⊗ a0(∆t)︸ ︷︷ ︸
n

A1(∆t) = a0(∆t)⊗ · · · ⊗ a0(∆t)⊗ a1(∆t)︸ ︷︷ ︸
n

...

A2n−1(∆t) = a1(∆t)⊗ · · · ⊗ a1(∆t)⊗ a1(∆t)︸ ︷︷ ︸
n

(3)

t = k ·∆t k = 1, 2, · · · , N
n

令  ,    ,  可以得到与

式 (1) 等价的离散型  比特随机量子系统的密度矩

阵和测量算符的演化方程为

ρk+1 =
2n−1∑
i=0

Ai(∆t)ρkAi
†(∆t) (4)

Mk+1 =
2n−1∑
i=0

Mi(∆t)MkMi
†(∆t) (5)

y M

M1

k

ρk yk = ⟨M1, ρk⟩ = tr(M†
1ρk) =

vec†(M1)vec(ρk)

ρk

ρk {yi}ki=1 k

ρk

通过宏观测量仪器读出的量子系统实验装置的

输出值  指的是测量算符  作用在密度矩阵上的

平均值. 在薛定谔绘景下, 记初始测量算符为 ,
每一个采样时刻  都可获得一个只与当前时刻的密度

矩阵  有关的测量值 

. 显然, 仅凭借单次测量结果难以

实现对密度矩阵的实时重构, 然而得到的测量值是

随着测量次数的增加而增多. 本文根据历史测量值

与  之间的关系构造一组动态变化的测量值序列

来建立含有待估计元素的方程组, 在一定的测量次

数后就能实现在每一个测量时刻高精度地实时重构

出 . 在每一个时刻, 所得到的测量值  与 

时刻的密度矩阵  之间的关系为

yi = tr(M†
k−i+1ρk) =

vec†(Mk−i+1)vec(ρk), i = 1, · · · , k (6)

k

bk = [y1, · · · , yi, · · · , yk]T
本文将  时刻及其之前的测量值共同组成一个

测量值序列 . 测量值序

列的具体构造方法如表 1所示.

  
表 1    测量值序列的构造方法

Table 1    Construction approach of the measurement
record sequence

y1 y2 · · · yk 

b1 tr(M†
1ρ1) — · · · —

b2 tr(M†
2ρ2) tr(M†

1ρ2) · · · —
... 

... 
... 

. . . 
... 

bk tr(M†
kρk) tr(M†

k−1ρk) · · · tr(M†
1ρk) 

 

k

l

容易看出, 随着  取值的增大会加重实时量子

状态估计算法的计算负担, 进而导致较长的迭代时

间. 因此, 本文借鉴递推限定记忆最小二乘法的思

想引入滑窗以便保证在充分利用测量值的历史信息

的同时, 不至于使得计算负担过重. 滑窗中的数据

按照“先入先出”的策略进行更新, 即数据量达到滑

窗长度  之后, 每增加一个新数据信息的同时, 删除

一个老数据的信息, 数据的长度维持不变. 带有滑

窗的测量值序列为

bk = [ ymax(1, k−l+1), · · · , yk−1, yk ]
T (7)

k

k

与文献 [13–15]中在海森堡 (Heisenberg)绘景

下借助量子系统动态演化的模型获取  时刻量子状

态的方法不同, 本文提出的测量值序列构造方法能

够实时估计出  时刻的量子状态.

bk Ak

根据测量值与密度矩阵之间的关系式 (6), 可
以得到与  对应的采样矩阵  为
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Ak = [vec(Mmin(k, l)), · · · , vec(M2), vec(M1)]
† (8)

l Ak当采样次数大于等于  时,   保持不变. 考虑

到 CWM过程额外引入的高斯噪声, 式 (6)应修正为

yi = vec†(Mk−i+1)vec(ρk) + ei, i = 1, · · · , k

ei ∈ R n

bk Ak

其中,   为高斯白噪声. 此时,   比特随机量子

系统在 CWM作用下,   与  的关系为

bk = Akvec(ρk) + ek (9)
 

2    QSE-OADM 算法的推导及其性能分析

n

ξ M1

H ′

本节将推导一种基于 OADM的  比特随机量

子系统状态实时估计的算法 QSE-OADM, 并以 2
比特量子系统为例进行数值仿真实验, 研究相互作

用强度  、测量算符的初始值  及其与系统哈密

顿量  形成的夹角对所提算法性能的影响. 

2.1    QSE-OADM 算法的推导

||x||2P = x†Px x ∈
Cm P ∈ Cm×m

IC(ρ̂)

ρ̂

k

定义二次型伪范数  ,  其中 ,    

 为优化变量,    为任意对称正定的权

重矩阵. 通过引入一个示性函数  来表示量子

状态的密度矩阵  必须满足的半正定、厄米性以及

单位迹三个约束条件, 可以将在采样时刻  的实时

量子状态估计问题转化为一个带有量子状态约束的

凸优化问题, 即

min
ρ̂, ê

||vec(ρ̂− ρ̂k−1)||2wI1 + IC(ρ̂) + ||ê||2γI2

s.t. Akvec(ρ̂) + ê = bk (10)

ρ̂ ê

||vec(ρ̂− ρ̂k−1)||2wI1
k ρ̂

k − 1 ρ̂k−1

||ê||2γI2
wI1 ≻

0 γI2 ≻ 0 22n × 22n min(k, l)×min(k, l)

I1 I2

w γ IC(ρ̂) C =

{ρ̂ ∈ C2n×2n |ρ̂ ⪰ 0, ρ̂† = ρ̂, tr(ρ̂) = 1}
ρ̂ ∈ C IC(ρ̂) =

0 IC(ρ̂) = ∞

其中,   代表待估计的密度矩阵;   代表待过滤的测

量噪声;   代表  时刻的估计状态 

与  时刻的估计状态  之间的距离, 它意味

着实时估计算法不至于把已经学习的先验信息遗忘;
 是一种常用的去噪方法, 它意味着减小当前

估计状态中由于测量噪声导致的估计误差;  
 、  分别是  、 

的权重矩阵, 其中,  ,   为相应维数的单位矩阵;
 和  为权重参数;   为非光滑示性函数; 凸集 

  代表满足量

子状态约束的密度矩阵的集合, 如果 , 则 

; 反之, 则有 .

k

本文采用 OADM算法进行实时量子状态估计.
对于式 (10)所示的可分离的双目标在线约束凸优

化问题, OADM算法的基本思想是将其分解为两

个子问题并交替求解, 其框架是依次最小化两个原

始变量对应的增广拉格朗日 (Lagrangian)函数, 最
后通过对偶梯度上升来更新拉格朗日乘子. 此外,
在每个采样时刻  过后, 该算法只需进行一次更新

即可计算原始变量和拉格朗日乘子. 式 (10)对应的

增广拉格朗日函数为

L(ρ̂, ê, λ) = ||vec(ρ̂− ρ̂k−1)||2wI1 + IC(ρ̂) +

||ê||2γI2 − ⟨λ, Akvec(ρ̂) + ê− bk⟩ +
α

2
||Akvec(ρ̂) + ê− bk||22 (11)

λ α > 0其中,   为拉格朗日乘子,   是惩罚参数.
k ρ̂k

êk λk

因此, 在采样时刻  的密度矩阵的估计值  、

测量噪声的估计值  和拉格朗日乘子  的优化问

题分别转化为

ρ̂k = argmin
ρ̂

{
α

2
||Akvec(ρ̂) + êk−1 − bk −

λk−1

α
||22 + ||vec(ρ̂− ρ̂k−1)||2wI1 + IC(ρ̂)

}
(12a)

êk = argmin
ê

{
||ê||2γI2 +

α

2
||Akvec(ρ̂k) +

ê− bk − λk−1

α
||22
}

(12b)

λk = λk−1 − α(Akvec(ρ̂k) + êk − bk) (12c)

ρ̂ ê

λ

下面通过更新式 (12a)和式 (12b)中的原始变

量  和  设计求解这两个子问题的方案. 拉格朗日

乘子  可由式 (12c)直接更新. 

ρ̂k2.1.1    求解  相关子问题

ρ̂

IC(ρ̂)

ρ̂

ρ̂k

  相关的子问题包含一个关于量子状态约束的

不可微的示性函数  和两个二次项 (一个最小

二乘惩罚项和一个二次伪范数项), 其中示性函数可

以通过正交投影的方法求解[27]. 简而言之,   相关的

子问题的求解可以分为两步: 首先忽略示性函数,
求解一个无约束的凸优化问题, 再通过解决一个正

交投影的问题获得满足量子状态约束的 .
u = bk + λk−1/α− êk−1 IC(ρ̂)1) 令   并忽略  , 式

(12a)所示的子问题可以表示为一个无约束的凸优

化问题, 即

ρ̂k = argmin
ρ̂

{
α

2
||Akvec(ρ̂)− u||22 +

||vec(ρ̂− ρ̂k−1)||2wI1

}
(13)

αAk(Akvec(ρ̃k)− u) + 2wvec(ρ̃−
ρ̂k−1) = 0 ρ̂k

由于式 (13)中的所有项都是可微的, 因此可以借

助一阶最优性条件 

 直接获得  的最优解, 即

vec(ρ̃k) = (W−1 +A†
kV

−1Ak)
−1 ·

(W−1vec(ρ̂k−1) +A†
kV

−1u) (14)
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W−1+A†
kV

−1Ak W=(1/(2w))×
I1 ≻ 0 , V = (1/α) I3 ≻ 0, I3 min(k, l)×min(k,

l)

其中,   为一满秩方阵,  

       是  
 的单位矩阵.

根据矩阵求逆引理[28], 得到

(W−1 +A†
kV

−1Ak)
−1 =

W −WA†
k(V +AkWA†

k)
−1AkW (15)

(W−1 +A†
kV

−1Ak)
−1A†

kV
−1 =

WA†
k(V +AkWA†

k)
−1 (16)

因此, 式 (14)可以重写为

vec(ρ̃k) = vec(ρ̂k−1) +A†
k

[(
2w

α
I3 +AkA†

k

)−1

·

(u−Akvec(ρ̂k−1))

]
(17)

IC(ρ̂)

ρ̂k

2) 考虑示性函数  来获得满足量子状态约

束的 , 此时凸优化问题变为

ρ̂k = argmin
ρ̂

||vec(ρ̂− ρ̃k)||2I1

s.t. ρ̂ ⪰ 0, ρ̂† = ρ̂, tr(ρ̂) = 1 (18)

(ρ̃k + ρ̃†k)/2 ρ̃k

ρ̂k

利用厄米矩阵  替换式 (18)中的 

即可保证  满足量子状态约束. 由此, 式 (18)退化

为式 (19)所示的密度矩阵正交投影的问题[25], 即

ρ̂k = argmin
ρ̂

∥∥∥∥∥ρ̂− ρ̃k + ρ̃†k
2

∥∥∥∥∥
2

F

s.t. ρ̂ ⪰ 0, tr(ρ̂) = 1 (19)

(ρ̃k + ρ̃†k)/2

Udiag{ai}U† U ∈ C2n×2n

diag{a1, · · · , a2n} (ρ̃k + ρ̃†k)/2

式 (19)本质上是一个非线性半定规划问题, 通
常采用内点法求解, 不过本文采用奇异值分解的方

法直接求解该问题.     可以被酉相似对

角化为  , 其中,    为酉矩阵,

 的对角元素为   的奇

异值, 按照从大到小的顺序排列. 式 (19) 的最优

解为

ρ̂k = Udiag{σi}U† (20)

diag{σ1, · · · , σ2n} ρ̂k其中,    的对角元素为   的奇异

值, 可通过式 (21)求解, 即

min
{σi}

1

2

2n∑
i=1

(σi − ai)
2

s.t.
2n∑
i=1

σi = 1, σi ≥ 0 (21)

式 (21)对应的拉格朗日函数为

L{σi, κi, β} =
1

2

2n∑
i=1

(σi − ai)
2 −

κiσi + β

(
2n∑
i=1

σi − 1

)
(22)

{κi}2
n

i=1 β其中,   和  为拉格朗日乘子.

σ∗
i κ∗i β∗ σ∗

i ≥ 0
∑2n

i=1 σ
∗
i = 1 κ∗i ≥ 0 κ∗i σ

∗
i =

0 σ∗
i − ai − κ∗i + β∗ = 0 (i = 1, · · · , 2n)

κ∗i

对于式 (20) 所示的凸优化问题, 可以通过求

解 Karush-Kuhn-Tucker (KKT)条件来获取最优

解 ,  ,  :  ,  ,  ,  

 和    . 消去变

量  后, 可得

σ∗
i ≥ 0 (23a)

σ∗
i ≥ ai − β∗ (23b)

σ∗
i (σ

∗
i − (ai − β∗)) = 0 (23c)

2n∑
i=1

σ∗
i = 1 (23d)

σ∗
i

σ∗
i > ai − β∗ σ∗

i = 0

ai < β∗ σ∗
i = ai − β∗

ai ≥ β∗

从式 (23b)中可知, 需要分两种情况讨论  的

解: 1) 如果 , 根据式 (23c)可知 ,
那么可得  ; 2) 如果  , 那么结合

式 (23a) 可知 . 因此可直接得出

σ∗
i = max{ai − β∗, 0} (24)

β∗

β∗ = ai (i = 1, · · · , 2n)

β∗ aq − β∗ ≥ 0 aq+1 − β∗ ≤ 0

[aq, aq+1] (q = 1, · · · , d)
β∗ ∑q

i=1 (ai − β∗) = 1

最优的拉格朗日乘子  可根据式 (23d)计算.
具体来说, 可令  来确定最优

的  所在的区间. 假定  且 

在区间     内成立, 那么最优

的  可根据  计算, 即

β∗ =

q∑
i=1

ai − 1

q
(25)

 

êk2.1.2    求解  相关子问题

ê

式 (23b)是一个典型的无约束二次规划问题,
可通过  一阶最优性条件直接获得解析解, 即

êk =
α

2γ + α

(
bk +

λk−1

α
−Akvec(ρ̂k)

)
(26)

所提出的 QSE-OADM算法的具体步骤如算

法 1所示.

　  算法 1. QSE-OADM 算法

ρ̂0 = ê0 = 0 λ0 = 0 α,

w, γ > 0 l ∈ Z+.

初始化. 变量 ,  ; 设定算法的参数 

,  

k · · · ,1) for    = 1, 2,    do

Mk2)　　依据式 (5)计算 ;

bk3)　　依据式 (7)构造 ;

Ak4)　　依据式 (8)构造 ;
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ρ̃k5)　　依据式 (17)计算 ;

(ρ̃k+ ρ̃†k)/2 Udiag{ai}U†6)　　对  进行奇异值分解, 计算 ;

β∗7)　　依据式 (25)计算 ;

diag{σi}8)　　依据式 (24)计算奇异值 ;

ρ̂k9)　　依据式 (20)更新 ;

êk10)　 依据式 (26)更新 ;

λk11)　 依据式 (12c)更新 ;

12) end for

((2w/α)I3 +AkA†
k)

−1 O(l2d2)

Ak l

l ×O(l2d2)

O(d3)

N

N ×O(d3)

l ×O(l2d2) +N ×O(d3)

下面讨论QSE-OADM算法的计算复杂度. 对于

QSE-OADM算法而言, 其密度矩阵依据式 (17)更
新时,   的计算复杂度为 ,

由于采样矩阵  在采样次数达到  之后保持不变,
因此这一部分总的计算复杂度为 . 另外,
奇异值分解的计算复杂度为 , 由于计算过程

中待估计的密度矩阵始终严格满足量子状态约束,
因此采样次数为  时这一部分总的计算复杂度为

. 综上可知, QSE-OADM算法总的计算

复杂度为 . 

2.2    QSE-OADM 算法的性能分析

(Fidelity)采用保真度  来衡量量子状态估计的

精度, 其定义为

Fidelity(k) = tr
(√√

ρ̂kρk
√
ρ̂k

)
(27)

ρ̂k ρk

ρ̂k = ρk Fidelity(k) = 1

其中,   为密度矩阵的估计值,   为密度矩阵的真

实值. 当  时, 有 .

∆t = 0.2 H0 = σz η = 0.5

w = 0.1 γ =
√
2n/k

α = 2 l = 15 N = 30

SNR = 40

ρ00 = ρ0 ⊗ ρ0

ρ0 = [1/2
√
2(1− i)/4;

√
2(1 + i)/4 1/2]

ρ̂e = ρ̂e0 ⊗ ρ̂e0 ρ̂e0 =

[0 0; 0 1]

本节将通过 3组实时量子状态估计的仿真实验

来分析 QSE-OADM算法的性能. 不失一般性, 以
2比特随机量子系统为例, 分别研究施加不同的外

部控制场、选取不同的初始测量算符以及改变相互

作用强度对于算法性能的影响. 数值仿真实验中,
固定系统各个参数分别为:  ,  ,  ;
QSE-OADM算法中的权重参数 ,  ,
惩罚参数 , 滑窗长度 , 采样次数 .
假定测量过程引入信噪比   dB的高斯噪

声. 量子系统初始状态选取为叠加态 ,
其中  ;  估
计状态的初值选取为本征态  ,   

. 

2.2.1    不同外部控制场的作用对实时量子状态估

计性能的影响

u1H1

σx σy 10σx H0 = σz M1 = σz⊗
σz L′ = 0.7σz

外部控制量和控制哈密顿量的乘积  分别

选取为 0,  ,   和 , 固定 ,  
,   . 不同方向的外部控制场对 QSE-

OADM算法实时状态估计的实验结果如图 1所示,

M1 H0

M1

H ′ = H0 + u1H1

从中可以看出: 当初始测量算符  与  平行时,
QSE-OADM算法无法有效获取到随机量子系统状

态演化的信息, 此时该算法失效. 解决该问题的一

种可行的方案是通过施加外部控制场来使  与系

统哈密顿量  之间存在一定的夹角.

M1 H ′ 90◦

需要注意的是, 外部控制场并非越强越好, 过
大的控制量 (如图 1中带圆圈的曲线所示的情况)
可能导致  与  之间的夹角接近  而呈现出二

者近似正交的情况, 此时 CWM同样难以获取到系统

演化的信息而导致 QSE-OADM 算法估计精度

下降. 

M12.2.2    不同初始测量算符  对实时量子状态估计

性能的影响

M1 σx ⊗ σx σy ⊗ σy

σz ⊗ σz H ′ = H0 + 1 · σx L′ =

0.7σz

M1 H ′

初始测量算符  分别选取为  、 

和   三种情况, 固定   ,   
. 不同初始测量算符对 QSE-OADM算法估计

状态的实验结果如图 2所示. 从图 2中可以看出只

要  与系统哈密顿量  不平行且不正交, 三种情
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0.60

0.80
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保
真
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u1 = 1, H1 = sx
u1 = 1, H1 = sy
u1 = 10, H1 = sx

 

图 1    不同外部控制场的作用下的实时状态估计性能

Fig. 1    Real-time state estimation performance under
various external control fields
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图 2    不同初始测量算符作用下的实时状态估计性能

Fig. 2    Real-time state estimation performance under
various initial measurement operators

 

1 期 张骄阳等: n比特随机量子系统实时状态估计及其反馈控制 47



M1 = σz ⊗ σz

况均能实现有效的实时量子状态估计, 不过每一种

情况下 QSE-OADM算法的收敛速率不同. 实验结

果表明: 当  时 QSE-OADM算法的实

时状态估计性能最好. 

ξ2.2.3    不同相互作用强度  对实时量子状态估计

性能的影响

ξ

H ′ = H0 + 1 · σx M1 = σz ⊗ σz σz

ξ ξ

相互作用强度  分别取 0.3, 0.5, 0.7, 0.9, 固定

,  , 测量算符选取 .
被测量子系统与探测系统之间不同的相互作用强度

对于 QSE-OADM算法性能影响的实验结果如图 3
所示, 从中可以看出:   与保真度成正相关, 即  越

大 QSE-OADM算法的收敛性越好.
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x = 0.7

x = 0.9

 

图 3   不同的相互作用强度作用下的实时状态估计性能

Fig. 3    Real-time state estimation performance under
various interaction strengths

 

ξ ≥ 0.7

x y z

当  时, QSE-OADM算法已经具有良好

的实时量子状态估计性能, 第 7次采样过后保真度

高于 95%, 第 30次采样时保真度高于 99.95%. 第
30次采样时的估计状态和真实状态如图 4所示, 其
中,   轴和  轴分别代表密度矩阵的行和列,   轴代

表密度矩阵元素的实部数值. 

3    基于实时状态估计的量子反馈控制

律的设计及其性能对比分析

n

本节将采用基于李雅普诺夫稳定性定理的控制

方法设计反馈控制律, 结合所提出的实时量子状态

估计算法实现  比特随机量子系统的反馈控制, 并
以 2比特随机量子系统为例针对目标态为本征态和

叠加态的情况分别进行数值仿真实验及其性能对比

分析. 

3.1    反馈控制律的设计及其收敛性的证明

n第 2节基于 QSE-OADM算法实现了  比特随

机量子系统的实时状态估计, 因此可将式 (1)改写

ρ̂k为包含估计状态  的随机主方程, 即

ρ̂k+1 − ρ̂k = − i

ℏ
[H(t), ρ̂k]∆t +

D(L, ρ̂k)∆t+H(L, ρ̂k)dW =(
− i

ℏ
[H0, ρ̂k]−

i

ℏ

r∑
i=1

ui(t)[Hi, ρ̂k]

)
∆t +

D(L, ρ̂k)∆t+H(L, ρ̂k)dW (28)

H(t) = H0 +Hc(t)

H0 Hc(t) =∑r
i=1 ui(t)Hi r ≥ 2 ui(t)

i

其中 ,  系统哈密顿量为  ,  内部

哈密顿量为  ,  相互作用哈密顿量为  

, 其中控制哈密顿量的个数 ,  
表示控制场的第  个分量.

n基于实时状态估计的  比特随机量子系统反馈
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(a) QSE-OADM 算法的实时估计状态
(a) Real-time estimated state by using

the QSE-OADM algorithm
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(b) 系统真实状态
(b) Real state of the system
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(H′ = H0 + 1 · σx M1 = σz ⊗ σz L′ = 0.7σz)

图 4    第 30次采样时 2比特量子系统估计状态与真实状态

比较  ,   ,  

(H′ = H0 + 1 · σx M1 = σz ⊗ σz L′ = 0.7σz)

Fig. 4    Comparison between the estimated state and the
real state of a 2-qubit system at the 30th sampling time

 ,   ,  
 

48 自       动       化       学       报 50 卷



S P S ⊗ P

|ψ(∆t)⟩
|o⟩ P

M

y

ρ̂k êk k

ρk ek u(k)

k q−1 ρf

控制系统的框图如图 5所示, 其中,  ,  ,  
分别代表被测量子系统、探测系统和联合系统,  
代表联合系统的状态矢量,   代表系统  在投影测

量后随机塌缩到的某个本征态,   代表测量算符,
它们一起组成 CWM过程. 联合系统  的输出中包

含测量过程引入的高斯噪声,    和   分别为在  

时刻的密度矩阵   和测量噪声   的估计值,   
为  时刻的控制场,   为单位延迟算子,   为目

标态.

  

测量算符

弱测量

被测量子系统 S

探针 P 投影测量

控制场 实时
量子
状态
估计
算法

q−1

q−1

M

|y(Dt)〉

eke

yk

S ⊗ P

|o〉

rf u(k)

联合系统

r̂k

êk

 

图 5   基于实时状态估计的 n比特随机量子

系统反馈控制方案的框图

Fig. 5    Real-time state estimation-based feedback control
scheme for n-qubit stochastic quantum systems

 

n

L = L† [H0, L] = 0

ρ0

ρf

定理 1. 对于  比特随机量子系统 (28), 当满足

能控性条件  和  [29] 时, 在式 (29)
和式 (30)所示的反馈控制律的作用下, 量子系统的

状态可以从任意初态  以概率 1收敛到任意期望

的目标态 . 控制律的表达式为

k = 11) 当采样时刻  时

u(1) =
[
u11 u21 · · · ur1

]T
=[

ε ε · · · ε
]T

(29)

k ≥ 22)当采样时刻  时

u(k) =
[
u1k u2k ... urk

]T
=[

− C

T1
−g2T2 ... −grTr

]T
(30)

ε Ti(ρ̂k) =

tr(−(i/ℏ)·[Hi, ρ̂k](ρ̂k − ρf )), C(ρ̂k) = tr((D(L, ρ̂k)−
(i/h) · [H0, ρ̂k])(ρ̂k − ρf ) + (1/2) · H2(L, ρ̂k))

ρ̂k ρf

Ti(ρ̂k) C(ρ̂k) gi > 0

其中,    为一非常小的正实数, 本文取 0.01;  
   

 为漂移

项, 其符号可正可负, 当估计状态  与  十分接近

时,   和  都趋于 0;   为设计参数, 决
定状态转移的速率.

V (ρ̂k) = (1/2) · tr((ρ̂k − ρf )
2)

V (ρ̂k) ≥ 0 V (ρ̂k) =

0 ρ̂k = ρf

ρ̂k ̸= ρf LV (ρ̂k) < 0

L(·)

证明. 选取  作为李

雅普诺夫函数. 显然,   始终成立且 

 当且仅当 . 因此反馈控制律设计的关键就

是保证当   时,    始终成立, 其中

 代表无穷小生成元.
ρs1 = diag{1,

0}⊗n
ρs2 = diag{0, 1}⊗n

ρ̂1

1) 系统 (28)存在多个平衡点, 如  
 和 . 当初始估计状态  与目

ρf Ti(ρ̂k) = 0

k = 1

标态  选取为同一个平衡点时, 有 , 意味

着式 (30) 所示的控制律无法施加到该量子系统中.

因此在  时, 首先施加微扰形式的控制律驱动

系统离开平衡点; 即便是系统初始状态不是平衡点,

该微扰形式的控制律也不会对系统动力学产生较大

的影响.

k ≥ 2 u1k

uik (i = 2, · · · , r) LV (ρ̂k) ≤ 0

2) 当  时, 设计  来抵消漂移项的影响, 设

计  用于保证 .

LV (ρ̂k) =
1

2
L(tr(ρ̂2k)− 2tr(ρ̂kρf ) + tr(ρ2f )) =

1

2
Ltr(ρ̂2k)− Ltr(ρ̂kρf ) (31)

Itô依据  法则, 有

dtr(ρ̂2k) = tr(2ρ̂k(−i[H0, ρ̂k]−
r∑

i=1

uik · i[Hi, ρ̂k] +

D(L, ρ̂k)) +H2(L, ρ̂k))dt+

2tr(H(L, ρ̂k)ρ̂k)dW (32)

所以

Ltr(ρ̂2k) = tr

(
2ρ̂k

(
− i[H0, ρ̂k]−

r∑
i=1

uik · i[Hi, ρ̂k] +

D(L, ρ̂k)

)
+H2(L, ρ̂k)

)
(33)

依据式 (28), 可知

dtr(ρ̂kρf )=tr

(
− i[H0, ρ̂k]ρf−

r∑
i=1

uik · i[Hi, ρ̂k]ρf +

D(L, ρ̂k)ρf

)
dt+H(L, ρ̂k)ρfdW (34)

所以

Ltr(ρ̂kρf ) = tr

(
− i[H0, ρ̂k]ρf −

r∑
i=1

uik ×

i[Hi, ρ̂k]ρf +D(L, ρ̂k)ρf

)
(35)

将式 (33)和式 (35) 代入式 (31), 可得

LV (ρ̂k) =

r∑
i=1

uik · tr(−i[Hi, ρ̂k]( ρ̂k − ρf )) +

tr(D(L, ρ̂k)− i[H0, ρ̂k]( ρ̂k − ρf )) +

1

2
tr(H2(L, ρ̂k)) (36)

将式 (30)所示控制律代入式 (36), 可得
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LV (ρ̂k) =

r∑
i=1

uik · Ti(ρ̂k) + C(ρ̂k) =

−
r∑

i=2

gi · T 2
i (ρ̂k)−

C(ρ̂k)

T1(ρ̂k)
T1(ρ̂k) +

C(ρ̂k) = −
r∑

i=2

gi · T 2
i (ρ̂k) (37)

ρ̂k ̸= ρf LV (ρ̂k) < 0 ρ̂k = ρf

LV (ρ̂k) = 0

当  时,   始终成立; 当 

时,  . 因此本文所提的反馈控制律几乎

必然是李雅普诺夫意义上渐近收敛的.  □

基于 QSE-OADM算法进行实时量子状态估

计的反馈控制方案 QSE-OADM-FC的具体步骤如

算法 2所示.
　  算法 2. QSE-OADM-FC 方案

ρ0 ρf

H g2 ∼ g4.

初始化. 设置 QSE-OADM算法的参数和估计状态; 设

置 2比特量子系统的初始状态 , 目标态 , 系统哈密顿量

 和设计参数 

k · · · ,1) for    = 1, 2,    do

H(k) = H0 + u1kH1 + · · ·+ u4kH42)　　设置 ;

ρk3)　　依据式 (4)计算 ;

ρ̂k4)　　依据算法 1所示的 QSE-OADM算法计算 ;

Ti(ρ̂k) C(ρ̂k)5)　　计算  和 ;

6)　　依据式 (29)或式 (30)更新控制律;

7) end for 

3.2    量子反馈控制的数值仿真实验及其性能对比

分析

H0 = σz ⊗ I + I ⊗ σz

H1 = σx ⊗ I + I ⊗ σx H2 =

σy ⊗ I + I ⊗ σy H3 = (σy+ σz)⊗ I + I ⊗ (σy + σz)

H4 = (σx + σz)⊗ I + I ⊗ (σx + σz).

l = 30

本节仍以 2比特随机量子系统为例进行数值仿

真实验. 仿真实验中,  , 4个控

制哈密顿量分别为    ;    

;  ;
  除滑窗长度改

为  外, 其他系统参数以及 QSE-OADM算法

的参数均与第 2节相同.
为了验证本文所提方案性能的优越性, 将所提

出的 QSE-OADM-FC方案与 QST-OADM-FC方

案以及 OPG-ADMM-FC方案进行比较, 其中 QST-
OADM算法和 OPG-ADMM算法的参数已分别依

据文献 [18]和文献 [19]调整至最佳. 除李雅普诺夫

函数数值之外, 本文还借助控制场能量这一指标来

衡量反馈控制方案的优越性, 其定义为

J(k) =

r∑
i=1

k∑
j=1

u2ij (38)

 

3.2.1    本征态的反馈控制

ρ0 = ρ00 ⊗ ρ00

ρ00 = [1 0; 0 0] ρf =ρf0 ⊗ ρf0

ρf0 = [0 0; 0 1] g2 = 6 g3 = 1 g4 =

1

u1 u2 u3

u4

ρ11 ρ22 ρ33 ρ44

2比特量子系统的初态为本征态 ,

其中 ; 目标态为本征态 ,

其中 , 设计参数为 ,  ,  

. 本征态反馈控制的仿真结果如图 6所示, 其中,

图 6(a)和图 6(b)中的实线、虚线和点线分别代表

QSE-OADM-FC、QST-OADM-FC 和 OPG-

ADMM-FC方案中保真度和李雅普诺夫函数的变

化曲线, 图 6(c)中的实线、虚线、点划线和带“+”的

曲线分别代表 3种方案中控制场分量 ,  ,   和

 的变化曲线, 图 6(d)中的实线、虚线、点划线和

带“+”的曲线分别代表 3种方案中密度矩阵对角线

元素 ,  ,   和  的变化曲线.

5.399× 10−4

在 QSE-OADM-FC方案中, 第 14次采样过后

即可保证实时量子状态估计的保真度高于 95%; 第

15次采样过后即可保证李雅普诺夫函数数值小于

0.01; 第 30次采样时保真度为 99.84%, 李雅普诺夫

函数数值为 . 如采用 QST-OADM-FC

方案, 则第 18次采样过后才能保证实时量子状态

估计的保真度高于 95%, 李雅普诺夫函数数值小于

0.01; 第 30次采样时保真度为 99.40%, 李雅普诺夫
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(a) 实时量子状态估计中保真度变化曲线

(a) Variation curves of fidelity in real-time
quantum state estimation
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1.484× 10−3

6.312× 10−3

函数数值为 . 如采用 OPG-ADMM-FC
方案, 则第 25次采样过后才能保证实时量子状态估

计的保真度高于 95%; 第 28次采样过后才能保证

李雅普诺夫函数数值小于 0.01; 第 30次采样时保真

度为 98.29%, 李雅普诺夫函数数值为 .
此外, 采用 QSE-OADM-FC方案在达到更好的本征

态反馈控制效果的同时所需要的控制场能量更小,
仅为 QST-OADM-FC方案的 60% 左右, 为 OPG-
ADMM-FC方案的 35% 左右.

ks1

ks2

3种方案下, 本征态反馈控制性能指标的对比

如表 2所示. 其中, 方案 1代表 QSE-OADM-FC方

案; 方案 2代表 QST-OADM-FC方案; 方案 3代表

OPG-ADMM-FC方案.   代表使得保真度持续

稳定在 95% 以上的首个采样时刻;   代表使得李

雅普诺夫函数数值持续低于 0.01的首个采样时刻.

  
表 2    本征态反馈控制性能指标的对比

Table 2    Comparison of performance indicators of
feedback control of an eigenstate

指标 方案 1 方案 2 方案 3

ks1 14 18 25

ks2 15 18 28

Fidelity(30)  (%) 99.84 99.40 98.29

V (30) 5.399 × 10−4 1.484 × 10−3 6.312 × 10−3 

J(30) 18.247 28.721 52.112

  

3.2.2    叠加态的反馈控制

ρ0 = ρ00 ⊗ ρ00

ρ00 = [3/8 −
√
15/8; −

√
15/8 5/8]

ρf = ρf0 ⊗ ρf0, ρf0 = [3/4 −
√
3/4;

−
√
3/4 1/4] g2 = 5 g3 = 2 g4 = 0.8

2比特量子系统的初态为叠加态 ,
其中 ,   ; 目标态

为叠加态   其中,  
, 设计参数为  ,   ,   .

3.220× 10−4

6.180×
10−4

2.854× 10−3

叠加态反馈控制的仿真结果如图 7所示, 其中各组

曲线的含义与图 6相同. 在 QSE-OADM-FC方案

中, 第 16次采样过后即可保证实时量子状态估计

的保真度高于 95%, 李雅普诺夫函数数值小于 0.01;
第 40次采样时保真度为 99.90%, 李雅普诺夫函数

数值为  . 如采用 QST-OADM-FC 方

案, 则第 22次采样过后才能保证实时量子状态估

计的保真度高于 95%; 第 25次采样过后才能保证

李雅普诺夫函数数值小于 0.01; 第 40次采样时保

真度为 99.40% ,  李雅普诺夫函数数值为  

. 如采用 OPG-ADMM-FC方案, 则第 29次采

样过后才能保证实时量子状态估计的保真度高于

95%; 第 33次采样过后才能保证李雅普诺夫函数数

值小于 0.01; 第 40次采样时保真度为 98.30%, 李
雅普诺夫函数数值为   . 相对而言, QSE-
OADM-FC 方案所需的控制场能量稍小于 QST-
OADM-FC方案和 OPG-ADMM-FC方案.

ks1 ks2

3种方案下, 叠加态反馈控制性能指标的对比

如表 3所示, 其中  和  的含义与表 2相同. 与
本征态的反馈控制相比, 叠加态的反馈控制实现起

来难度更大, 具体表现在其调节时间更长且所需的

控制场能量更大上. 

4    结束语

n

n

本文解决了  比特随机量子系统的实时状态估

计及其反馈控制的问题. 针对 CWM 过程中存在高

斯噪声的  比特随机量子系统, 通过测量序列和采

样矩阵的构造、基于在线交替方向乘子法的实时量

子状态估计算法的设计以及借助李雅普诺夫方法的

反馈控制律的设计, 提出了一种基于实时状态估计
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图 6    本征态反馈控制的仿真结果

Fig. 6    Simulation results on feedback control of an eigenstate
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的量子反馈控制方案. 最后, 与基于其他两种不同

的实时状态估计算法的量子反馈控制方案进行性能

对比, 展现了本文所提方案的优越性.
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图 7    叠加态反馈控制的仿真结果

Fig. 7    Simulation results on feedback control of a superposition state
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