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基于量化依赖 Lyapunov函数的有界丢包网络

控制系统的保成本控制

唐晓铭 1, 2 杨 爽 1, 2 虞继敏 1, 2 屈洪春 1, 2

摘 要 研究了一类具有有界丢包的网络控制系统 (Networked control systems, NCSs) 的保成本控制问题, 提出了一种包含

量化反馈的网络控制系统数学模型, 该模型将系统的镇定问题转化为镇定一系列子系统的鲁棒控制问题. 在对网络控制系统

的分析中, 区别于常用的二次型 Lyapunov 函数, 本文采用了一种新的且能够降低保守性的量化依赖 Lyapunov 函数方法. 基

于本文的 Lyapunov 函数, 得到了充分考虑丢包过程的保成本控制器的设计方法. 仿真算例验证了所给出方法的有效性.

关键词 网络控制系统, 保成本控制, 量化反馈, Lyapunov 函数

引用格式 唐晓铭, 杨爽, 虞继敏, 屈洪春. 基于量化依赖 Lyapunov 函数的有界丢包网络控制系统的保成本控制. 自动化学

报, 2018, 44(8): 1381−1390

DOI 10.16383/j.aas.2017.c170140

Guaranteed Cost Control of Networked Control Systems With Bounded Packet

Loss Based on Quantization Dependent Lyapunov Function

TANG Xiao-Ming1, 2 YANG Shuang1, 2 YU Ji-Min1, 2 QU Hong-Chun1, 2

Abstract This paper investigates modeling and guaranteed cost control of quantized feedback systems over networks

with bounded packet loss. The model of the networked control systems, which appropriately incorporates quantized

feedback, is established in terms of robust control which transforms the problem of stabilization of networked control

systems with packet loss into the problem of robust stabilization of a class of subsystems. Unlike the quadratic Lyapunov

function which is normally used in analyzing networked control systems, this paper presents a new approach that can

significantly reduce conservativeness by taking the quantization dependent Lyapunov function. Based on the provided

Lyapunov function, a guaranteed cost state feedback controller is derived, which explicitly considers the packet loss process.

A numerical example illustrates the effectiveness of the proposed method.

Key words Networked control systems (NCSs), guaranteed cost control, quantized feedback, Lyapunov function

Citation Tang Xiao-Ming, Yang Shuang, Yu Ji-Min, Qu Hong-Chun. Guaranteed cost control of networked control

systems with bounded packet loss based on quantization dependent Lyapunov function. Acta Automatica Sinica, 2018,

44(8): 1381−1390

网络控制系统 (Networked control systems,
NCSs) 是一种空间分布式系统, 其控制回路中的传
感器、控制器、执行器由有限带宽的通信网络相连
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接[1−3]. 与传统的控制系统相比, NCSs 具有可靠性
高、易于维护和扩展、能实现信息资源共享以及远

程控制等优点[4−6]. 但网络特有的属性例如数据丢
包、网络时滞等问题也给控制系统带来了不可忽视

的负面影响. 其中数据丢包是造成系统性能恶化甚
至破坏系统稳定性的主要因素. 很多学者研究了具
有丢包的 NCS 的稳定性分析和控制器设计问题并
得到了很有意义的结论[7−12], 其中文献 [7] 运用随
机丢包模型研究了 NCS 的 H∞ 控制问题. 文献 [8]
研究了具有马尔科夫丢包的量化系统的预测控制

综合问题. 文献 [9] 研究了具有丢包和多包传输的
NCS 的稳定性问题. 文献 [10] 研究了有界丢包网络
环境下的多包不确定系统的鲁棒预测控制问题. 然
而文献 [7−10] 仅考虑了丢包存在于传感器与控制
器之间即单边丢包的情况, 由于丢包往往同时存在
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于传感器与控制器、控制器与执行器之间, 即双边
丢包, 因此文献 [7−10] 的结果有一定局限性. 文献
[11] 考虑任意有界丢包过程, 解决了具有输入约束
和状态约束的模型预测控制综合问题. 文献 [12] 考
虑有界丢包和马尔科夫丢包两种情况, 分析了系统
的状态反馈镇定问题.

近年来, 由于有限精度算法在数字计算机中的
应用, 大量学者开始研究量化反馈控制问题[13−22].
在众多研究成果中, 主要采用了静态量化[23−27] 和

动态量化[28−32] 两种量化方法. 由于后者能动态调
整量化水平而增加吸引域, 因此在处理系统稳定性
问题上更具有优势. 然而, 由于缺乏统一的研究方法
导致其在控制性能问题上仍具有局限性. 文献 [23]
基于模态依赖的对数量化器, 提出了马尔科夫非线
性系统的量化动态输出反馈控制器设计方法. 文献
[24] 研究了单输入单输出线性时不变系统的量化反
馈镇定问题, 证明了对数量化器对于二次型稳定系
统的必要性. 文献 [25] 综合研究了关于带有对数量
化器的单输入单输出系统和多输入多输出系统的状

态反馈和输出反馈镇定问题, 文中量化误差被处理
为区间不确定性, 由此将量化反馈控制问题转化为
鲁棒控制问题. 在文献 [25] 的基础上, 文献 [26] 提
出了量化依赖 Lyapunov 函数方法, 用以处理单输
入和多输入量化反馈系统的镇定问题和 H∞ 控制问
题.
本文考虑双边丢包的情况, 给出了单输入和多

输入两种情况下的量化反馈网络系统的保成本控制

器设计方法. 在分别分析双边丢包过程的基础上, 建
立了带有对数量化器的 NCS 数学模型, 进而将具有
丢包和量化的 NCS 的镇定问题转化为镇定一系列
系统的鲁棒控制问题. 基于线性矩阵不等式 (Linear
matrix inequality, LMI) 技术, 得到了保成本控制
器的设计方法. 本文最典型的特点是运用量化依
赖 Lyapunov 函数得到了相较于文献 [25] 中二次型
Lyapunov 函数方法保守性更弱的结果.
注 1. 本文中, I 表示相应维数的单位阵, Rn 表

示 n 维欧氏空间 (R 即R1). 对于向量 xxx, uuu 和矩阵

W , R, 有 ‖xxx‖2
W := xxxTW xxx, ‖uuu‖2

R := uuuTRuuu. 在对
称矩阵中, 用星号 ∗ 表示对称部分.

1 问题阐述

假设被控对象为如下线性离散时不变系统:

xxx(k + 1) = Axxx(k) + Bu(k) (1)

其中, xxx(k) ∈ Rn 和 u(k) ∈ R 分别表示可测系统状
态和系统输入. NCS 如图 1 所示. 考虑量化状态反
馈为

图 1 NCS 结构图

Fig. 1 The structure of NCS

ŭ(k) = f(v̆(k)) (2)

v̆(k) = Kx̆xx(k) (3)

其中, ŭ(k), v̆(k), x̆xx(k) 分别表示量化器输出、量化
器输入、控制器输入, K 表示状态反馈增益. 定义静
态时不变对数量化器为[24−25]

f(v̆) =





υi, 若
1

1 + δ
υi < v̆ ≤ 1

1− δ
υi ,

v̆ > 0

0, 若 v̆ = 0

−f(−v̆), 若 v̆ < 0
(4)

由上式可知, 量化器对称, 即 f(−v̆) = −f(v̆).
量化水平集为

V = {±υi : υi = ρiυ0, i = 0,±1,±2, · · · } ∪ {0},
0 < ρ < 1, υ0 > 0

(5)

其中, ρ 表示量化器密度. δ = (1− ρ)/(1 + ρ). 假
设 ρ 已知, 则 δ 已知, 并且满足 0 < δ < 1. 定义量
化误差为

e(k) = ŭ(k)− v̆(k) =

f(Kx̆xx(k))−Kx̆xx(k) = ∆(k)Kx̆xx(k) (6)

其中, ∆(k) ∈ [−δ, δ].
定义 1[4]. 令J := {j1, j2, · · · } 表示从传感器

到控制器成功传输数据的时间点序列, 令 I := {i1,
i2, · · · } 表示从控制器到执行器成功传输数据的时
间点序列, J , I 都是序列 {0, 1, 2, 3, · · · } 的子序
列. 令 d1 := maxjl∈J (jl+1 − jl) 为数据从传感器到
控制器的丢包上界, d2 := maxil∈I (il+1 − il) 为数
据从控制器到执行器的丢包上界. 有界丢包过程定
义为 {η(jl) := jl+1 − jl|jl ∈ J }, {ζ(il) := il+1−
il|il ∈ I }, 其中, η(jl) 和 ζ(il) 分别从 D1 := {1, 2,
· · · , d1} 和 D2 := {1, 2, · · · , d2} 中任意取值.
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只有部分成功传输的数据能影响闭环系统, 因
此引入排序因子 ord{·} 来定义这部分数据. 对于任
意整数序列, 排序因子在不增加或减少任何元素的
情况下, 对原有整数序列按从小到大的顺序进行排
序, 将得到的序列称为有序序列. 令 S = ord{J ,
I }, 其中, 对于两个不相等的正整数 a, b, 如果出现
ia = jb 的情况, 则在S 中 jb 位于 ia 之前. 因此有
序序列 σ = {ν1, µ1, ν2, µ2, · · · } ⊆ S 存在且唯一,
使 {ν1, ν2, · · · } ∈ J , {µ1, µ2, · · · } ∈ I , 有序序列
σ 为实际影响闭环系统的时间序列.

引理 1[11]. 对于定义 1 中的丢包过程, 有 µr−
νr + 1 ∈ D2, µr+1 − νr ∈ D , 其中, D := {1, 2, · · · ,
d1 +d2 − 1}.
文中控制器为 ŭ = f(v̆) = f(Kx̆xx). 在每个 jl

时刻, 无论控制器是否成功从传感器接收到数据, 认
为 ŭ(jl) = f(Kx̆xx(jl)) = f(Kxxx(jl)). 对于所有满足
条件 jl ≤ k < jl+1 的 k 时刻, 执行器收到数据 ŭ(k)
= ŭ(jl). 系统闭环模型为

µr − νr + 1 = t :




xxx(µr+1) = Ã1xxx(µr) + B̃1xxx(νr), µr+1 − µr = 1

xxx(µr+1) = Ã2xxx(µr) + B̃2xxx(νr), µr+1 − µr = 2
...

...

xxx(µr+1) = Ãlxxx(µr) + B̃lxxx(νr), µr+1 − µr = l

其中, t ∈ D2, l ∈ D(t), Ãl = Al, B̃l = Bl(1 +
∆(µr))K.
上式可以等价为如下模型:

xxx(k + 1) = Ak−µr+1xxx(µr)+

Bk−µr+1(1 + ∆(k))Kxxx(νr) (7)

其中, µr ≤ k < µr+1, r ≥ 1, Bj =
∑j−1

s=0 AsB, j ≥
1.
取如下扩展状态变量:

zzz(k) =

[xxxT(k) xxxT(k − 1) xxxT(k − 2) · · · xxxT(k − d2 + 1)]T

则系统 (7) 可改写为如下的等价模型:

zzz(µr+1) =
∑
t∈D2

∑

l∈D(t)

λt(µr)ωl(µr)Φltzzz(µr) (8)

其中, Φlt = [[Ψ1
lt Ψ2

lt · · · Ψd2
lt ]T [I 0]T]T,

Φlt ∈ R(d2n)×(d2n), Ψs
lt ∈ R(min{l,d2}n)×n, s ∈ D2.

如果 t = 1,

Ψs
lt ={

[ÃT
1 + B̃T

1 ÃT
2 + B̃T

2 · · · ÃT
x + B̃T

x ]T, s = 1

0, s 6= 1

如果 t 6= 1,

Ψs
lt =





[ÃT
1 ÃT

2 · · · ÃT
x ]T, s = 1

[B̃T
1 B̃T

2 · · · B̃T
x ]T, s = t

0, s 6= 1, t

其中, x = min{l, d2}, Ãα = Al+1−α, B̃α =
Bl+1−α(1+∆(k))K, α ∈ {1, 2, · · · ,min{l, d2}}. 注
意到如果有 µr − νr + 1 = t, 那么 λt(µr) = 1; 如果
有 µr+1 − µr = l, 那么 ωl(µr) = 1, 否则 λt(µr) =
ωl(µr) = 0.

2 主要结果

2.1 单输入情况

本文采用量化依赖 Lyapunov 函数方法设计保
成本控制器及分析具有双边丢包量化反馈系统的稳

定性. 构造如下形式的 Lyapunov 函数:

V (xxx(µr)) = xxxT(µr)P (∆(µr))xxx(µr) (9)

其中, P (∆(µr)) 时变且依赖于量化误差 ∆(µr), 有
如下形式:

P (∆(µr)) =
δ −∆(µr)

2δ
P1 +

δ + ∆(µr)
2δ

P2

其中, P1 和 P2 正定. 保成本性能指标为

J =
∞∑

τ=0

[‖xxx(µr+τ )‖2
W + ‖u(µr+τ )‖2

R]

其中, u(µr+τ ) = f(v(µr+τ )), v(µr+τ ) = Kxxx(µr+τ ),
xxx(µr+τ ) = Θtzzz(µr+τ ), Θt 不确定但可表示为 Θt =
[Θ1

t Θ2
t · · · Θd2

t ], Θs
t ∈ Rn×n, s ∈ D2, Θs

t = 0, s

6= t, Θt
t = I. 设计保证闭环系统渐近稳定的保成本

控制器, 有如下定理:
定理 1. 考虑如图 1 中的离散时间系统及对数

量化器 (4), 如果存在矩阵 Q1 > 0, Q2 > 0, Y , Glt

和 γ 满足如下 LMIs:



GT
lt + Glt −Q1 ∗ ∗ ∗

ΦltGlt Qi ∗ ∗
W

1
2 G1

lt 0 γI ∗
R

1
2 (1− δ)[Y Y · · · Y ] 0 0 γI




> 0,

t ∈ D2, l ∈ D(t), i ∈ {1, 2}
(10)
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


GT
lt + Glt −Q2 ∗ ∗ ∗

ΦltGlt Qi ∗ ∗
W

1
2 G1

lt 0 γI ∗
R

1
2 (1 + δ)[Y Y · · · Y ] 0 0 γI




> 0,

t ∈ D2, l ∈ D(t), i ∈ {1, 2}
(11)

那么, 存在保成本控制器 (2) 使闭环系统 (8) 渐近稳
定, 且量化状态反馈控制器为

u(νr) = (1 + ∆(µr))Y G−1xxx(µr) (12)

证明. 闭环系统 (8) 渐近稳定, 如果有

∆V (zzz(µr+τ )) = V (zzz(µr+τ+1))− V (zzz(µr+τ )) =

zzzT(µr+τ )
∑
t∈D2

∑

l∈D(t)

λt(µr+τ )ωl(µr+τ )×

(ΦT
ltP (∆(µr+τ+1))Φlt − P (∆(µr+τ )))zzz(µr+τ ) =

zzzT(µr+τ )

( ∑
t∈D2

∑

l∈D(t)

λt(µr+τ )ωl(µr+τ )(ΦT
lt×

(
δ −∆(µr+τ+1)

2δ
P1 +

δ + ∆(µr+τ+1)
2δ

P2)Φlt−

(
δ −∆(µr+τ )

2δ
P1+

δ + ∆(µr+τ )
2δ

P2))

)
zzz(µr+τ ) <

− (xxxT(µr+τ )W xxx(µr+τ )+

uT(µr+τ )Ru(µr+τ )) <

− zzzT(µr+τ )([I 0 · · · 0]TW [I 0 · · · 0]+

(1 + ∆(µr+τ ))2ΘTKTRKΘ)zzz(µr+τ ) < 0 (13)

由此得到如下不等式:

xxxT(µr+τ )W xxx(µr+τ ) + uT(µr+τ )Ru(µr+τ ) <

−∆V (zzz(µr+τ )) (14)

将式 (14) 从 τ = 0 到 τ = ∞ 累加, 得到性能
指标满足 J =

∑∞
τ=0[‖xxx(µr+τ )‖2

W + ‖u(µr+τ )‖2
R] ≤

V (z(µr)) 以及

ΦT
lt(

δ −∆(µr+τ+1)
2δ

P1 +
δ + ∆(µr+τ+1)

2δ
P2)Φlt−

(
δ −∆(µr+τ )

2δ
P1 +

δ + ∆(µr+τ )
2δ

P2)+

[I 0 · · · 0]TW [I 0 · · · 0] + (1 + ∆(µr+τ ))2×
ΘTKTRKΘ < 0, t ∈ D2, l ∈ D(t) (15)

考虑如下四种情形:
情形 1. ∆(µr+τ ) = −δ, ∆(µr+τ+1) = −δ;
情形 2. ∆(µr+τ ) = −δ, ∆(µr+τ+1) = δ;

情形 3. ∆(µr+τ ) = δ, ∆(µr+τ+1) = −δ;
情形 4. ∆(µr+τ ) = δ, ∆(µr+τ+1) = δ.
对于情形 1 和情形 2, 由式 (15), 得

ΦT
ltPiΦlt − P1 + [I 0 · · · 0]TW [I 0 · · · 0]+

(1− δ)2ΘTKTRKΘ < 0,

t ∈ D2, l ∈ D(t), i ∈ {1, 2}
(16)

对于情形 3 和情形 4, 同样由式 (15), 得

ΦT
ltPiΦlt − P2 + [I 0 · · · 0]TW [I 0 · · · 0]+

(1 + δ)2ΘTKTRKΘ < 0,

t ∈ D2, l ∈ D(t), i ∈ {1, 2}
(17)

写出式 (16) 和式 (17) 包含的所有情况:

ΦT
ltP1Φlt − P1 + [I 0 · · · 0]TW [I 0 · · · 0]+

(1− δ)2ΘTKTRKΘ < 0, t ∈ D2, l ∈ D(t)
(18)

ΦT
ltP2Φlt − P1 + [I 0 · · · 0]TW [I 0 · · · 0]+

(1− δ)2ΘTKTRKΘ < 0, t ∈ D2, l ∈ D(t)
(19)

ΦT
ltP1Φlt − P2 + [I 0 · · · 0]TW [I 0 · · · 0]+

(1 + δ)2ΘTKTRKΘ < 0, t ∈ D2, l ∈ D(t)
(20)

ΦT
ltP2Φlt − P2 + [I 0 · · · 0]TW [I 0 · · · 0]+

(1 + δ)2ΘTKTRKΘ < 0, t ∈ D2, l ∈ D(t)
(21)

对任意 ∆(µr+τ ) ∈ [−δ, δ], ∆(µr+τ+1) ∈ [−δ,
δ], 将式 (18) 和式 (19) 分别乘以 (δ − ∆(µr+τ+1))/
(2δ) 和 (δ + ∆(µr+τ+1))/(2δ), 然后将其结果相加,
得

ΦT
ltP (∆(µr+τ+1))Φlt − P1 + [I 0 · · · 0]TW ×

[I 0 · · · 0] + (1− δ)2ΘTKTRKΘ < 0,

t ∈ D2, l ∈ D(t)
(22)

对式 (20) 和式 (21) 重复上述步骤, 得

ΦT
ltP (∆(µr+τ+1))Φlt − P2 + [I 0 · · · 0]TW ×

[I 0 · · · 0] + (1 + δ)2ΘTKTRKΘ < 0,

t ∈ D2, l ∈ D(t)
(23)

将式 (22) 和式 (23) 分别乘以 (δ −∆(µr+τ ))/
(2δ) 和 (δ + ∆(µr+τ ))/(2δ), 然后将其结果相加, 得
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ΦT
ltP (∆(µr+τ+1))Φlt − P (∆(µr+τ ))+

[I 0 · · · 0]TW [I 0 · · · 0]+

(1 + 2∆(µr+τ ) + δ2)ΘTKTRKΘ < 0,

t ∈ D2, l ∈ D(t)
(24)

注意到 (∆(µr+τ ))2 < δ2, 因此得到

ΦT
ltP (∆(µr+τ+1))Φlt − P (∆(µr+τ ))+

[I 0 · · · 0]TW [I 0 · · · 0]+

(1 + ∆(µr+τ ))2ΘTKTRKΘ < 0,

t ∈ D2, l ∈ D(t) (25)

式 (25) 和式 (13) 等价.
令K = Y G−1, Qi = γP−1

i , i ∈ {1, 2}, 以及

Glt =




G11
lt G12

lt · · · G1,d2
lt

G21
lt G22

lt · · · G2,d2
lt

...
...

. . .
...

Gd2,1
lt Gd2,2

lt · · · Gd2,d2
lt




, Gts
lt = G

t, s ∈ D2, l ∈ D(t)

其中, 矩阵 Glt 中的每一块子矩阵具有相同维数.
在式 (16) 和式 (17) 两边分别乘以 γ−1/2GT

lt 和

γ−1/2Glt, 得

GT
ltΦ

T
ltQ

−1
i ΦltGlt − γ−1GT

ltP1Glt + γ−1G1
lt

T
W G1

lt+

γ−1(1− δ)2[Y Y · · · Y ]TR[Y Y · · · Y ] < 0,

t ∈ D2, l ∈ D(t), i ∈ {1, 2}
(26)

GT
ltΦ

T
ltQ

−1
i ΦltGlt − γ−1GT

ltP2Glt + γ−1G1
lt

T
W G1

lt+

cγ−1(1 + δ)2[Y Y · · · Y ]TR[Y Y · · · Y ] < 0,

t ∈ D2, l ∈ D(t), i ∈ {1, 2}
(27)

由 γ−1GT
ltPiGlt ≥ GT

lt + Glt−Qi, i ∈ {1, 2} 及
Schur 补引理, 上述两式可转化为如下 LMIs:



GT
lt + Glt −Q1 ∗ ∗ ∗

ΦltGlt Qi ∗ ∗
W

1
2 G1

lt 0 γI ∗
R

1
2 (1− δ)[Y Y · · · Y ] 0 0 γI




> 0,

t ∈ D2, l ∈ D(t), i ∈ {1, 2}




GT
lt + Glt −Q2 ∗ ∗ ∗

ΦltGlt Qi ∗ ∗
W

1
2 G1

lt 0 γI ∗
R

1
2 (1 + δ)[Y Y · · · Y ] 0 0 γI




> 0,

t ∈ D2, l ∈ D(t), i ∈ {1, 2}
其中, G1

lt = [G11
lt G12

lt · · · G1,d2
lt ]. ¤

2.2 多输入情况

以上考虑的是单输入的情形, 接下来将量化依
赖 Lyapunov 函数方法拓展到多输入的情况. 同
样考虑线性离散时不变系统 (1), 其中系统输入
uuu(k) ∈ Rm, 量化反馈为

ŭuu(k) = f(v̆vv(k)) =

[f1(v̆1(k)) f2(v̆2(k)) · · · fm(v̆m(k)) ]T

(28)

v̆vv(k) = Kx̆xx(k) (29)

其中, fi(·) 是量化器输入 vvv(k) 的第 i 行对应的量化

器. 同样假设 fi(·) 为式 (4) 中的对数量化器, 则

ŭuu(k) = (I + Λ(k))Kx̆xx(k) (30)

Λ(k) = diag{Λ1(k),Λ2(k), · · · ,Λm(k)} (31)

其中, Λi(k) ∈ [−δi, δi]. 可得系统闭环模型为

xxx(k + 1) =

Ak−µr+1xxx(µr) + Bk−µr+1(I + Λ(k))Kxxx(νr)
(32)

通过研究发现, 式 (31) 中的 Λ(k) 可表示为

Λ(k) =
2m∑
j=1

λj(k)Λ(j)

2m∑
j=1

λj(k) = 1, λj(k) ≥ 0 (33)

其中, Λ(j) 是对角矩阵, 只包含元素 −δi 或 δi, 2m

种 −δi 或 δi 的组合得到所有的 Λ(j). 因此系统闭环
模型 (32) 可转化为

xxx(k + 1) =
2m∑
j=1

λj(k)(Ak−µr+1xxx(µr)+

Bk−µr+1(I + Λ(j))Kxxx(νr)) (34)

针对多输入情况, 设计保成本控制器及分析具
有双边丢包量化反馈系统的稳定性, 有如下定理:

定理 2. 考虑如图 1 中的离散时间系统及对数
量化器 fi(·), 如果存在矩阵 Qi > 0, Qj > 0, Y , Glt

和 γ 满足如下 LMIs:
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


GT
lt + Glt −Qi ∗ ∗ ∗

ΦltGlt Qj ∗ ∗
W

1
2 G1

lt 0 γI ∗
R

1
2 (I + Λ(i))[Y Y · · · Y ] 0 0 γI




> 0,

t ∈ D2, l ∈ D(t), (i, j) ∈ ϕ× ϕ

(35)

其中, ϕ = {1, 2, · · · , 2m}. 那么, 存在保成本控制器
(28) 使闭环系统 (32) 渐近稳定, 且量化状态反馈控
制器为

uuu(νr) = (I + Λ(µr))Y G−1xxx(µr) (36)

证明. 构造形如式 (9) 的 Lyapunov 函数

V (xxx(µr)) = xxxT(µr)P (Λ(µr))xxx(µr)

P (Λ(µr)) =
2m∑
i=1

λi(µr)Pi

其中, 矩阵 Pi > 0, 重复定理 1 的证明过程, 可得



GT
lt + Glt −Qi ∗ ∗ ∗

ΦltGlt Qj ∗ ∗
W

1
2 G1

lt 0 γI ∗
R

1
2 (I + Λ(i))[Y Y · · · Y ] 0 0 γI




> 0,

t ∈ D2, l ∈ D(t), (i, j) ∈ ϕ× ϕ

由此, 对于任意 Λ(µr+τ ) 和 Λ(µr+τ+1), 有

ΦT
ltP (Λ(µr+τ+1))Φlt − P (Λ(µr+τ ))+

[I 0 · · · 0]TW [I 0 · · · 0]+

ΘTKT(I + Λ(µr+τ ))TR(I + Λ(µr+τ ))KΘ < 0

即 V (zzz(µ(r+τ+1)))− V (zzz(µ(r+τ))) < 0. 由此保证了
闭环系统 (32) 渐近稳定. ¤
注 2. 本文所谓保守性更弱的结论主要是针

对文献 [25] 采用的二次型 Lyapunov 函数 V (x) =
xxxTPxxx 而言, 即对整个量化误差区间 ∆(k) ∈ [−δ,
δ] 取固定的 Lyapunov 矩阵 P . 而本文采用了新的
量化依赖 Lyapunov 函数, V (xxx(µr)) = xxxT(µr) ×
P (∆(µr))xxx(µr), Lyapunov 矩阵 P (∆(µr)) 依赖于
量化误差, 即 P (∆(µr)) = (δ −∆(µr))P1/(2δ) + (δ
+ ∆(µr))P2/(2δ), 在定理 1 和定理 2 中, 若取 Q1

= Q2 = P , 则本文的结论可退化为文献 [25] 的结
论. 由此可知, 本文的方法保守性更弱.

3 仿真例子

为验证定理 1, 考虑如下单输入线性离散时不变
系统:

xxx(k + 1) =

[
1 0.1
0 0.99

]
xxx(k) +

[
0

0.0787

]
u(k)

初始状态为 xxx(0) = [0.01 0]T, 两个通道丢包上界为
d1 = d2 = 3.
为验证定理 2, 考虑如下多输入线性离散时不变

系统:

xxx(k + 1) =

[
1 0.1
0 0.99

]
xxx(k) +

[
1 0
1 1

]
uuu(k)

同样, 取初始状态为 xxx(0) = [0.01 0]T, 两个通道丢
包上界为 d1 = d2 = 3.
系统网络数据传输状态如图 2 所示, 其中, s2c

= 1 表示控制器从传感器成功接收到数据, s2c = 0
则没有收到数据, c2a = 1 表示执行器从控制器成功
接收到数据, c2a = 0 则没有收到数据. 基于定理 1

图 2 网络环节的数据传输状态

Fig. 2 The status of data transmission
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和定理 2, 得到了在不同量化密度下的单输入系统
及多输入系统的状态响应和控制输入仿真结果分别

如图 3 和图 4 所示, 并且列出其反馈增益 K 和性

能指标 J 值如表 1. 由此证明了本文 NCS 保成本
控制器设计方法的有效性. 与文献 [25] 中二次型
Lyapunov 函数方法相比, 不论是单输入系统还是多

输入系统, 采用本文的量化依赖 Lyapunov 函数方
法, 可以较好地改善控制性能. 此外, 从仿真实验结
果来看, 当量化密度取得较小时, 即量化器较粗糙,
可以得到文献 [25]中二次型 Lyapunov方法不可行,
而本文方法可以正常求解的结论, 因此本文方法保
守性更弱.

表 1 两种 Lyapunov 函数方法下的反馈增益K 及性能指标 J 对比

Table 1 Comparison of feedback gain K and performance index J values using two Lyapunov function methods

系统 量化密度 ρ 值 方法 反馈增益K 值 性能指标 J 值

单输入 ρ = 0.1754 量化依赖 Lyapunov 方法

[
−0.5888 −1.6344

]
0.0022

[25] 中二次型 Lyapunov 方法 不可行 不可行

ρ = 0.3404 量化依赖 Lyapunov 方法

[
−0.6563 −1.5303

]
0.0020

[25] 中二次型 Lyapunov 方法

[
−0.4870 −1.0089

]
0.0022

ρ = 0.3918 量化依赖 Lyapunov 方法

[
−0.6691 −1.5135

]
0.0018

[25] 中二次型 Lyapunov 方法

[
−0.5079 −1.0487

]
0.0020

ρ = 0.4286 量化依赖 Lyapunov 方法

[
−0.6764 −1.5042

]
0.0019

[25] 中二次型 Lyapunov 方法

[
−0.5214 −1.0764

]
0.0020

ρ = 0.6015 量化依赖 Lyapunov 方法

[
−0.7054 −1.4931

]
0.0034

[25] 中二次型 Lyapunov 方法

[
−0.5835 −1.2062

]
0.0035

多输入 ρ = 0.1754 量化依赖 Lyapunov 方法



−0.0642 −0.0508

0.0173 −0.0746


 0.0016

[25] 中二次型 Lyapunov 方法 不可行 不可行

ρ = 0.4286 量化依赖 Lyapunov 方法



−0.1380 −0.0674

0.0035 −0.1285


 0.0007

[25] 中二次型 Lyapunov 方法



−0.0717 −0.0274

0.0122 −0.1371


 0.0012

ρ = 0.6794 量化依赖 Lyapunov 方法



−0.1286 −0.0582

0.1125 −0.0763


 0.0005

[25] 中二次型 Lyapunov 方法



−0.1085 −0.0579

0.0833 −0.0777


 0.0007

ρ = 0.9625 量化依赖 Lyapunov 方法



−0.2041 −0.0577

0.1914 −0.1517


 0.0003

[25] 中二次型 Lyapunov 方法



−0.1455 −0.0601

0.1445 −0.0785


 0.0004
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图 3 单输入系统状态响应及控制输入

Fig. 3 The state responses and control input of the

single-input system

图 4 多输入系统状态响应及控制输入

Fig. 4 The state responses and control input of the

multiple-input system
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4 结论

本文的主要目标是给出丢包网络系统的保成本

控制器设计方法, 该方法的关键在于运用量化依赖
Lyapunov 函数来分析闭环系统的稳定性. 本文基
于鲁棒控制理论建立了包含对数量化器的网络控制

系统数学模型, 得到了系统鲁棒稳定的充分条件和
保成本控制器. 仿真结果证明了设计方法的有效性
和合理性, 并通过和文献 [25] 中二次型 Lyapunov
函数方法的比较, 说明了运用量化依赖的 Lyapunov
函数方法得到的结果保守性更弱. 但同时也由于该
Lyapunov 函数引入了更多的决策变量, 使得本文方
法付出了更大计算量的代价.
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