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一类高阶线性系统的分层控制

杨开红 1 季海波 1

摘 要 近年来, 一种基于系统层次结构的分层控制方法发展了起来,

它主要针对的是高阶复杂系统. 为了分析和控制这类系统, 我们首先根据

需要构建一个合适的低阶抽象系统, 然后在此基础上分析和设计原始系

统控制律, 即所谓的接口函数. 本文将此方法用于一类高阶线性系统的

稳定控制问题, 并得到了相应的控制律. 最后, 算例部分的仿真结果说明

了这种方法的有效性.
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Abstract Recently, the hierarchical control method based on

a hierarchical architecture has been developed, which is mainly

aimed at large-scale complex systems. In order to analyze and

control this class of systems, we at first, construct an appropri-

ate and low-dimensional abstract system, then synthesize and

lift the control law from the obtained abstraction of the original

system by the notion of interface function. This paper studies

the stable control problem of a class of high-dimensional linear

systems and obtains the results by employing the hierarchical

control method. Finally, a simulation example is given to illus-

trate the effectiveness of this method.
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对于类似于电力系统、混合动力学系统以及大尺度系统

等的复杂对象, 由于其非线性、高阶性、状态的混合性和对性

能指标的高要求, 系统的分析和控制器的设计始终是工程界

一个极富挑战性的问题. 以往的学者利用降阶技术[1−3] 得到

低阶模型并在其上进行控制, 其中低阶模型具有原系统的基

本特性. 这种方法的一个限制条件是要求两个系统的输入具

有相同的维数. 而最近, Pappas 等学者利用模型抽象化提出

了 Π 相关系统[4] 和接口函数的概念, 它并不要求原系统和抽

象化后的低阶系统具有相同的输入空间维数, 并且可通过接

口函数来增加控制设计的自由度.

正是在这种背景下, 分层控制方法被提了出来. 这种控

制结构至少包括两层, 第一层是原始对象的精确模型, 也就

是最终需要实现控制的系统, 称为原始系统. 第二层是对象

的一个简化或降阶的粗糙模型, 称为抽象系统.
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分层控制方法最重要的两个方面是对抽象系统的构建以

及由抽象系统控制器求取原始系统控制器. 对于前一个问题,

传统的方法是各种形式的降阶技术[1−3]. Π 相关抽象提出后

就立即受到了很大关注[4−7]. 尤其值得一提的是, 文献 [8−9]

在考虑了 Π 相关抽象的同时, 也讨论了上述提到的第二个问

题, 并对线性系统得到了控制器转移的条件和结构. 文献 [10]

将其扩展到非线性的情况并得到了相似的结论.

需要提醒的是, 文献 [9−10] 主要研究的是系统轨线在受

限区域下的控制, 包括了安全控制以及避障等问题. 它们首

先假定已经找到了一个使原始系统能够渐近稳定的控制器,

然后再在此基础上利用模拟函数的概念设计接口函数以保证

原始系统的输出轨线实现所要求的控制目标. 而本文的核心

目标是寻找一个使原始系统渐近稳定的控制器, 使得系统状

态轨线最终趋于原点. 很明显, 虽然我们与文献 [9] 都是用分

层控制方法研究线性系统, 但控制目标却有显著的不同. 具

体说来, 本文不是直接对原始系统进行稳定控制, 而是在分

层控制系统的构架中, 首先得到一个辅助的抽象系统, 以抽

象系统控制律已知为前提, 然后讨论怎样利用这一控制律得

到可使原始系统渐近稳定的控制器. 注意, 这种方法虽然可

以应用于一般的线性系统, 但对高阶线性系统的稳定控制问

题更为有效.

本文的组织结构如下: 第 1 节简单介绍分层控制系统的

一些概念和方法; 第 2 节作为本文的重点, 说明怎样根据抽

象系统的控制律构造原始系统的控制律; 第 3 节列举一个例

子以说明本文提出的方法, 并用仿真结果验证了本文的结论;

最后一节给出本文的结论.

1 分层控制基础

首先考虑一个非线性系统:

Σ :

{
ẋxx(t) = f(xxx(t),uuu(t))

yyy(t) = g(xxx(t))

其中, xxx(t) ∈ Rn, uuu(t) ∈ Rp, yyy(t) ∈ Rk. 假定 f : Rn ×
Rp → Rn 和 g : Rn → Rk 均为连续映射. 输入为映射

u : R+ → Rp. 我们将系统 Σ看作是要实现控制目标的原始

系统.

在很多情况下, 由于实际系统的复杂性, 直接对原始系

统进行控制是非常困难的. 在这种情况下, 一些学者提出了

基于近似模拟的分层控制系统. 这种方法是在构建好的抽象

系统的基础上进行控制器的分析和设计, 然后再通过接口函

数将设计好的控制律嵌入到实际系统当中. 其中的抽象系统

是一个比原始系统更简单更粗糙的系统, 但它会保留原始系

统的一些主要性质和期望特性. 我们将 Σ 的抽象系统记为

Σ′ :

{
żzz(t) = h(zzz(t), vvv(t))

www(t) = k(zzz(t))

其中, zzz(t) ∈ Rm, vvv(t) ∈ Rq, www(t) ∈ Rk. f, g 为连续映射.

我们看到 Σ 和 Σ′ 有相同的输出维数, 即Rk. 但是却可以有

不同的输入空间和状态空间. 一般情况下, m < n, 即抽象系

统的状态空间比原始系统的状态空间维数低.

分层控制的一个重要概念是接口函数 uv : Rq ×Rm ×
Rn → Rp, 由于原始系统和抽象系统的输入空间并不一致,

所以需要这个函数将抽象系统的控制器以某种方式嵌入到原

始系统当中, 以实现对实际系统的控制. 一般说来, 它是抽象

系统的输入和状态以及原始系统的状态的函数. 但在某些特
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殊情况下, 可以只包含有其中的一个或两个.

由上述分析可知, 分层控制方法主要包括了两个关键的

步骤: 1) 由原始系统构造一个有效的抽象系统 Σ′; 2) 在已知

抽象系统控制律的前提下设计原始系统的控制器 uv. 下面我

们就开始这两方面的研究.

2 接口函数设计

由于本文讨论的是状态反馈的稳定控制. 故假设原始系

统为如下形式的高阶线性系统:

Σ : ẋxx(t) = Axxx(t) + Buuu(t) (1)

此处, xxx(t) ∈ Rn, uuu(t) ∈ Rp, A ∈ Rn×n, B ∈ Rn×p, 并且系

统是完全可控的. 不失一般性, 我们可假设1rank(B) = p.

抽象线性控制系统为

Σ′ : żzz(t) = Fzzz(t) + Gvvv(t) (2)

其中, zzz(t) ∈ Rm, vvv(t) ∈ Rq, F ∈ Rm×m, G ∈ Rm×q. 注意,

抽象系统的输入维数不必与原始系统的输入维数相同, 而且

rank(G) 也不必等于 q.

实现本文所述的控制目标的重点在于接口函数的设计.

更详细地说, 就是对于抽象系统 Σ′, 假设存在一个反馈控制
律 vvv = Kzzz 使 żzz(t) = (F + GK)zzz(t) 渐近稳定, 则据此控制

律构造一个可使原系统稳定的控制器. 由于在接口函数中引

入了抽象系统的状态 zzz, 所以 zzz 和 xxx 两状态需要满足一定的

关系. 那么, F 和 G 也必定与 A 和 B 有内在的联系.

为此,先对原始系统进行一个等价变换.假设Π ∈ Rm×n

为行满秩矩阵, 则存在另一个行满秩矩阵 N ∈ R(n−m)×n 使

得矩阵 T =

[
Π

N

]
可逆. 那么等价变换 x̄xx = Txxx 可将原系统

Σ 变换成

Σ̄ : ˙̄xxx(t) = Āx̄xx(t)+B̄uuu(t) =

[
Ā11Ā12

Ā21Ā22

]
x̄xx(t)+

[
B̄1

B̄2

]
uuu(t) (3)

其中, Ā = TAT−1, B̄ = TB, B̄1 = ΠB, B̄2 = NB. 由于抽

象系统是可以按照自己的期望进行构建的, 不妨令

F = Ā11, G = [Ā12, B̄1] (4)

并取 vvv =

[
x̄xx2

uuu

]
, 若将状态 x̄xx1 与状态 zzz 对应, 则很容易看出,

x̄xx1 子系统与抽象系统 (2) 是一样的.

下面通过 Π 相关的定义来说明原始系统与抽象系统的

关系.

定义 1[4]. 设 Π 是一个 m × n 的矩阵, 如果对于所有

xxx ∈ Rn, uuu ∈ Rp, 存在 vvv ∈ Rq, 使得:

Π(Axxx + Buuu) = FΠxxx + Gvvv (5)

成立, 则称 Σ′ 系统对于 Σ 系统是 Π 相关的.

很容易证明由式 (4) 确定的系统 (2) 对于系统 (1) 是 Π

相关的. 由文献 [4] 可知, 式 (1) 成立当且仅当对于原始系统

(1) 的任意一个状态轨线 xxx, 存在抽象系统 (2) 的状态轨线 zzz

使得对所有的 t, zzz(t) = Πxxx(t) 成立. 这一点由以上定义的抽

象系统与 x̄xx1 子系统的一致性也可看出.

1rank(B) 表示矩阵 B 的秩.

在正式开始设计接口函数之前, 首先通过下面的引理来

得到抽象系统的状态矩阵 F 和输入矩阵 G 的一个明确表达

式.

引理 1. 如果 Π ∈ Rm×n 为行满秩矩阵, 其中 m < n,

那么存在另一个行满秩矩阵 N ∈ R(n−m)×n 使得 ΠNT = 0,

并且矩阵 T =

[
Π

N

]
可逆, T−1 = [Π+ N+]. 其中, Π+ 和

N+ 分别表示矩阵 Π 和 N 的 PM 广义逆矩阵.

证 明. 由 引 理 条 件 可 知2dim(R(ΠT)) = m,

dim(N (Π)) = n − m, 并存在行满秩矩阵 N ∈ R(n−m)×n

使得 N (Π) = R(NT), 此时即有 ΠNT = 0, 而且矩阵

T =

[
Π

N

]
的秩为 n, 它是一个可逆方阵. 另外, 容易得到

ΠΠT 和 NNT 也是可逆方阵. 下面证明 T−1 = [Π+ N+],

由于 ΠNT = 0, 则:

TTT =

[
Π

N

] [
ΠT NT

]
=

[
ΠΠT ΠNT

NΠT NNT

]
=

[
ΠΠT 0

0 NNT

]

所以

T−1 = TT

[
ΠΠT 0

0 NNT

]−1

=

[
ΠT NT

] [
(ΠΠT)−1 0

0 (NNT)−1

]
=

[
ΠT(ΠΠT)−1 NT(NNT)−1

]
=

[
Π+ N+

]

¤
为了表达方便, 后文中出现的所有 N 均为满足

R(NT) = N (Π) 的行满秩矩阵.

基于以上引理, 我们得到:

Ā11 = ΠAΠ+, Ā12 = ΠAN+

Ā21 = NAΠ+, Ā22 = NAN+ (6)

和

F = ΠAΠ+ G = [ΠAN+, ΠB] (7)

由上述可知, Π 的选择是至关重要的. 下面我们就围绕

寻找 Π 矩阵和设计接口函数展开讨论.

当 R(B) ⊆ N (Π) 时, 我们得到 ΠB = 0. 此时, 实际

系统的输入将不出现在抽象系统中, 取而代之的是在抽象过

程中被忽略的状态, 这正是反步法中虚拟输入的由来. 文献

[4] 还用这种方法定义了一个新型的可控性检验算法, 这种

算法对大规模高维数的系统尤其有效. 作为一种特殊情况,

R(B) = N (Π) 所表示的物理意义是: 在原始系统中被输入

所直接驱动的所有状态将不再作为状态, 而是作为输入出现

在抽象系统中.

2R(ΠT) 表示矩阵 ΠT 的列空间, N (Π) 表示矩阵 Π 的零空间, dim(V )
表示空间 V 的维数.
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为消除输入冗余, 在此种情况下, G 取为 ΠAN+, 而非

[ΠAN+, 0]. 那么输入维数 q = n−m.

定理 1. 对于完全可控的原始系统 (1), 设 Π ∈ Rm×n 为

满足 N (Π) = R(B) 的行满秩矩阵, 抽象系统 (2) 的状态矩

阵和输入矩阵分别取为 F = ΠAΠ+ 和G = ΠA(BT)+, 如果

存在反馈控制律 vvv = Kzzz 使抽象系统渐近稳定, 则反馈律

uuu = −(BTB)−1(BTAxxx−KΠAxxx + 2B+ATΠTPΠxxx+

k[BTxxx−KΠxxx]) (8)

能够使原始系统闭环渐近稳定. 其中, k 为任意大于 0 的常

数, P 为正定矩阵且满足 (F + GK)TP + P (F + GK) < 0.

证明. 由于系统 (1) 经等价变换 x̄xx = Txxx =

[
Π

N

]
xxx 变换

为系统 (3), 由引理 1 知, 其中的分块状态矩阵可由式 (6) 决

定. 所以我们只需要寻找使系统 (3) 稳定的控制律即可. 为

此, 使用

V = x̄xxT
1 Px̄xx1 +

1

2
[x̄xx2 −Kx̄xx1]

T[x̄xx2 −Kx̄xx1]

作为系统 Σ̄ 的李雅谱诺夫函数.

为了方便, 令M = −(F + GK)TP − P (F + GK). 显

然, 矩阵M 对称且正定. 对 V 求导, 得到:

V̇ = x̄xxT
1 [(F + GK)TP + P (F + GK)]x̄xx1+

2x̄xxT
1 PG(x̄xx2 −Kx̄xx1) + (x̄xx2 −Kx̄xx1)

T( ˙̄xxx2 −K ˙̄xxx1) =

− x̄xxT
1 Mx̄xx1 + (x̄xx2 −Kx̄xx1)

T(Ā21x̄xx1 + Ā22x̄xx2 + B̄2uuu−
K(Fx̄xx1 + Gx̄xx2) + 2GTPx̄xx1)

如果令:

B̄2uuu =− (Ā21x̄xx1 + Ā22x̄xx2 −K(Fx̄xx1 + Gx̄xx2) + 2GTPx̄xx1+

k[x̄xx2 −Kx̄xx1]) (9)

则

V̇ = −x̄xxT
1 Mx̄xx1 − k[x̄xx2 −Kx̄xx1]

T[x̄xx2 −Kx̄xx1] < 0

于是系统 Σ̄ 在原点是渐近稳定的, 那么原始系统 Σ 同样

是渐近稳定的.

注意, 式 (9) 对于控制 uuu 不一定有解, 除非矩阵 B̄2 =

NB 行满秩. 而当N = BT 时, 很明显 B̄2 = BTB 为满秩方

阵, 式 (9) 有解. 而且此时应有m = n− p, 即抽象系统的状

态空间维数应等于原始系统的状态空间维数减去原始系统的

输入空间维数. 然后我们用 BTAΠ+, BTA(BT)+, ΠAΠ+,

ΠA(BT)+, Πxxx, BTxxx 分别代替 Ā21, Ā22, F , G, x̄xx1, x̄xx2, 并

注意到 Π+Π + (BT)+BT = I (由引理 2 得到), 于是可得式

(8). ¤
在得到上述的定理之后, 我们对式 (9) 详细分析后可

得到式 (9) 对于控制 uuu 有解的充要条件是 B̄2 为可逆方阵.

充分性显然. 必要性说明如下: 由于式 (9) 始终有解等价

于 B̄2 行满秩, 即 rank(B̄2) = rank(NB) = rank(N). 因

为 TB =

[
0

NB

]
, 且 T 可逆, 则 rank(B̄2) = rank(NB) =

rank(TB) = rank(B), 所以 B̄2 ∈ R(n−m)×p 又必然是列满

秩, 那么必有 n −m = p 且 B̄2 为可逆方阵. 所以在这种情

况下, 应由 ΠBT = 0 或由 R(B) = N (Π) 来确定的行满秩

矩阵 Π, 才能使由式 (9) 确定的控制律 uuu 有唯一解.

由定理 1 知, 当给定一个满足 N (Π) = R(B) 的行满秩

矩阵 Π 和抽象系统的一个控制器 vvv = Kzzz 后, 我们就能够设

计出使原始系统闭环稳定的控制器. 需要注意的是, 满足条

件的 Π 有很多, 但它的不同选择影响的只是最终原始系统控

制律的大小, 对系统的渐近稳定性没有任何影响. 为了方便

计算, 一般选择形式简单的 Π.

接下来, 我们讨论后一个前提假设: 存在一个反馈控制

律 vvv = Kzzz 使 żzz(t) = (F + GK)zzz(t) 渐近稳定. 现在如果把

抽象系统 Σ′: żzz(t) = Fzzz(t) + Gvvv(t) 作为一个原始系统, 对其

进行抽象, 那么可得到一个它自身的抽象系统, 就可以利用

上述的方法对 Σ′ 进行镇定. 这样就形成了一个递归控制方

法. 注意, 运用这种方法时, 在每一步的抽象过程中, 可忽略

的状态的维数并不是无限制的, 为了使式 (9) 有解, 其维数必

须严格等于 rank(B) (在第二步及其之后用 rank(G) 代替).

第 3 节的算例将能够说明这样的迭代过程.

当然, 在维数不高的线性系统控制问题中, 这种方法不

如传统的控制方法. 但当系统维数很高时, 这种可递归的控

制算法为计算机的实现提供了方便, 也许就可以显示出它的

优越性. 关于这种迭代的控制算法的实现, 需要做进一步的

研究.

3 算例

假设我们考虑的原始系统为下列三阶线性系统:

Σ(3) : ẋxx(3) = A(3)xxx(3) + B(3)u(3) =



1 0 1

0 5 1

2 1 3


xxx(3) +




0

1

0


 u(3)

为使 N (Π2) = R(B(3)), 取

Π2 =

[
1 0 0

0 0 1

]

得

Σ(2) : ẋxx(2) = A(2)xxx(2) + B(2)u(2) =
[
1 1

2 3

]
xxx(2) +

[
0

1

]
u(2)

仿 Π2 的取法, Π1 取为

Π1 = [1, 0]

得

Σ(1) : ẋ(1) = A(1)x(1) + B(1)u(1) = x(1) + u(1)

对于Σ(1) 的一阶系统,很明显取输入为 u(1) = K1x
(1) =

−2x(1) 时, 一阶系统稳定. 运用式 (8), 并取 k1 = 1, 可得:

u(2) = −(2x
(2)
1 + 3x

(2)
2 + 2(x

(2)
1 + x

(2)
2 ) + 2x

(2)
1 +

(x
(2)
2 + 2x

(2)
1 )) = −8x

(2)
1 − 6x

(2)
2

故K2 = [−8,−6],另外, P2 可取为

[
8 1.5

1.5 5/6

]
以使 (A(2) +

B(2)K2)
TP2 + P2(A

(2) + B(2)K2) < 0.
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注意到 x̄xx
(3)
1 = xxx(2) = [x

(3)
1 , x

(3)
3 ]T, x̄

(3)
2 = x

(3)
2 , 并取

k2 = 1, 那么

u(3) = −([0, 1]x̄xx
(3)
1 + 5x̄

(3)
2 + [8, 6]

[
1 1

2 3

]
x̄xx

(3)
1 + 6x̄

(3)
2 +

2

[
1.5,

5

6

]
x̄xx

(3)
1 + (x̄

(3)
2 + [8, 6]x̄xx

(3)
1 )) =

− 31x
(3)
1 − 12x

(3)
2 −

(
33 +

5

6

)
x

(3)
3

将上述控制律加入到原始系统 Σ(3) 的输入端, 能够证明

闭环系统是稳定的.

图 1 和图 2 分别显示的是对上述原始闭环系统的状态

轨线和三个不同系统输入轨线的仿真结果. 其中初始值为

xxx(3)(0) = [3,−6,−2]T. 由此可知, 原始系统的三个状态皆趋

于零, 尽管 u(1), u(2), u(3) 的绝对值的最大值依次增大, 但这

并不是本文所考虑的问题, 关于输入上的变化情况将作为以

后的研究课题.

图 1 状态轨线

Fig. 1 State trajectories

图 2 输入轨线

Fig. 2 Input trajectoriess

4 结语

在本文中, 我们在分层控制系统的构架下对系统进行稳

定控制. 在已知抽象系统控制律的前提下, 本文讨论了怎么

利用这一控制律得到可使原始系统稳定的控制器. 仿真结果

显示这种方法是有效的. 下一步的工作是更详细地探究这些

内容, 并将此方法扩展到非线性系统.
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