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球对称 nnn维反应扩散方程的边界

观测与输出反馈控制

齐 洁 1, 2 王 川 1, 2 潘 峰 1, 2

摘 要 许多实际系统可用 n 维超球坐标系来描述, 并且系统有球对称

的性质, 因而可通过研究半径方向的状态变化, 得到系统的全局动态过

程. 通过将高维的对称系统转化为等价的径向一维方程, 本文采用边界

Backstepping 方法设计了球对称反应扩散方程的输出反馈控制器. 使

用容易测量的边界状态值, 设计了状态观测器来估计系统在空间域的所

有状态, 从而实现输出反馈控制. 本文扩展了连续 Backstepping 方法,

提出了 n 维球坐标的 Volterra 积分映射, 从而求出了显式表达的控制

器和状态观测器. 论文用 Lyapunov 函数法证明了输出反馈系统在 H1

范数下指数稳定, 表明状态对初值的连续依赖, 确保控制系统具有较好的

性质, 不会在空间某点发散. 最后进行了数值仿真, 仿真结果表明系统在

输出反馈控制律的作用下收敛到稳态值.
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Abstract Many systems in application are modelled in n-

sphere coordinates and also have symmetric properties. For

symmetric system, we can obtain the dynamics of n-D states

by investigating 1-D states along the radial direction. This pa-

per uses the boundary backstepping method to design an output

feedback control law for a symmetrical n-D reaction-diffusion

equation by studying an equivalent 1-D radial system. We de-

sign an observer by boundary sensor to estimate the whole states

in space which are needed in the feedback control. We extend

the continuous backstepping method by proposing an n-D sphere

Volterra integration mapping, which makes it possible to get ex-

plicit controller and observer. We have proved the exponential

stability in the H1 norm by using Lyapunov function, which

means that the states are continuous in terms of initial condi-

tions and that the system has good properties in that it will not

diverge in some special point. Finally, we do some simulations

to illustrate that the system can converge to the equilibrium

actuated by the output feedback control.
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许多系统的状态不但随时间发生变化, 而且也随空间

位置的改变而改变, 例如流体在多孔介质中的流动过程、湿

纺碳纤维成形过程、火箭推进器动力学、化学反应过程、
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生物种群的相互作用关系等[1−2]. 这些系统属于分布式参

数系统, 需要用偏微分方程来描述其动态过程. 由于分布

式参数系统的普遍存在, 因此其控制方法的研究越来越受

到关注, 提出了许多系统设计与分析的方法. 例如最优控

制求解 Riccati 方程的方法[3−4]、基于 Lyapunov 函数的方

法[5−7]、半群理论[8−9]、滑模控制[10]、滑模与自抗扰控制

结合[11]、自抗扰方法应用于输出反馈控制[12]、采用模型

预测控制的方法[13−14]、线性矩阵不等式方法[15] 和空间连

续 backstepping (Spatially continuous backstepping)[16−17].

空间连续 backstepping 具有核函数可逆、指数稳定、不用求

解繁琐的 Riccati 方程以及采用物理上容易实现的边界控

制等优点, 引发了偏微分方程 (Partial different equation,

PDE) 控制领域的研究兴趣[18]. Backstepping 方法在偏微

分方程中的应用始于直角坐标系下的一维抛物方程边界控制

器的设计[19], 后来扩展到不同区域上的各类方程[20−21], 包

括带有非线性项的抛物方程的控制[22]、直角坐标系中的 2 维

和 3 维方程的控制[23−24], 用奇异值扰动和 Backstepping 方

法相结合的观测器设计[25], 但研究球坐标系下的偏微分方程

的文献较少. 这是因为球心是正则奇异点, 系统化为径向的

一维方程时, 球心 r = 0 不是边界, 系统只有 r = R 一个边

界. 文献 [26] 设计了球形区域上的边界控制, 通过去掉球心,

在球心的一个小邻域 ‖x‖ = ε 上增设一个边界来避开球心

奇异性. 文献 [27] 在一个二维圆盘上研究了边界控制器的设

计. 本文提出了一个新的 n 维球的 Volterra 积分变换, 因而

能求出显示表达的 n 维径向核函数, 并设计了边界观测器,

只需测量边界的状态就可估计系统所有的状态实现输出反馈

控制.

在设计边界状态观测器的过程中, 首先根据 n 维球的极

坐标积分形式, 定义了新的适应 n 维坐标的 Volterra 积分

变换, 将含有边界状态测量项的观测误差系统映射为一个稳

定径向扩散方程. 通过观测误差系统与目标系统的等价性,

可以得到观测器核函数方程, 方程含有正则奇异点 (Regular

singular)[28]. 通过一系列的变换, 核函数方程可转化为一阶

Bessel 方程, 原方程中的正则奇异点隐含于 Bessel 方程的第

二类解中, 由于 r = 0 不能发散, 因此核函数方程中只保留

Bessel 方程的第一类解. 于是得到了用 Bessel 第一类解表示

的核函数和观测增益. 通过将观测系统和状态方程级联, 可

得基于观测器的边界输出反馈控制方案, 实现系统稳定性控

制. 为了分析系统的稳定性, 我们定义了 n 维对称系统的 L2

和 H1 范数, 并给出了与 H1 范数等价的包含两个级联系统

的 Lyapunov 函数, 证明了 n 维球对称闭环系统在 H1 范数

下指数稳定, 表明输出反馈系统在定义域中不存在无界尖峰,

闭环系统对初值连续依赖.

1 问题描述

设 B(0, R) 是Rn 空间中以原点为心, R 为半径的 n 维
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超球. 记 B(0, R) 的边界为 ∂B, 考虑在球 xxx ∈ B(0, R) 上的

问题:

ut(t,xxx) = ε∆u(t,xxx) + λu(t,xxx)

u(t,xxx)|∂B = U(t)

u(0,xxx) = u0(xxx) (1)

其中, λ > 0 是一个常数. 为了理解系统 (1) 的物理含义,

可将方程 (1) 看作在 n 维球中有扩散源的扩散过程. u(t,xxx)

表示 t 时刻, 空间位置 xxx 处的物质浓度. 扩散项 ε∆u 表示

空间的浓度扩散过程, ε 是扩散系数. 反应项 λu 表示扩

散源的作用, 其线性依赖于当前位置和时刻的浓度 u. 由

于扩散源产生的浓度积累, 即使对于光滑的初值也会出现

浓度发散的现象. 因此, 在球的边界处设计控制器 U 用于

抵消扩散源的作用, 稳定系统. 如果初值 u0 和边界条件

U(t) 关于球心旋转对称, 对称系统 (1) 可只考虑径向状

态. 设 r = |xxx| = (x2
1 + · · · + x2

n)
1
2 , 则有 ∂r

∂xi
= xi

r
. 令

u(t,xxx) = u(t, r), 可得 ∆u(t,xxx) = (urr(t, r) + n−1
r

ur(t, r)),

所以系统 (1) 可等价为如下的一维系统:

ut(t, r) = ε

(
urr +

n− 1

r
ur

)
+ λu

u(t, R) = U(t)

u(0, r) = u0(r) (2)

其中, (t, r) ∈ R+ × [0, R]. 首先设计边界控制器 U(t), 控制

系统稳定到平衡点 u(t, x) ≡ 0.

1.1 边界控制器

为了镇定系统, 采用针对偏微分方程控制的 Backstep-

ping 方法设计边界控制器. 根据高斯 –格林公式, 我们提出

了 n 维球对称的 Volterra 积分映射:

w(t, r) = u(t, r)−
∫ r

0

k(r, ρ)u(t, ρ)ρn−1dρ (3)

将原系统 u 映射为目标系统 w. 其中 k(r, ρ) 是定义在

T = {(r, ρ) : 0 ≤ ρ ≤ r ≤ R} 上的核函数. 变换 (3) 将

原系统 u 映射为目标系统 w:

wt(t, r) = ε

(
wrr +

n− 1

r
wr

)
− cw

w(t, R) = 0 (4)

其中, (t, r) ∈ R+ × [0, R], c ≥ 0 可用于调节系统的收敛速

度. 由两个系统的等价性, 我们可推导出核函数方程:

krr(r, ρ)− kρρ(r, ρ) +
n− 1

r
kr(r, ρ)− n− 1

ρ
kρ(r, ρ) =

λ + c

ε
k(r, ρ) (5)

其边界条件为

dk(r, r)

dr
+ (n− 1)

k(r, r)

r
= − λ + c

2εrn−1
(6)

通过一系列等价变换, 类似文献 [29], 可求得:

k(r, ρ) = − λ + c

ερn−2

I1

[√
λ+c

ε
(r2 − ρ2)

]

√
λ+c

ε
(r2 − ρ2)

(7)

进一步由 Volterra 积分映射 (3), 可得边界控制器:

u(t, R) = −λ + c

ε

∫ R

0

I1

[√
λ+c

ε
(R2 − ρ2)

]

√
λ+c

ε
(R2 − ρ2)

u(t, ρ)ρdρ (8)

1.2 观测器设计

边界控制的实现需要全状态反馈, 而在实际应用中测量

所有状态量很困难, 因此, 我们设计了边界观测器, 可通过边

界微分 ur(t, R)的测量值,估计所有的状态值.状态观测器在

与原系统保持同样的结构的基础上, 增加了测量误差项, 令

ũ = u − û 表示实际状态量与观测值之间的误差, 定义观测

器为

ût(t, r) = ε

(
ûrr +

n− 1

r
ûr

)
+ λû + q1(r)ũr(t, R)

û(t, R) = U(t) + q0ũr(t, R) (9)

其中, q1(r) 和 q0 是观测器增益, 需要用 Backstepping 方法

设计. 定义观测误差系统为

ũt(t, r) = ε

(
ũrr +

n− 1

r
ũr

)
+ λũ− q1(r)ũr(t, R)

ũ(t, R) = q0ũr(t, R) (10)

设计 q1(r) 和 q0 使得误差系统 (10) 收敛到零, 即观测值与实

际值的偏差为零.

利用 Volterra 可逆映射:

ũ(t, r) = w̃(t, r)−
∫ R

r

Q(r, ρ)w̃(t, ρ)ρn−1dρ (11)

其中, Q(r, ρ) 为定义在 T = {(r, ρ) : 0 ≤ ρ ≤ r ≤ R} 上的
核函数, 可将观测误差转化为一个稳定的误差目标系统:

w̃t(t, r) = ε

(
w̃rr +

n− 1

r
w̃r

)
− c1w̃

w̃(t, R) = 0 (12)

其中 c1 可用于调节观测误差的收敛速度. 根据式 (11) 可知

ũ(t, R) = w̃(t, R), 因此 q0 = 0. 将式 (11) 代入观测误差系

统式 (10) 的左边, 可得:

ũt(t, r) = w̃t −
∫ R

r

Q(r, ρ)w̃t(t, ρ)ρn−1dρ =

w̃t−
∫ R

r

Q(r, ρ)

(
ε

ρn−1

(
ρn−1w̃r

)
ρ
−c1w̃

)
ρn−1dρ=

ε

rn−1
(rn−1w̃r)r − c1w̃ + εQ(r, R)Rn−1w̃r(t, R)+

εQ(r, r)rn−1w̃r(t, r)− εQρ(r, r)r
n−1w̃(t, r)−

∫ R

r

[
ε(Qρρ +

n− 1

ρ
Qρ)− c1Q

]
w̃(t, ρ)ρn−1dρ

(13)
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将式 (11) 代入目标系统 (10) 的右边, 得:

ε

rn−1
(rn−1ũr)r + λũ + q1(r)ũr(t, R) =

ε

rn−1
(rn−1w̃r)r + (2n− 2)εrn−2Q(r, r)w̃(t, r)+

ε
dQ(r, r)

dr
rn−1w̃(t, r) + εQ(r, r)rn−1w̃r(t, r)+

εQr(r, r)r
n−1w̃(t, r) + λw̃(t, r) + q1(r)w̃r(t, R)−

∫ Q

r

[
ε(Qrr +

(n− 1)Qr

r
) + λQ(r, ρ)

]
w̃(t, ρ)ρn−1dρ

(14)

令左边项等于右边项, 并利用式 (12), 计算得到观测器核函

数 Q(r, ρ) 的双曲偏微分方程:

Qrr −Qρρ +
n− 1

r
Qr − n− 1

ρ
Qρ = −λ + c1

ε
Q (15)

r
dQ(r, r)

dr
+ (n− 1)Q(r, r) = − λ + c1

2εrn−2
(16)

由 ũr(t, R) = w̃r(t, R), 可得 q1 与观测器核函数 Q 之间的关

系:

q1(r) = εQ(r, R)Rn−1 (17)

观测器的核函数可通过一系列的函数变换求得. 首先令

W = Qρn−2, 则有:

Wrr −Wρρ +
n− 1

r
Wr +

n− 3

ρ
Wρ = −λ + c1

ε
W (18)

边界条件为

r
dW (r, r)

dr
+ W (r, r) = −λ + c1

2ε
(19)

W 系统简化了边界条件. 进一步化简方程, 令 W (r, ρ) =

Φ(x), x =
√

λ+c1
ε

(r2 − ρ2). 则W 的各项偏导数为

Wr =
λ + c1

ε
r

(
λ + c1

ε
(r2 − ρ2)

)− 1
2

Φ′ (20)

Wρ = −λ + c1

ε
ρ

(
λ + c1

ε
(r2 − ρ2)

)− 1
2

Φ′ (21)

Wrr =
λ + c1

ε

(
λ + c1

ε
r2

) (
λ + c1

ε
(r2 − ρ2)

)−1

Φ′′−

λ + c1

ε

(
λ + c1

ε
ρ2

) (
λ + c1

ε
(r2 − ρ2)

)− 3
2

Φ′ (22)

Wρρ =
λ + c1

ε

(
λ + c1

ε
ρ2

) (
λ + c1

ε
(r2 − ρ2)

)−1

Φ′′−

λ + c1

ε

(
λ + c1

ε
r2

) (
λ + c1

ε
(r2 − ρ2)

)− 3
2

Φ′ (23)

代入式 (18), 可得:

Φ′′(x) +
3

x
Φ′(x) = −Φ(x) (24)

由于 limr→ρ
dW (r,r)

dr
= limr→ρ(Wr(r, r) + Wρ(r, r)) = 0, 所

以式 (19) 等价于

Φ(0) = −λ + c1

2ε
(25)

方程 (24) 通过变换 Φ(x) = S(x)/x 可转化为一阶贝塞尔方

程 (Bessel equatoin)

x2S′′(x) + xS′(x) + (x2 − 1)S = 0

S(0) = 0 (26)

解为

S(x) = C1J1(x) + C2Y1(x) (27)

返回到函数 Φ 得:

Φ(x) = C1
J1(x)

x
+ C2

Y1(x)

x
(28)

Y1(x) 是第二类 Bessel 函数, 有 limx→0 Y1(x) = ∞, 所以参

数 C2 = 0. 由边界条件 (25) 和 limx→0 J1(x)/x = 1/2 可得,

参数 C1 = −(λ + c1)/ε. 因此原方程 (15) 解的显式表达式

为

Q(r, ρ) = −λ + c1

ερn−2

J1

[√
λ+c1

ε
(r2 − ρ2)

]

√
λ+c1

ε
(r2 − ρ2)

(29)

由式 (17), 可得观测器增益

q1(r) =− (λ + c1)R

J1

[√
λ+c1

ε
(r2 −R2)

]

√
λ+c1

ε
(r2 −R2)

=

− (λ + c1)R

I1

[√
λ+c1

ε
(R2 − r2)

]

√
λ+c−1

ε
(R2 − r2)

(30)

因此, 观测器为

ût(t, r) = ε

(
ûrr +

n− 1

r
ûr

)
+ λû−

(λ + c1)R

I1

[√
λ+c1

ε
(R2 − r2)

]

√
λ+c1

ε
(R2 − r2)

ũr(t, R) (31)

û(t, R) = U(t) (32)

其中, U(t) = −λ+c
ε

∫ R

0

I1

[√
λ+c

ε
(R2−ρ2)

]

√
λ+c

ε
(R2−ρ2)

û(t, ρ)ρdρ 是系统

的边界状态反馈控制.

观测器与原系统 (2) 形成级联系统, 通过测量边界微分

量 ur(t, R) 得到所有状态的估计值 û(t, r), 将其作为状态反

馈输入控制器, 有效地解决了在实际应用中难以测量系统全

状态的问题.

2 输出反馈系统的H1H1H1 稳定性

本节考察观测器和与其级联的输出反馈系统的稳定性.

首先分析级联目标系统的稳定性, 然后证明目标系统与原系

统在 H1 范数下等价. 综合这两个结论就能得到输出反馈系

统的稳定性.
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由于系统定义在 n 维空间中, 所以首先定义对称系统

(1) 在 n 维球 B(0, R) 上的 L2 和 H1 范数:

‖f(xxx)‖L2(B) =

(∫

B

|f(xxx)|2dxxx

) 1
2

=

(∫ R

0

(∫

∂B

|f(xxx)|2dS

)
dr

) 1
2

=

(∫ R

0

nα(n)|f(r)|2rn−1dr

) 1
2

(33)

‖f(xxx)‖H1(B) = ‖f(xxx)‖L2(B) +

n∑
i=1

‖ ∂f

∂xi
‖L2(B) (34)

其中, nα(n)rn−1 表示 n 维球的表面积. 当函数关于球心对

称, f(xxx) = f(r) 只与 r 有关, 所以 f(xxx) 的 L2 范数可写为

(35). 同时函数 f(xxx) 对 xi 的一阶导数还剩
∂f
∂r

, 因此对称情

况下, 范数定义等价于 (nα(n)rn−1 作为系数不影响等价性)

‖f(r)‖L2 =

(∫ R

0

|f(r)|2rn−1dr

) 1
2

(35)

‖f(r)‖H1 = ‖f(r)‖L2 + ‖fr(r)‖L2 (36)

通过控制核函数 (7) 和下列变换

ŵ(t, r) = û(t, r)−
∫ r

0

k(r, ρ)û(t, ρ)ρn−1dρ (37)

得到观测器目标系统:

ŵt =
ε

rn−1
(rn−1ŵr)r − cŵ + q1(r)w̃r(t, R)−

∫ r

0

k(r, ρ)q1(ρ)w̃r(t, R)ρn−1dρ

ŵ(t, R) = 0 (38)

上述系统 (38) 包含 w̃(t, R), 因此与式 (12) 相关, 因此分析

稳定性时, 需要同时考虑这两个目标系统构成的级联系统.

为了证明目标系统的稳定性, 首先证明如下引理.

引理 1. 在 n ≥ 2 维球 B(0, R) 上定义的对称系统 (12)

满足下列不等式:

|wr(t, R)|2 ≤ 2

Rn−2

∥∥∥∥∥

(
wrr

n−1
)

r

rn−1

∥∥∥∥∥

2

L2

(39)

证明. 因为

∫ R

0

2(n− 1)

r
wrrwrr

n−1dr =

− 2(n− 1)(n− 2)

∫ R

0

w2
rrn−3dr−

∫ R

0

2(n− 1)

r
wrrwrr

n−1dr + |wr(t, R)|2rn−2|R0 (40)

并且, 由系统对称, 得到 wr(t, 0) = 0, 所以

|wr(t, R)|2Rn−2 =

∫ R

0

4(n− 1)

r
wrrwrr

n−1dr+

2(n− 1)(n− 2)

∫ R

0

w2
rrn−3dr (41)

又因为

∫ R

0

(
wrr − n− 1

r
wr

)2

rn−1dr =

∥∥∥∥∥

(
wrr

n−1
)

r

rn−1

∥∥∥∥∥

2

L2

(42)

所以式 (42) 左边平方的交叉项为
∫ R

0

2(n− 1)

r
wrrwrr

n−1dr =

∥∥∥∥∥

(
wrr

n−1
)

r

rn−1

∥∥∥∥∥

2

L2

− ‖wrr‖2L2 − (n− 1)2
∥∥∥wr

r

∥∥∥
2

L2
(43)

因此, 式 (41) 可写为

|wr(t, R)|2 =
2

Rn−2

∥∥∥∥∥

(
wrr

n−1
)

r

rn−1

∥∥∥∥∥

2

L2

− 2

Rn−2
‖wrr‖2L2−

2(n− 1)

Rn−2
‖wr

r
‖2L2 ≤

2

Rn−2
‖
(
wrr

n−1
)

r

rn−1
‖2L2 (44)

¤
定理 1. 如果初始值 ŵ0(r), w̃0(r) ∈ H1 且满足相

容条件 ŵ0(R), w̃0(R) = 0, 则存在 D, α, 使得级联系统

ŵ(t, r), w̃(t, r) 和在 H1 范数下指数稳定, 即

‖ŵ‖H1 + ‖w̃‖H1 ≤ De−αt (‖ŵ‖H1 + ‖w̃‖H1) (45)

证明. 运用 Hille-Yoida 定理, 可得 ŵ(t, r) 与 w̃(t, r) 系

统解的存在性与正则性[30]. 进一步研究系统的稳定性. 由于

观测器目标函数 ŵ(t, r) 中存在 w̃(t, R), 因此需要 w̃ 的 H1

范数来证明 ŵ 的 L2 稳定性. 所以直接分析系统的 H1 稳定

性, 定义与 H1 范数等价的 Lypunov 函数

V =
1

2
‖ŵ‖2L2 +

1

2
‖w̃‖2L2 +

1

2
‖ŵr‖2L2 +

A

2
‖w̃r‖2L2 (46)

求 V 对时间的导数, 得:

V̇ =

∫ R

0

ŵtŵrn−1dr +

∫ R

0

w̃tw̃rn−1dr+

∫ R

0

ŵrtŵrr
n−1dr + A

∫ R

0

w̃rtw̃rr
n−1dr

将式 (12) 和 (38) 代入, 并进行分步积分, 整理得:

V̇ =

∫ R

0

ŵ(rn−1ŵr)rdr +

∫ R

0

w̃(rn−1w̃r)rdr − c‖ŵ‖2L2−

c1‖w̃‖2L2−
∫ R

0

ŵt(r
n−1ŵr)rdr−A

∫ R

0

w̃t(r
n−1w̃r)rdr+

∫ R

0

ŵ(t, r)q1(r)w̃r(t, R)rn−1dr− (47)

∫ R

0

ŵ(t, r)

∫ r

0

k(r, ρ)q1(ρ)w̃(t, R)ρn−1dρrn−1dr

继续整理, 并进一步分步积分可得:

V̇ =− ε

∫ R

0

|ŵr|2rn−1dr − ε

∫ R

0

|w̃r|2rn−1dr−

c‖ŵ‖2L2 − c1‖w̃‖2L2 − ε‖
(
ŵrr

n−1
)

r

rn−1
‖2L2 − c‖ŵr‖2L2−

Aε‖
(
w̃rr

n−1
)

r

rn−1
‖2L2 −Ac‖w̃r‖2L2+
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∫ R

0

(
ŵ(t, r)rn−1 − (

ŵrr
n−1)

r

)
q1(r)w̃r(t, R)dr−

∫ R

0

ŵ(t, r)

∫ r

0

k(r, ρ)q1(ρ)w̃(t, R)ρn−1dρrn−1dr+

∫ R

0

(
ŵrr

n−1)
r

∫ r

0

k(r, ρ)q1(ρ)w̃(t, R)ρn−1dρdr (48)

由于

q1(r)−
∫ r

0

k(r, ρ)q1(ρ)ρn−1dρ ∈ C2(T ) (49)

所以存在正实数M1 使得:

|q1(r)−
∫ r

0

k(r, ρ)q1(ρ)ρn−1dρ| ≤ M1 (50)

因此, V 的后三行小于等于

M1|w̃r(t, R)|
∣∣∣∣
∫ R

0

(
ŵ(t, r)rn−1 − (

ŵrr
n−1)

r

)
dr

∣∣∣∣ ≤

M2
1

2γ1
Rn|w̃r(t, R)|2 +

γ1

2n

(
‖ŵ‖2L2 + ‖ (ŵrr

n−1)r

rn−1
‖2L2

)
(51)

上面推导运用 Cauthy-Schwarz, Young 不等式. 运用引理 1,

式 (51) 小于等于

M2
1 R2

γ1

∥∥∥∥
(w̃rr

n−1)r

rn−1

∥∥∥∥
2

L2
+

γ1

2n

(
‖ŵ‖2L2 +

∥∥∥∥
(ŵrr

n−1)r

rn−1

∥∥∥∥
2

L2

)

(52)

因而 V 的导数可写为

V̇ ≤−(ε + c) ‖ŵr‖2L2−(ε + Ac1) ‖w̃r‖2L2−(c− γ1

2n
) ‖ŵ‖2L2 −

c1 ‖w̃‖2L2 − (ε− γ1

2n
)

∥∥∥∥∥

(
ŵrr

n−1
)

r

rn−1

∥∥∥∥∥

2

L2

− (53)

(
Aε− M2

1 R2

γ1

) ∥∥∥∥∥

(
w̃rr

n−1
)

r

rn−1

∥∥∥∥∥

2

L2

(54)

根据极坐标下的 Poincare 不等式

‖w‖2L2 ≤ 4R2‖wr‖2L2 (55)

得到

V̇ ≤−
(
c1+

ε+c

8R2
− γ1

2n

)
‖ŵ‖2L2−

(
c1+

ε+Ac1

2

)
‖w̃‖2L2−

ε + c

2
‖ŵr‖2L2 −

(
ε− γ1

2n

) ∥∥∥∥∥

(
ŵrr

n−1
)

r

rn−1

∥∥∥∥∥

2

L2

−

ε + Ac1

2
‖w̃r‖2L2 −

(
Aε− M2

1 R2

γ1

) ∥∥∥∥∥

(
w̃rr

n−1
)

r

rn−1

∥∥∥∥∥

2

L2

(56)

令 γ1 = min n(8R2c1 + ε + c)/16R2, nε/2}, A >
M2

1 R2

εγ1
, 存

在 α > 0 使得 V̇ ≤ −αV . 由于 V 与范数 H1 等价, 因此级

联的系统 ŵ 和 w̃ 在 H1 范数下指数稳定. ¤
定理 2. 如果函数 g(r) 定义为函数 f(r) 的 Volterra 变

换

g(r) = f(r) +

∫ r

0

F (r, ρ)f(ρ)ρn−1dρ (57)

其中, F (r, ρ) ∈ C2(T ), T = {(r, ρ) : 0 ≤ ρ ≤ r ≤ R}, 则:

‖g(r)‖L2 ≤ B1‖f(r)‖L2 (58)

‖g(r)‖H1 ≤ B2‖f(r)‖H1 (59)

证明. 因为 F (r, ρ) ∈ C2(T ), 则有 ∀(r, ρ) ∈ C, 使得
|F (r, ρ)| ≤ M 且 |Fr(r, ρ)| ≤ Mr. 根据 Hölder 不等式, 有:

‖g(r)‖L2 ≤ ‖f(r)‖L2 +

∥∥∥∥
∫ r

0

F (r, ρ)f(ρ)ρn−1dρ

∥∥∥∥
L2

=

‖f(r)‖L2 +

[∫ R

0

∣∣∣∣
∫ r

0

F (r, ρ)f(ρ)ρn−1dρ

∣∣∣∣
2

rn−1dr

] 1
2

=

‖f(r)‖L2 +

[∫ R

0

M2

(∫ R

0

ρn−1dρ

)
‖f(r)‖2L2rn−1dr

] 1
2

≤

‖f(r)‖L2 +
MRn

n
‖f(r)‖L2 =

(
1 +

MRn

n

)
‖f(r)‖L2 (60)

又令 B1 = 1 + MRn/n, 即证明了第一个不等式 (58).

‖g(r)‖H1 = ‖g(r)‖L2 + ‖gr(r)‖L2 ≤
B1‖f(r)‖L2 + ‖fr(r)‖L2 + MRn−1‖f(r)‖L2+
[∫ R

0

∣∣∣∣
∫ r

0

Fr(r, ρ)f(ρ)ρn−1dρ

∣∣∣∣
2

rn−1dr

] 1
2

≤

B1‖f(r)‖L2 + ‖fr(r)‖L2 + MRn−1‖f(r)‖L2+

MrR
n

n
‖f(r)‖L2 =

(
B1 + MRn−1 +

MrR
n

n

)
‖f(r)‖L2 + ‖fr(r)‖L2

(61)

令 B2 = max{B1 + RM + MrRn
√

2n
, 1}, 即证明了第二个不等

式 (59). ¤
定理 2 表明函数 g 和 f 的 L2 与 H1 范数等价. 由于

变换 (11) 和 (37) 均可逆, 且正、逆变换的核函数均定义在

C2(T ) 上, 所以运用定理 2 和定理 1, 可得:

定理 3. 系统 (2), 观测器 (31) 在边界控制器 (32) 的作

用下指数稳定, 即当初始条件 u0(r), û0(r) ∈ H1 且满足相容

条件

u0(R) =

∫ R

0

λ + c

ε

I1

[√
λ+c

ε
(R2 − ρ2)

]

√
λ+c

ε
(R2 − ρ2)

u0(ρ)ρdρ (62)

且 u0(R) = û0(R), 则有 u, û ∈ C (
[0,∞), H1

)
且存在

D2, α > 0, 使得:

‖u(t, r)‖H1 ≤ D2e
−αt‖u0(r)‖H1 (63)
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3 数值仿真

为了检验控制器的性能, 采用有限差分方法进行系统仿

真. 当系统维数取不同的值时, 沿轴向 r 的取值也不同[31].

具体为

ri =
2i− 1

2
hr, hr =

2R

2N − 1
, n = 2

ri = ihr, hr =
R

N
, n = 3

ri =
2i + 1

2
hr, hr =

2R

2N + 1
, n = 4

ri = (i + 1)hr, hr =
R

N + 1
, n = 5

... (64)

其中, N 表示系统沿轴向 r 取 N 个点, hr 表示轴向步长,

ri 表示第 i 个点的值, i = 1, · · · , N . 这样取值满足步长

hr = 2r1/(n− 1), 可简化 u1, 消去了 u1 离散化表达式中的

内点 u0.

沿系统轴向采用三点中心离散化方程 (2), 截断误差为

O(h2
r),

u̇i = ε
(ui+1 − 2ui + ui−1)

h2
r

+ ε
(n− 1)(ui+1 − ui−1)

2rihr
+ λui

(65)

采用式 (64) 的步长取值, 则可以消去 u0 前面的系数, u1 写

为

u̇1 =
2(u2 − u1)

h2
r

+ λu1 (66)

时间方向采用 Crank-Nicolson 方法, 其截断误差为 O(∆t2).

方程的离散化表达式为

ut+1
i − ut

i

∆t
= ε

(ut+1
i+1 − 2ut+1

i + ut+1
i−1 + ut

i+1 − 2ut
i + ut

i−1)

2h2
r

+

ε
(n− 1)(ut+1

i+1 − ut+1
i−1 + ut

i+1 − ut
i−1)

4rihr
+

λ(ut+1
i + ut

i)

2
(67)

进一步整理为

− ε

(
∆t

2h2
r

+
(n− 1)∆t

4rihr

)
ut+1

i+1 +

(
1 +

ε∆t

h2
r

− λ∆t

2

)
ut+1

i +

ε

(
− ∆t

2h2
r

+
(n− 1)∆t

4rihr

)
ut+1

i−1 =

ε

(
∆t

2h2
r

+
(n− 1)∆t

4rihr

)
ut

i+1 +

(
1− ε∆t

h2
r

+
λ∆t

2

)
ut

i+

ε

(
∆t

2h2
r

− (n− 1)∆t

4rihr

)
ut

i−1 (68)

观测器 (31) 的有限差分表达式与控制器类似, 只增加了边界

误差项 ũr(t, R). 采用三点边界差分可以减小误差.

ũr(t, R) =
3ũN − 4ũN−1 + ũN−2

2hr
(69)

Dirichlet 边界控制器 (32) 采用 Simpson 法则进行数值积分.

uN =

N∑
m=1

amkmûm (70)

其中, km = −λ+c
ε

rm

I1

[√
λ+c

ε
(R2−r2

m)

]

√
λ+c

ε
(R2−r2

m)
. 根据 Simpson 积分

法则, N 为奇数, 参数 am 取值为

am =
hr

3
, m = {1, N}

am =
4hr

3
, m = {2, 4, · · · , N − 1}

am =
2hr

3
, m = {3, 5, · · · , N − 2}

按照同样的方法可离散化观测器. 观测器估计的状态作

为控制器的边界输入, 同时实际系统 u 的边界测量值作为观

测器的输入, 实际系统与级联的观测器同时运行, 控制观测

器的状态值趋近于实际系统, 同时实际系统逐渐稳定于平衡

状态. 设置初始状态变量的值为均匀分布随机数 (标准差为

10), 观测器与实际状态值的初始偏差服从均值为 0、方差为

0.05 的正态分布, 并满足相容条件. 仿真参数设定为球半径

R = 1, 控制参数 c = 1, c1 = 1, 系统的反应项参数 λ = 30,

扩散系数 ε = 1. 沿轴向 r 进行 100 等分, 共 N = 101 个端

点, 时间步长为 ∆t = 0.005 s. 系统开环不稳定 (如图 1), 因

此在边界施加观测器和控制器, 得到系统输出反馈控制的结

果, 如图 2∼ 5 所示.

图 1 系统的开环响应 u 随时间和 r 的变化趋势

Fig. 1 The open-loop response u versus time and r

由图 2 和 4 可知, 系统的状态值和观测值均快速收敛到

平衡态. 系统的观测误差随时间减小, 在 1 s 左右, 趋近于零.

系统状态的均值出现震荡, 并且随着维数的增加, 震荡加剧.
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图 2 当 n = 2 时, 系统的闭环响应随时间和 r 的变化

Fig. 2 The close-loop response versus time and r as n = 2

图 3 当 n = 2 时, 系统状态量的平均值和观测器误差随时间的变化趋势

Fig. 3 As n = 2, the varying trends of the average state and the observer error with times as n = 2

图 4 当 n = 5 时, 系统的闭环响应随时间和 r 的变化

Fig. 4 The close-loop response versus time and r as n = 5

同时, 我们作出了两个时刻 (t = 1 s 和 t = 3 s), 2-D 系

统在圆盘上的状态值, 分别表示系统的初期暂态和末期的渐

近态. 由图 6 可知, 对称系统的状态在圆盘上分布不均匀, 靠

近圆心的值较大, 圆心处出现峰值, 随着的半径增加, 状态值

具有先减小后增加的趋势. 由于边界控制的作用, 在边界附

近较接近于零.

4 结论

本文研究了 n 维球上具有球对称初始数据的反应扩散

方程, 为其设计了边界状态观测器, 应用观测器估计的状态

值实施边界输出反馈控制, 使系统指数收敛于系统的平衡态.

通常用连续 Backstepping 方法设计高维控制器, 都是将高维
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图 5 当 n = 5 时, 系统状态量的平均值和观测器误差随时间的变化趋势

Fig. 5 As n = 5, the varying trends of the average state and the observer error with time as n = 5

图 6 圆盘上 2 维系统状态变化的快照

Fig. 6 The snapshots of the 2-D system in disk

进行降维处理, 因此我们也将高维的球对称系统转化为一维

系统, 一维系统保持了高维系统沿半径方向的状态特征.

根据在 n 维球上系统的极坐标积分元, 本文提出了与之

对应的 Volterra 映射形式, 因而可得一维径向系统的控制器

和观测器的显示表达. 在证明系统稳定性时, 我们定义了 n

维球对称系统的范数, 证明了 n 维对称系统在 H1 范数下指

数稳定. 本文的研究结果可扩展到具有对流项的更一般形式.
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