
第 41 卷 第 7 期 自 动 化 学 报 Vol. 41, No. 7

2015 年 7 月 ACTA AUTOMATICA SINICA July, 2015

离散线性一致性算法噪声问题研究

窦全胜 1, 2, 3 丛 玲 1, 2 姜 平 1, 2 史忠植 3

摘 要 多智能体一致性问题在传感网、社交网、协同控制等诸多领域有着广泛的实际应用背景, 本文对离散线性一致性算法

的噪声问题进行了研究, 证明了离散线性一致性算法的噪声不可控性; 提出基于抑噪算子 ε (t) 的噪声控制策略, 指出当 ε (t)

为 t−0.5 的高阶无穷小时, 抑噪后的一致性算法噪声可控; 分析了抑噪算子对一致性算法收敛性的影响, 证明了在无噪声条件

下, 当抑噪算子 ε (t) 为 t−1 的低阶无穷小时, 抑噪后的一致性算法依然可以使 Agent 收敛至原收敛状态 x∗. 在上述结论基础
上进一步指出, 当 t →∞ 时, 若抑噪算子 ε (t) 的阶在 t−0.5∼ t−1 之间, 所有 Agent 的状态将以原收敛状态 x∗ 为中心呈正态
分布. 最后, 以 DHA 为例对相应理论结果进行了验证和讨论. 本文为线性一致性算法的噪声控制提供了理论依据, 对抑噪算

子的确定有较强的指导意义.
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Research on Discrete Linear Consensus Algorithm with Noises
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Abstract Consensus problem in multi-agent system has a wide application background in many fields, such as sensor

networks, social networks, cooperative control and so on. In this paper, we address the problem of the discrete linear

consensus algorithm with noise, and point out that the noise of discrete linear consistency algorithm is not controllable.

Aiming at this problem, we propose a strategy using noise suppression operator ε (t) to control noise, and point out

that when ε (t) is the higher-order infinitesimal of t−0.5, the noise of consistency algorithm after noise suppression is

controllable. We analyze the effect of suppression operator on the convergence of consistency algorithm and prove that

under the condition of no noise and if the suppression operator ε (t) is a lower-order infinitesimal of t−1, the consistency

algorithm after noise suppression can still converge to the original convergence state x∗. Based on this, we further point

out that if the order of ε (t) is between the orders of t−0.5 and t−1 when t→∞, the states of all the agents will be a normal

distribution with its center at the original convergence state x∗ in the end. And, by using DHA as an example, we verify

and discuss the corresponding theoretical results. This paper provides a theoretical foundation for noise control of linear

consensus algorithm, and has a strong directional effect on the determination of noise suppression operator.
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问题是指在多智能体系统 (Multi-agents system,
MAS) 中, 智能体通过与相邻智能体的信息交换来
修订自身状态, 最终达成所有智能体状态上的趋同.
该问题在传感网、社交网、协同控制等诸多领域有

着广泛的应用背景, 已成为集群智能及分布式控制
研究的热点领域之一. 关于多智能体一致性问题的
研究可以追溯到上个世纪, 早期的工作主要包括:
Reynolds[1] 对自然界中鸟群、鱼群等生物群体行为

进行了系统研究, 并利用计算机加以仿真, 提出了著
名的 Boid 模型, 这个模型在集群智能领域至今仍
有广泛影响; 文献 [2] 提出了基于统计力学理论的
Vicsek 模型, 在 Vicsek 模型中, 分布在二维平面上
的 N 个智能体运动速率保持不变, 并根据其邻域内
所有智能体的运动方向决定其自身运动方向, 该模
型比较真实地模拟了自然界中的一些群集同步现象,
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从本质上说 Vicsek 模型是 Boid 模型的一个特例;
Jadbabaie 等[3] 利用代数图论对 Vicsek 模型进行
了理论解释, 并对几个与 Vicsek 模型类似的模型的
收敛性进行了理论分析; Benediktsson 等在文献 [4]
中率先将一致性理论应用于传感网, 开启了系统控
制领域一致性问题的研究; Moreau 研究了时变的拓
扑结构的多智能体系统, 探讨了智能体间的信息交
互频率与其收敛性之间的关系[5]. 随着研究的深入
和应用范围的不断拓展, 越来越多新的研究不断涌
现, 在理论和应用两个层面不断推动这一领域向前
发展. Li 等针对多智能体一致性和复杂网络的同步
等问题进行了较为深入的探讨, 提出基于高阶线性
系统的多智能体控制构架, 并取得一系列卓有成效
的成果[6−10]; 文献 [10] 等对线性一致性算法中的信
号延迟问题进行了研究,提出了强一致 (Strong con-
sensus) 和均方一致性 (Mean square consensus) 的
概念, 在固定拓扑结构及 Agent 间信息交互存在
噪声和时滞的条件下, 从理论上给出 Non-leader-
follower 和 Leader-follower 两种模式下, 强一致和
均方一致的充分必要条件; Olfati-Saber 等针对线
性一致性问题, 以图理论和动力学理论为基础, 建立
了一个相对完整的理论框架, 在此构建的基础上对
不同类型的一致性问题进行了系统的分析[11−14]; 在
Olfati-Saber 的研究基础上, Yu 等[15−17] 讨论了当

Agent 状态与 Agent 间传递的数据无关时, 确保算
法收敛到一致状态的三个充分必要条件, 对其正确
性、有效性及执行效率进行了有意义的分析, 并在几
个具体应用中得以验证; 文献 [18] 对平均一致问题
进行了讨论, 将一致性算法视作矩阵分解问题, 提出
了解决矩阵分解问题的机器学习方法. 文献 [19] 和
文献 [20] 讨论了分布式一致跟踪控制问题, 并将问
题抽象成二阶非线性动力系统, 利用 Lyapunov 理
论及图论等相关理论工具给出了关于系统收敛性的

充分条件; 同样针对跟踪控制问题[21], 提出了分布
式跟踪算法, 该算法可以在有限时间内收敛至一致
状态[22]; 提出了采用 “黑盒” 代替具体动力学模型的
方法, 每一次迭代都采用了所谓的 SOO (Simulta-
neous optimistic optimization) 方法对 Agent 未来
的动作进行规划, 由于与具体的动力学模型无关, 该
方法能更广泛地使用于某些非线性一致性问题; 在
文献 [23] 的研究中, Agent 收到的信息中含有噪声,
噪声的强度与相邻 Agent 状态有关, 在一定假设基
础上, 分析了固定拓扑结构、动态切换拓扑结构及随
机切换拓扑结构下的一致性算法, 并给出了确保均
方一致性的充分条件; 文献 [24] 和文献 [25] 对各类
一致性问题进行了较为系统的综述与概括, 指出了
这一领域当前的主要研究成果, 并分析了存在的问
题及未来的发展趋势.

多智能体一致性问题本身是诸如负载平衡、编

队控制、自适应机械手等具体实际问题的抽象, 在实
际环境中, 由于设备、通信干扰等诸多原因, 信息在
传递过程中往往会携有噪声, 在实时噪声的干扰下,
任何一致性算法都无法收敛至理想状态 (无噪音干
扰时收敛到的一致状态), 此时人们总是希望相关一
致性算法依然能够保证最终智能体在理想状态附近

的某一确定范围内分布 (方差有界), 否则一致性算
法将没有任何意义. 本文就上述问题进行了讨论, 指
出离散线性一致性算法对噪声是不可控的, 提出采
用抑噪算子控制噪声的策略, 严格证明了关于抑噪
算子合理取值范围的定理及推论, 通过实验仿真对
相应理论结果进行了验证和讨论. 本文具体结构如
下: 第 1 节对本文所涉及的相关概念进行定义, 对相
关符号进行解释和说明; 第 2 节给出定理 1, 指出线
性一致性算法是噪声不可控的, 并进行了严格的证
明; 第 3 节针对线性一致性算法的噪声不可控性, 提
出采用抑噪算子控制噪声的策略, 给出并证明了关
于抑噪算子合理范围的定理和推论; 第 4 节通过一
致性算法 DHA 对本文理论结果进行印证, 对实验
结果进行分析, 讨论了抑噪算子的选择与算法效率
及精度之间的关系; 第 5 节对本文的研究成果进行
了归纳和概括, 指出与本文相关的未尽问题及下一
步的研究方向.

1 相关符号及问题描述

1.1 相关定义及符号

本文所述的多智能体一致性问题可以抽象地用

有向图 G = (V, E) 表示, 其中 V = {1, 2, · · · , n} 是
图 G 的顶点集, G 中顶点可视作 Agent 的抽象, 通
常用序号 i 来表示 G 中的第 i 个 Agent. E ∈ V ×
V 为图 G 中所有边构成的集合, 如果存在 (i, j) ∈ E ,
则意味 j 可以接收到相邻 Agent i 传递的信息. 对
于 ∀ (i, j) ∈ E , 若同时存在 (j, i) ∈ E , 则称 G 是无
向的. 对于 G 中某一顶点 i, 分别用 N+

i = {j ∈ v|
(i, j) ∈ V, j 6= i} 和 N−

i = {j ∈ v|(j, i) ∈ V, j 6=
i} 表示 I 的输出邻居和输入邻居, d+

i = |N+
i |, d−i

= |N+
i | 为输出邻居和输入邻居个数, 这里称 d+

i , d−i
为节点 i 的出度和入度, 若 G 为无向图, 则其输入和
输出邻居相同, 此时, N+

i = N−
i , d+

i = d−i .
定义 1. 称图 G 是强联通 (Strongly connected,

SC), 当且仅当对于 ∀ i, j ∈ V, 在 G 中都存在从 i 出

发、终止于 j 的路径.
对于 ∀ i ∈ V, 用 xi(t) 表示 Agent i 在时刻 t

的状态, 相邻 Agent 间按照某种方式进行通信, 并
根据邻居的状态决定自身下一步状态 xi(t + 1), 若
系统中的 Agent 状态最终能够完全趋同, 即对于
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∀ i, j ∈ V

lim
t→∞

‖xi (t)− xj (t)‖ = 0 (1)

则称上述 Agent 的通信及状态修订机制为一致性算
法 (Consensus algorithm) 或一致性协议 (Consen-
sus protocol). 通常情况下, 一致性问题不包括对于
任意初始状态 xi (0), 均有 limt→∞ |xi (t)| 6= 0 的情
形.
所谓线性一致性算法可由式 (2) 和式 (3) 给出:

xi (t + 1) = xi (t) +
∑

j∈N−
i (t)

αij (t) (xj (t)− xi (t))

(2)

其中, i, j ∈ V, αij(t) 是以 t 为变量的实值函数, 用
来刻画 t 时刻智能体 j 对 i 影响程度, 令 XXX(k) =
[x1(k), · · · , xn(k)]T, 则式 (2) 可写成如下矩阵形式:

XXX(t + 1) = A(t)XXX(t) (3)

矩阵 A(t) 元素均为正数, 这里称其为算法 (3)
的状态转换矩阵 (或连接矩阵), 用 In 表示 n 阶单

位矩阵, 不妨设 L(t) = [lij(t)]n×n 为图 G 带权值的
Laplacian 矩阵:

lij (t) =





−αij (t) , 若 j ∈ N−
i 且 i 6= j

n∑
j=1

αij (t), 若 i = j

0, 其他

显然, 连接矩阵 A (t) 与 L (t) 有如下关系:

A (t) = In − L (t) (4)

定义 2. 设 L = [lij]n×n
为图 G 的 Laplacian

矩阵, 若对于 ∀ i, 1 ≤ i ≤ n, 恒有
∑

n
i 6=j,j=1lij =∑

n
i 6=j,j=1lji , 则称 G 为平衡图.
在式 (3) 中, 若图 G 的拓扑结构及 Agent 间

权值确定不变, 则有 A (t) ≡ A, 此时称上述一致
性问题为确定的一致性问题; 若图 G 的拓扑结构或
Agent 间的关系随时间变化而变化, A (t) 为时变矩
阵, 则称之为动态一致性问题.

目前, 关于线性一致性算法的研究通常从分析
Laplacian 矩阵 L (t) 及连接矩阵 A (t) 入手, 着重
讨论系统的收敛性、收敛效率等方面问题. 但在实际
应用中, 由于设备、环境、通信干扰等诸多原因, 信
息在传递过程中往往会携带一些噪声, 本文将重点
研究噪声对一致性算法的影响, 以下将就这一问题
进行详细论述.

1.2 线性一致性算法中的噪声问题

设 r 为任意满足正态分布的随机数, r∼
N(µ, σ2), 用 mean(r) 和 var(r) 分别表示 r 的均值

µ 和方差 σ2, 若 RRR = [r1, · · · , rn]T 为一随机向量,
则 mean(RRR) = [mean(r1), · · · ,mean(r1)]T, var(RRR)
则为该随机向量联合分布的方差矩阵.
若 Agent i 接收到的信息中包含着相互独立且

呈正态分布的噪声干扰, 此时式 (2) 可改写为

xi (t + 1) = xi (t)+∑

j∈N−1
i (t)

αij (t) ((xj (t) + rj (t))− xi (t)) (5)

其中, i, j ∈ V, rj(t)∼N(0, σ2
j )为以 0为均值、σ2

j 为

方差, 满足正态分布的随机数, 表示状态信息 xj(t)
中携带的噪声. 令RRR(t) = [r1(t), · · · , rn(t)]T, 则可
将式 (5) 写成矩阵形式:

XXX (t + 1) = A (t)XXX (t) +W (t)RRR (t) (6)

其中, W(t) = −L(t) − diag{−L(t)}, diag{−L(t)}
为 −L(t) 的对角矩阵, 由此可以进一步得出:

XXX (t + 1) =
t∏

k=0

A (k)XXX (0)+

t∑
m=1

((
t∏

j=t−m+1

A (j)

)
W (t−m)RRR (t−m)

)
+

W (t)RRR (t) (7)

为方便描述, 当m = 0 时, 规定
t∏

j=t−m+1

A(j) = IIIn

则式 (7) 可以简写为

XXX (t + 1) =
t∏

k=0

A (k)XXX (0)+

t∑
m=0

((
t∏

j=t−m+1

A (j)

)
W (t−m)RRR (t−m)

)

(8)

记RRR (t−m) = W (t−m)RRR (t−m), 则式 (8)
进一步简写为

XXX (t + 1) =
t∏

k=0

A (k)XXX (0)+

t∑
m=0

(
t∏

j=t−m+1

A (j)RRR (t−m)

)
(9)
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分析式 (9) 的噪声部分, 可以看出其为若干随
机向量的线性组合, 因此也是一个满足正态分布的
随机向量.
定义 3. 设 σ2

i (t) 是式 (9) 中噪声向量∑t

m=0(
∏t

j=t−m=1A(j)RRR(t−m))的第 i个分量的方

差,当 t →∞时,若存在常数M ,使得 limt→∞ σ2
i (t)

< M , i = 1, · · · , n, 则称线性一致性算法噪声可控.

2 线性一致性算法的噪声不可控性

不妨设对于任意初始状态XXX(0), 式 (3) 所述一
致性算法均收敛至与XXX(0) 相关的一致状态XXX∗, 在
此前提下, 我们讨论噪声对该算法的影响.
定理 1. 线性一致性算法 (3) 噪声不可控.
证明. 在有噪声的情况下, 一致性算法

(3) 可由式 (9) 表示, 考察式 (9) 中随机向量∏t

j=t−m+1A(j)RRR(t−m) 的方差:

var

(
t∏

j=t−m+1

A (j)RRR (t−m)

)
=

A (t−m + 1) var
(

t∏
j=t−m+2

A(j)RRR (t−m)
)
×

A(t−m + 1)T =(
t−m+1∏

j=t

A (j)

)
var

(RRR (t−m)
)
(

t∏
j=t−m+1

A (j)

)

(10)

在以上公式中, var(RRR(t−m)) = W(t−m) ×
var(RRR(t−m))W(t−m)T, 并且 var(RRR(t−m)) =
diag{var(r1(t−m)), · · · , var(rn(t−m))}, m = 1,
· · · , t.
已知在没有噪声的前提下, t → ∞ 时,∏

t
k=0A(k)XXX(0) 收敛, 因此, 对于某一确定的常数

m, 均有:

lim
t→∞

var

(
t∏

j=t−m+1

A (j)RRR (t−m)

)
=

lim
t→∞

(VVV 1 (m) , · · · ,VVV n (m))A(t−m + 1)T · · ·
A(t)T = lim

t→∞
(A (t) · · · A (t−m + 1) ×

(VVV 1 (m) , · · · ,VVV n (m))T
)T

= [ζ (m)]n×n

(11)

其中, VVV i(m) = (vi, · · · , vi)T 为与 m 有关的常向

量, [ζ(m)]n×n 为常数矩阵, 且 ζ(m) > 0, t → ∞
时矩阵 [ζ(m)]n×n 对角线上的 n 元素即为随机向量∏

t
j=t−m=1A(j)RRR(t−m) 每个分量的方差.

研究式 (9) 的噪声部分
∑t

m=0(
∏t

j=t−m+1A(j)
× RRR(t−m)), 用 θ2

i (t) 和 σ2
i (t,m) 表示随机向量∏

t
t−m=1A(j)RRR(t−m) 和

∑t

m=0(
∏t

j=t−m+1A(j)
× RRR(t−m)) 的第 i 个分量的方差, 则:

lim
t→∞

σ2
i (t) = lim

t→∞

t∑
m=0

θ2
i (t,m) (12)

由式 (10) 已经得出, 对于某一确定常数 m,
limt→∞θ2

i (t,m) = ζ (m) > 0, 则必有当 t → ∞
时, σ2

i (t) →∞, 即式 (3) 所述系统噪声不可控. ¤
定理 1 指出了这样一个事实: 线性一致性算

法是噪声不可控的. 事实上, 若在无噪声的条件
下, 如果线性一致性算法收敛, 必有 t → ∞ 时,∏

t
k=0A(k)XXX(0) 最终收敛到某个一致状态, 同样在

A(t) 的作用下, 对于具体的常数m, t → ∞ 时随机
向量 (

∏
t
j=t−m+1A(j))RRR(t−m) 的联合分布方差最

终也必趋于一个稳定的常数, 而由式 (9) 可知, 一致
性算法的噪声向量正是上述随机向量累加而成的无

穷级数, 其方差必不收敛, 即噪声不可控.

3 噪声控制

考察式 (12) 不难看出, 噪声控制问题的本质是
无穷级数

∑
t
m=0θ

2
i (t,m) 是否收敛的问题, t → ∞

时, θ2
i (t,m) → 0 是该无穷级数收敛的必要条件, 而

θ2
i (t,m) 恰恰是方差矩阵 var((

∏
t
j=t−m+1A(j)) ×

W(t−m)RRR(t−m)) 对角线上的第 i 个元素. 由式
(10) 可知:

var

((
t∏

j=t−m+1

A (j)

)
W (t−m)RRR (t−m)

)
=

A (t) · · · A (t−m + 1)×
W (t−m) var (R (t−m))W(t−m)T×
A(t−m + 1)T · · · A(t)T

在定理 1 的证明过程中, 已经证明了该矩阵收
敛至一个常数矩阵, 为了使一致性算法噪声可控, 我
们重新构造连接矩阵 A(t), 令 Lε(t) = ε(t)L(t), 其
中, ε(t) 是以 t 为自变量的函数, 当 t →∞ 时, ε(t)
→ 0, 称 ε(t) 为抑噪函数或抑噪算子, 进而Wε(t) =
−Lε(t) − diag{−Lε(t)}, 我们的动机是寻找合理的
抑噪函数 ε(t), 使式 (12) 所述无穷级数收敛. 不妨
用 Aε(t) 表示引入抑噪函数后的连接矩阵:

Aε (t) = In − ε (t)L (t) (13)

用 Aε (t) 替换式 (3) 中的 A (t), 得到:

XXX (t + 1) = Aε (t)XXX (t) (14)
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式 (14) 称为抑噪一致性算法 (Noise-suppres-
sion consensus algorithm, NS-CA), 进一步将式
(14) 改写成 XXX (t + 1) 和初始状态 XXX (0) 之间的
关系, 并考虑 Agent 携带的噪声, 则式 (14) 可写为

XXX (t + 1) =
t∏

k=0

Aε (k)XXX (0)+

t∑
m=0

((
t∏

j=t−m+1

Aε (j)

)
Wε (t−m)RRR (t−m)

)

(15)

类似地,令RRRε (t−m) = Wε (t−m)RRR (t−m),
式 (15) 简写为

XXX (t + 1) =
t∏

k=0

Aε (k)XXX (0)+

t∑
m=0

((
t∏

j=t−m+1

Aε (j)

)
RRRε (t−m)

)
(16)

定理 2. 设 A(t) = [aij(t)]n×n 为算法 (3) 中的
状态转换矩阵, ε(t) 为抑噪算子, 若对于 ∀ j, 均有∑

n
i=1aij(t) ≤ 1, 且 t →∞ 时, limt→∞ε(t)/t−0.5 =

0,即 ε(t)为 t−0.5 高阶无穷小时,则一致性算法 (14)
噪声可控.
证明. 用 σ2

εi(t) 和 θ2
εi(t,m) 分别表示

随机向量
∑

t
m=0(

∏
t
j=t−m+1Aε(j)RRRε(t−m)) 和∏t

j=t−m+1Aε(j)RRRε(t−m) 的第 i 个分量的方差,
‖ · ‖∞ 为矩阵的行和范数, 考察随机向量RRRε(t−m)
的方差矩阵的行和范数, 有:
∥∥var

(RRRε (t−m)
)∥∥
∞ =∥∥∥Wε (t−m) var (RRR (t−m))Wε(t−m)T

∥∥∥
∞

=

ε2 (t−m) ‖W (t−m) var (RRR (t−m))×
W(t−m)T

∥∥∥
∞
≤

ε2 (t−m) ‖var (RRR (t−m))‖∞ (17)

考察随机向量 (
∏

t
j=t−m+1Aε(j))RRRε(t−m) 方

差矩阵的行和范数:
∥∥∥∥∥var

((
t∏

j=t−m+1

Aε (j)

)
RRRε (t−m)

)∥∥∥∥∥
∞

=

∥∥∥∥∥
t−m+1∏

j=t

Aε(j)var
(RRRε (t−m)

)×

t∏
j=t−m+1

Aε(j)T
∥∥∥∥∥
∞

≤

t−m+1∏
j=t

(‖Aε(j)‖∞
∥∥Aε(j)T

∥∥
∞

)∥∥var
(RRRε (t−m)

)∥∥
∞

由于A(t) = In−L(t),且A(t)的每个元素都大
于等于 0, 显然Aε(t) = [aεij(t)]n×n = In−ε(t)L(t)
的行和范数 ‖Aε(t)‖∞ = maxi

∑
n
j=1|aεij(t)| = 1.

由已知条件, 连接矩阵 A(t) 的任意一列 j 均

有
∑

n
i=1aij(t) ≤ 1, 即 0 < (1−∑

n
k 6=j,k=1ajk(t)) +∑

n
i 6=j,i=1aij(t) ≤ 1, 进而得出:

−1 ≤
n∑

i 6=j,i=1

aij (t)−
n∑

k 6=j,k=1

ajk (t) ≤ 0

对于 Aε (t) 的任意一列 j, 其和可以写为

1− ε (t)
n∑

k 6=j,k=1

ajk (t) + ε (t)
n∑

i 6=j,i=1

aij (t) =

1 + ε (t)

(
n∑

i 6=j,i=1

aij (t)−
n∑

k 6=j,k=1

ajk (t)

)

显然

0 ≤ 1 + ε (t)

(
n∑

i 6=j,i=1

aij (t)−
n∑

k 6=j,k=1

ajk (t)

)
≤ 1

因此, ‖Aε(t)
T‖∞ ≤ 1, 进一步可得出:

∥∥∥∥∥var

((
t∏

j=t−m+1

Aε (j)

)
RRRε (t−m)

)∥∥∥∥∥
∞

≤

t−m+1∏
j=t

(‖Aε(j)‖∞
∥∥Aε(j)T

∥∥
∞

)×
∥∥var

(RRRε (t−m)
)∥∥
∞ ≤

∥∥var
(RRRε (t−m)

)∥∥
∞ ≤

ε2 (t−m) ‖var (RRR (t−m))‖∞
在 上 面 的 公 式 中, var(RRR(t−m)) =

diag{var(r1(t − m)), · · · , var(rn(t−m))}. 而

θ2
εi(t,m) 恰为方差矩阵 var((

∏
t
j=t−m+1Aε(j)) ×

RRRε(t − m)) 对角线上第 i 个元素, 不妨记 ρ =
max(var(rl(t −m))), l = 1, · · · , n, 显然, θ2

εi(t,m)
≤ ε2(t−m)ρ, 进而有:

σ2
εi (t) =

t∑
m=0

θ2
εi (t,m) =
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θ2
εi (t, 0) + · · ·+ θ2

εi (t, t) ≤

ρ
(
ε2 (t) + · · ·+ ε2 (0)

)
= ρ

t∑
m=0

ε2 (m)

由已知条件 limm→∞ε(m)/m−0.5 = 0, 可知
ε2(m) 是 m−1 的高阶无穷小, 根据级数相关理论,
当 t →∞ 时, 级数 ρ

∑
t
m=0ε

2(m) 收敛, 注意 θ2
εi(t)

单调递增, ρ
∑

t
m=0ε

2(m) 为其上界且收敛, 因此, t

→ ∞ 时, σ2
εi(t) 收敛. ¤

由定理 1 可知, 一致性算法 (3) 噪声不可控, 因
此我们试图通过 ε(t) 来抑制噪声对系统的影响. 直
觉上, 当抑噪算子 ε(t) 的收敛速度大于噪声被放大
的速度时, 算法的噪声就会得到有效的控制. 定理 2
给出了使系统噪声可控的充分条件,当抑噪算子 ε(t)
的收敛速度大于 t−0.5 时, 即当 ε(t) 为 t−0.5 的高阶

无穷小时, 抑噪一致性算法 (14) 是噪声可控的.
考察式 (16), 定理 2 给出了保证随机向量∑

t
m=0((

∏
t
j=t−m+1Aε(j))RRRε(t−m)) 的每一个分

量分布的方差是有界的充分条件, 这里还需要讨
论的另一个问题是抑噪算法对

∏
t
k=0Aε(k)XXX(0)

本身的影响. 在没有噪声的情况下, 一致性算法
(3) 能够收敛至与初始状态 XXX(0) 相关的一致状
态XXX∗ = [x∗, · · · , x∗]T. 定理 3 将给出确保抑噪一
致性算法 (14) 在没有噪声的前提下收敛至XXX∗ 的充
分条件.

定理 3. 设 G = (V, E) 为强连通图, L (t) 为其
在 t 时刻的 Laplacian 矩阵, 一致性算法 (3) 在无噪
声的条件下收敛至一致状态XXX∗, ε (t) 为抑噪算子,
若抑噪算子 ε (t) 为 t−1 的低阶无穷小, 则在没有噪
声干扰的情况下, 抑噪一致性算法 (14) 将收敛至一
致状态XXX∗.
证明. 由文献 [12] 的结论可知, 对于任意确定

的 t, ‖XXX(t + 1)−XXX∗‖ ≤ µε2(t)‖XXX(t)−XXX∗‖,其中,
µε2(t) 为连接矩阵 (Aε(t) +Aε(t)

T)/2 的次大特征
值, 设 λ2(t) 为 (L(t) + L(t)T)/2 的次小特征值, 显
然, µε2(t) = 1− ε(t)λ2(t), 从而有:

‖XXX (t + 1)−XXX∗‖ ≤
t∏

k=1

(1− ε (k) λ2 (k)) ‖XXX (0)−XXX∗‖ (18)

不妨设 λ∗2 为 (L(t) + L(t)T)/2的次小特征值的
最小者,根据已知条件, ε(t)为 t−1的低阶无穷小,则
limt→∞ (1− ε(t)λ∗2)

t = 0, 再由 ε(k) > 0, 从而对于
∀ t, 均有 0 ≤ ∏t

k=1(1− ε(k)λ2(k)) ≤ (1− ε(t)λ∗2)
t,

由夹挤定理可得: limt→∞
∏

t
k=1(1− ε(k)λ2(k)) =

0, 即当 t → ∞ 时:

0 ≤ ‖XXX (t + 1)−XXX∗‖ ≤
t∏

k=1

(1− ε (k) λ2 (k)) ‖XXX (0)−XXX∗‖ = 0

从而有 limt→∞ ‖XXX(t + 1)−XXX∗‖ = 0. ¤
系统引入抑噪算子后是否能够最终收敛到状态

X∗, 同样与抑噪算子 ε(t) 的收敛速度相关, 从式
(14) 可以看出, 若 ε(t) 收敛得过快, Aε(t) 也会随之
迅速地收敛到单位矩阵 In, 造成状态修订项过快收
敛为零. 定理 3 从理论上证明了当 ε(t) 的收敛速度
比 t−1 慢时, 即 ε(t) 为 t−1 的低阶无穷小时, 一致
性算法 (14) 的收敛性不变, 将最终收敛到一致状态
XXX∗.

综合定理 2 和定理 3, 易得到如下推论:
推论 1. 设 G = (V, E) 为强连通图, 一致性算

法 (3) 在无噪声条件下收敛到一致状态XXX∗, 当系统
存在噪声时, 引入抑噪算子 ε(t), 抑噪算子 ε(t) 为
t−1 的低阶无穷小或 t−0.5 的高阶无穷小时, 抑噪一
致性算法 (14) 收敛至XXX∗, 且噪声可控.
至此, 推论 1 已经明确地给出了确保线性一致

性算法收敛至 XXX∗ 且噪声可控的充分条件, 直观上
可以由图 1 所示, 当 t →∞ 时, ε(t) 位于图 1 所示
曲线 t−1 和 t−0.5 间的深色区域时, 一致性算法 (14)
收敛至XXX∗, 且噪声可控.

图 1 抑噪函数合理的取值区间

Fig. 1 Reasonable value interval of noise suppression

function

不妨设XXX∗ = [x∗, · · · , x∗]T, 在以上定理 1、定
理 2、定理 3 和推论 1 的基础上, 表 1 对不同情况下
Agent 的最终状态进行了归纳.
从表 1 可以看出: 1) 当系统没有噪声时, 若 ε(t)

为 t−1 的低阶无穷小时, 算法 (14) 依然可以收敛至
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表 1 不同 ε (t) 与 Agent 的最终分布情况

Table 1 The final distribution of agent with different ε (t)

任意 Agent i 的最终状态

No. ε (t) 无噪声 有噪声

Case 1 无 收敛至XXX∗ 噪声不可控, 发散

Case 2 ε (t) 为 t−0.5 的等价或低阶无穷小 收敛至XXX∗ 噪声不可控, 发散

Case 3 ε (t) 为 t−0.5 的高阶和 t−1 的低阶无穷小 收敛至XXX∗ 以XXX∗ 为中心, 呈正态分布, 噪声可控

Case 4 ε (t) 为 t−1 的等价或高阶无穷小 收敛至XXX∧
i , 且若 i 6= j, XXX∧

i 6= XXX∧
j 以XXX∧

i 为中心, 呈正态分布, 噪声可控

XXX∗; 反之, ε(t) 为 t−1 的等价或高阶无穷小, 则一致
性算法最终收敛至某一向量XXX∧ = [x∧1 , · · · , x∧n ], 且
对于不同的 i, j, x∧i 6= x∧j . 2) 当系统存在噪声时,
若 ε(t) 为 t−0.5 的低阶无穷小, 则算法噪声不可控, t

→ ∞ 时 Agent 状态发散; 若 ε(t) 为 t−0.5 的高阶无

穷小和 t−1 的低阶无穷小, 当 t →∞ 时 Agent 的状
态将以 x∗ 为中心, 呈正态分布; 若 ε(t) 为 t−1 的等

价或高阶无穷小, 则在抑噪函数 ε(t) 的作用下, 系统
噪声最终的方差是有界的, t → ∞ 时 Agent i 的状

态将以 x∧i 呈正态分布.

4 相关实验和讨论

为更直观地说明问题, 以下使用具体示例来验
证和解释上述理论结果. 设 G 为 16 个节点构成的无
向图,每个节点有 4个邻居,考察式 (19)所述的分布
式自平衡算法 (Distributed homeostasis algorithm,
DHA).

xi(t + 1) = xi(t) + α
∑
j∈Ni

(xj(t)− xi(t)) (19)

其中, 0 < α < |Ni|/1, 且 Agent 间的连接关系确
定, 已知在没有噪声的条件下, 对于任意初始状态
XXX(0) = [x1(0), · · · , xn(0)]T, 算法最终将收敛至一
致状态 XXX∗ = [x∗, · · · , x∗]T, x∗ = (

∑
n
i=1xi(0))/n.

当 Agent 收到的信息含有噪声时, 式 (19) 变为

xi (t + 1) = xi (t) + α
∑
j∈N i

(xj (t) + rj (t)− xi (t))

(20)

规定 A0 = III, RRR(t−m) = W(t−m)RRR(t −
m), 则式 (20) 的矩阵形式为

XXX (t + 1) = At+1XXX (0) +
t∑

m=0

AmRRR (t−m) (21)

由于 Agent 间的连接关系确定, 因此式 (21) 中
A(t) ≡ A. 为方便描述, 称引入抑噪算子的 DHA

为抑噪自平衡算法 (Noise suppression distributed
homeostasis algorithm, NS-DHA).

在本文实验中, 每个 Agent 的初始状态在闭区
间 [0, 400] 上随机均匀产生, 相邻 Agent 传递的信
号中含呈正态分布的噪声 r, 且 r∼N(0, 102), 相同
条件下重复实验 100 次取平均结果.

4.1 DHA 的噪声不可控性和 εεε(((ttt))) 的噪声抑制作
用

不妨用 ≺ 表示不同 ε(t) 间阶的大小关系, 取
ε(t) 分别等于 t−0.5, t−0.8 及 t−1, 考察抑噪后的
DHA 执行过程中 Agent 噪声方差变化的平均值,
并与没有抑噪算子的 DHA 的执行结果进行比较,
相关实验结果如图 2 所示.

图 2 不同 ε (t), NS-DHA 执行过程中 Agent 噪声方差

变化平均值对比

Fig. 2 For different ε (t), here is the contrast of the noise

variance changes of agent during the execution of

NS-DHA

图 2 包括 8 条曲线, 曲线 1 和曲线 2 为在没有
抑噪的情况下, DHA 噪声方差平均值变化的理论结
果和统计结果, 曲线 3∼ 8 为抑噪算子 ε(t) 分别等
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于 t−0.5, t−0.8 及 t−1 时, NS-DHA 噪声方差平均值
变化的理论结果和统计结果. 通过实验结果可以看
出:

1) 从曲线 1 和曲线 2 不难看出, 如果没有抑噪
算子的作用, 噪声方差在 DHA 的作用下不断被放
大, 从而验证了定理 1 的结论, 即线性一致性算法的
噪声不可控性;

2) 由曲线 3 和曲线 4 可得出, 当 ε(t) = t−0.5

时, 曲线 3 和曲线 4 与 lg t 呈线性关系 (图 2 的横
坐标为对数坐标), 因此曲线 3 和曲线 4 是不收敛
的, 也就是说当 ε(t) 为 t−0.5 等价或低阶无穷小时,
NS-DHA 的噪声是不可控的;

3) 由曲线 5∼ 8 可知, 当抑噪算子 ε(t) 等于
t−0.8 和 t−1 时, NS-DHA 噪声的方差是收敛的, 显
然 t−1 Â t−0.8, 比较曲线 5∼ 8 不难看出, ε(t) 的阶
越高, 噪声方差曲线收敛速度越快, 最终方差的值也
越小. 这说明了定理 2 的正确性, 即当 ε(t) 为 t−0.5

的高阶无穷小时, 一致性算法 (14) 的噪声是可控的.

4.2 抑噪自平衡算法Agent的最终状态

4.2.1 系统无噪声时的情形

已知在不考虑噪声和抑噪算子的情况下, DHA
将最终收敛至 XXX∗, 取 ε(t) 分别等于 t−0.2, t−0.5,
t−0.8, t−1, t−2, 考察在没有噪声时, 抑噪自平衡算法
是否依然能够收敛至 XXX∗, 相关实验结果如图 3 所
示.

图 3 不同 ε (t), NS-DHA 执行过程中 Agent 状态

向量与XXX∗ 距离

Fig. 3 For different ε (t), distance between state vector of

agent and XXX∗ during the execution of NS-DHA

图 3 中横坐标为时间 t, 纵坐标为算法与XXX∗ 的
误差, 图中曲线 1∼ 5 为在没有噪声的情况下, NS-
DHA 执行过程中采用不同抑噪算子时, Agent 状态
与XXX∗ 的误差曲线. 为比较方便, 曲线 6 为没有抑噪

算子时 DHA 的误差曲线. 由相关实验结果可以得
出:

1) 由曲线 1∼ 3 可以看出, 当抑噪算子 ε(t) 等
于 t−0.2, t−0.5, t−0.8 时, NS-DHA 可以收敛至一致
状态XXX∗, 由于这三个抑噪算子均为 t−1 的低阶无穷

小, 从而印证了定理 3 结论的正确性.
以上抑噪算子之间满足 t−0.2 ≺ t−0.5 ≺ t−0.8 ≺

t−1, 考察每个抑噪算子对应的曲线及曲线 6, 可以得
出: 与 DHA 相比, 引入抑噪算子后, NS-DHA 的收
敛速度变慢, 且 ε(t) 越接近 t−1, 收敛的速度越慢.

2) 曲线 4 和曲线 5 分别为抑噪算子 ε(t) 等于
t−1 和 t−2 时 DHA 的误差曲线, 这两个算子是 t−1

的等价或高阶无穷小, 此时 NS-DHA 并没有最终收
敛到 X∗, 这是因为当 ε(t) 收敛过快时, Aε(t) 会随
之迅速地收敛到单位矩阵 In, 使 NS-DHA 不能最
终收敛到目标状态XXX∗.
对比曲线 4 和曲线 5 可以看出, 当 ε(t) 等于

t−2 时, NS-DHA 最终 Agent 状态与XXX∗ 的误差大
于 ε(t), 等于 t−1 时的情形. 由此可知, 当抑噪算子
的阶大于 t−1 时, 阶越高, ε(t) 最终状态与XXX∗ 的误
差越大.

4.2.2 系统含有噪声时的情形

选取抑噪算子 ε(t) 分别等于 t−0.2, t−0.8, t−1.5

和 t−1lgt, 这四个抑噪算子具有一定的代表性, 其中,
t−0.2 为 t−0.5 的低阶无穷小, t−1.5 为 t−1 的高阶无

穷小, t−0.8 和 t−1lgt为 t−0.5 的高阶无穷小和 t−1 的

低阶无穷小. 与其他指数型的抑噪算子相比, t−1lgt

的阶更接近 t−1. 每次实验的初始状态相同, 由随机
产生, 相邻 Agent 传递的状态信息中含有正态分布
的噪声 r∼N(0, 102). 重复实验 100 次, 考察 Agent
的最终分布情况, 相关实验结果如图 4 (a)∼ 4 (d) 所
示.
图 4 中的横坐标为 Agent 的编号, 纵坐标为

Agent 的状态值, 其中较粗的直线为一致状态 XXX∗,
较细的曲线为 t = 2 000 时, 每个Agent 分布中心点
和方差. 相关实验结果说明:

1) 抑噪算子 ε(t) = t−0.2 时, 显然 t−0.2 ≺ t−1,
理论上, 当 t 为充分大时, Agent 状态应以XXX∗ 为中
心呈正态分布, 但从图 4 (a) 的结果可以看出, 分布
中心似乎与 XXX∗ 间存在一定误差, 这是因为实验中
的 Agent 分布是一个统计量, 当 Agent 分布范围较
大时, 统计结果与实验的次数相关, 增加实验次数即
可缩小上述误差.

同样地, t−0.2 ≺ t−0.5, NS-DHA 噪声不可控,
从图 4 (a) 结果可以看出, t =2 000 时, Agent 大体
上以 XXX∗ 为中心呈正态分布, 且方差会随着 t 的增

大而趋于无穷.
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图 4 系统存在噪声时, 不同 ε (t), Agent 分布的中心及方差

Fig. 4 The center and variance of agent distribution ε (t) when system is with noise

2) 图 4 (b) 和图 4 (c) 分别为 ε(t) 等于 t−0.8 和

t−1lgt 时 Agent 状态分布曲线, 从图中结果可以看
出, 此时 Agent 状态以 XXX∗ 为中心呈正态分布, 且
方差随着 t 增大而趋于稳定, 由于 t−0.5 ≺ t−0.8 ≺
t−1lg(t) ≺ t−1, 这也印证了推论 1 结论的正确性.
比较图 4 (c) 和图 4 (b) 可以看出, 在相同的条

件下, ε(t) = t−1lgt 时, Agent 最终分布方差要小
于 ε(t) = t−0.8 时的情形. 由定理 2 结论可知, 若
ε(t) 的阶越高, 噪声的抑制效果越好, 结合推论 1
可以得出, 当 t−0.5 ≺ ε(t) ≺ t−1 时, NS-DHA 使
Agent 最终状态以 XXX∗ 为中心呈正态分布, 且 ε(t)
越接近 t−1 , Agent 分布方差越小.

3) 图 4 (d) 为 ε(t) = t−1.5 时 Agent 状态分布
曲线, 从实验结果可以看出, Agent i 以 x∧i 为中心
呈正态分布, 其方差随着 t 增大而趋于稳定, 这是

因为首先 ε(t) = t−1.5 为 t−0.5 的高阶无穷小, 其噪
声是可控的, 因此 Agent 最终分布方差是稳定的;
同样地, ε(t) Â t−1, 考察式 (16) 右半部分的前项,
此时, limt→∞

∏
t
k=0A(k)XXX(0) = XXX∧, 这里 XXX∧ =

[x∧1 , · · · , x∧n ]T, 若 i 6= j, 有 x∧i 6= x∧j , 因此对于任意
Agent i, 其最终状态将以 x∧i 为中心呈正态分布.

4.3 Agent分布方差与执行效率

当一致性系统存在噪声时, 我们总是希望
Agent 能以 x∗ 为中心, 且分布范围尽可能小. 与
此同时, 状态趋于 x∗ 的速度尽可能快. 令 D(t) =√

HHH(t)TXXX∗ 为所有 Agent 分布中心向量 HHH(t) 与
XXX∗ 距离, AV GSTD(t) = (

∑
n
i=1zi(t))/n 为所有

Agent 分布方差的平均值, 其中, HHH(t) = [h1(t),
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· · · , hn(t)]T, hi(t) = (
∑

s
j=1x

j
i (t))/s, zi(t) =

stdj=1,··· ,s(x
j
i (t)), stdj=1,··· ,s(·) 为方差函数, s 为

统计的次数, 在本实验中 s = 100. 取 ε(t) 分别
等于 t−0.6, t−0.8 和 t−1lgt, 这三个抑噪算子的阶均
在 t−0.5 和 t−1 之间, 且 t−0.5 ≺ t−0.6 ≺ t−0.8 ≺
t−1lg(t) ≺ t−1. 重复执行 NS-DHA, 并考察执行过
程中 Agent 分布的变化情况, 相关实验结果如图 5
和表 2 所示.

图 5 ε (t) 分别等于 t−0.6, t−0.8, t−1lgt 时, Agent

分布中心及方差的变化过程

Fig. 5 The distribution center and variance change

process of agent, when ε (t) equals to t−0.6, t−0.8, and

t−1lgt, respectively

图 5 展示了 Agent 分布的变化过程, 理论上当
t−0.5 ≺ ε(t) ≺ t−1 时, ε(t) 的阶越高, 即越接近 t−1,
Agent 最终分布的方差越小; 另一方面, ε(t) 的阶越
低, 即越接近 t−0.5, Agent 趋于 x∗ 的速度越快. 不
难看出, 图 5 中的实验结果与理论结果是一致的, 当
ε(t) = t−0.6 时, Agent 趋于 x∗ 的速度最快, 而当
ε(t) = t−1lg(t) 时, Agent 趋于 x∗ 的速度最慢.

通过表 2 可以得出, 当 s, t →∞ 时, Case 1∼ 3
的D(t)值趋于 0,且Case 1的收敛速度最快, Case 2
次之, 而 Case 3 收敛速度最慢. 比较表 2 中的
Case 1∼ 3 可以看出, D(t) 的变化符合上述规律.

t = 100 时, Case 1 和 Case 2 的 D(t) 值趋于稳定,
而 Case 3 的 D(t) 值依然较大, 这表明 ε(t) 等于
t−0.6, t−0.8 时, D(t) 的收敛速度明显快于 ε(t) 等于
t−1lg(t) 时的情形.
从表 2 中还可以发现, t = 500 时, Case 3 的

D(t) 值最小, 而 Case 1 的 D(t) 值最大, 这是由于
D(t) 是一个统计量, 由于 Case 1 中 Agent 分布的
方差较大, 统计次数 s 会影响 D(t) 结果, 统计次数
s 和时间 t 越大, 这三种情况的 D(t) 值差距就越小.
表 2 中的数据能更加详尽和具体地说明上述事实.
考察表 2 的 AV GSTD(t) 值可以发现, ε(t) 等

于 t−0.6 时, Agent 最终的平均方差最大; 而 ε(t) 等
于 t−1lg(t) 时, Agent 最终的平均方差最小. 综上所
述可以得出, 若抑噪算法使 Agent 最终分布方差较
小, 一定程度上会牺牲算法收敛至 x∗ 的效率.

在近期的一些研究中[26−28], 通常将函数 (t +
1)−1 作用于 Laplacian 矩阵 L, 这相当于令本文中
抑噪算子 ε(t) = (t + 1)−1, 此时, 理论上当 t → ∞
时, Agent 将以非一致向量XXX∧ 为中心呈正态分布.
以下通过实验和对比具体阐述这种抑噪策略所存在

的问题.
设 Agent i 的状态 xi ∈ [bl, bh], 其所携噪

声方差为 σ2
i , i = 1, · · · , n, 定义信噪比 P =

(max σ2
i )/(min |bh − bl|), 即 P 为 Agent 所携噪

声的最大方差与包含所有 Agent 可能状态的最小
区间之比. 假设系统的终止时间为 T, 称 Err =

(
∑

s
j=1

√
(XXXj −XXX∗)T(XXXj −XXX∗))/s 为系统的平均

误差, EM =
√

(XXXMean −XXX∗)T(XXXMean −XXX∗) 为
系统的均值误差, 其中, XXXj = [xj

1(T ), · · · , xj
n(T )],

XXXMean = [xMean
1 , · · · , xMean

n ]T, xMean
i =

(
∑

s
j=1x

j
i (T ))/s, s 为统计的次数. 当 XXX∧ 6= XXX∗

时, 除 Agent 所携噪声外, 均值误差是影响系统平
均误差的另一个主要因素, 取抑噪算子 ε (t) 分别等
于 t−0.6, t−0.8, t−1lgt, (t + 1)−1, 令 s = 100, T =
1000, 不同情况下的系统平均误差和均值误差如表
3 所示.
通过表 3 中的数据和对比可以得出:

表 2 ε (t) 分别等于 t−0.6, t−0.8, t−1lg (t) 时, 不同时间 t, Agent 分布中心及方差的变化数据表

Table 2 The distribution center and variance change process of agent at different time, when ε (t) equals to

t−0.6, t−0.8, and t−1lg (t), respectively

D(t) AV GSTD(t)

No. ε (t) t = 1 t = 10 t = 50 t = 100 t = 500 t = 1 t = 10 t = 50 t = 100 t = 500

Case 1 t−0.6 39.839 4.5519 1.3415 1.3664 1.4091 3.1472 3.6853 4.1346 4.2785 4.20377

Case 2 t−0.8 39.498 8.9353 2.0151 1.0787 1.0842 3.1455 3.1966 3.2508 3.2698 3.29000

Case 3 t−1lg (t) 531.29 135.74 21.374 8.4147 0.9255 0.9637 1.4449 1.5819 1.6199 1.63073
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表 3 s = 100, T = 1000, ε (t) 分别等于 t−0.6, t−0.8, t−1lg (t) 和 (t + 1)−1 时, 系统平均误差与均值误差对比

Table 3 The contrast of system average error and mean error whenε (t) equals to t−0.6, t−0.8, t−1lg (t), and (t + 1)−1,

respectively (s = 100, T = 1000)

P = 0.25 P = 0.025 P = 0.0025

No. ε (t) Err EM Err EM Err EM

Case 1 t−0.6 129.43 1.58 137.61 2.84 142.80 5.15

Case 2 t−0.8 74.24 1.65 80.45 3.33 88.75 14.57

Case 3 t−1lg (t) 54.37 2.57 55.10 19.14 99.62 78.23

Case 4 (t + 1)−1 58.20 12.36 104.53 75.56 545.01 539.40

1) 比较 Case 1∼ 3 与 Case 4 可以看出, Case 1
∼ 3 的均值误差明显小于 Case 4 的均值误差, 这是
因为在理论上当 s, t → ∞ 时, Case 1∼ 3 的均值
误差 EM → 0 (Agent 状态分布中心趋于 x∗), 而
Case 4 却不能保证这一点.

2) 由之前的理论分析和实验我们已经知道, 算
法噪声可控时, 抑噪算子的阶越高, 最终 Agent 分
布的方差越小, 而对于不同的抑噪算子, 最终系统
噪声的方差是收敛和确定的, 因此, 由噪声引起的
随机误差仅与不同的抑噪算子相关, 而与信噪比 P

无关; 另一方面, 当 Agent 状态分布中心XXX∧ 6= XXX∗

时, Agent 状态分布范围越大, XXX∧
与XXX∗

间的距离

就越大, 其对应的均值误差也就越大, 从而我们可以
得出: 均值误差对系统平均误差的影响随信噪比 P

的减小而增大. 表 3 中的数据也印证了这一事实, 比
较 Case 1、Case 2 与 Case 4 可以看出, 当 P = 0.25
时, 尽管 Case 1 和 Case 2 的均值误差小于 Case 4
的均值误差, 但 Case 1 和 Case 2 的系统平均误差
却大于 Case 4 的系统均值误差. 而当 P = 0.0025
时, Case 4 的均值误差和系统平均误差都是最大
的.

3) 由于 t−1lgt 与 (t + 1)−1
的阶充分接近, 两

者对噪声的抑制作用基本相同, 同时 t−1lgt ≺
(t + 1)−1,理论上,当 s, t →∞时, Case 3的均值误
差趋于 0, 因此, 对于 P 的三个不同取值, Case 3 的
均值误差和系统平均误差均小于 Case 4, 且随着 P

的减小,两者间的精度差异逐渐扩大,当 P = 0.0025
时, Case 3 的精度要远好于 Case 4 的精度.

综上所述, 在实际应用中, 应选择阶位于 t−0.5

和 t−1 之间的函数作为抑噪算子, 并根据实际情况
在精度和效率间进行权衡1.

5 结论

本文在已有研究的基础上, 对线性一致性算法

的噪声问题进行了讨论, 针对线性一致性算法的噪
声不可控性, 提出采用抑噪算子 ε (t) 控制噪声的策
略, 并得出以下结论:

1) 当 ε (t) 为 t−0.5 等价或低阶无穷小时, 抑噪
算法噪声不可控, t → ∞ 时 Agent 状态发散, 且
ε (t) 的阶越低, 其发散的速度越快.

2) 当 ε (t) 为 t−0.5 的高阶无穷小及 t−1 的低阶

无穷小, 当 t →∞ 时 Agent 的状态将以 x∗ 为中心,
某一确定值为方差呈正态分布, 且 ε (t) 越接近 t−1,
Agent 分布的方差越小, ε (t) 越接近 t−0.5, Agent
分布中心收敛至 x∗ 的速度越快.

3) 当 ε (t) 为 t−1 等价或高阶无穷小时, 则在抑
噪函数 ε (t) 的作用下, t →∞ 时系统噪声方差是有
界的, 但 Agent i 状态分布的中心不能收敛至 x∗.
最后, 以 DHA 为例, 对上述理论结果进行了验

证、分析和说明.
多智能体一致性问题在诸多领域有着广泛的实

际背景, 就某一具体问题而言, 通常与图 G 的某一
具体结构相对应, 实际问题的多样性决定了 G 结构
的多样性. 本文从理论上为这一类问题的噪声控制
提供了依据, 并提出了基于抑噪算子的噪声控制策
略. 关于算法的复杂度和收敛速度, 广义上与图 G 的
Laplacian 矩阵 L 的次小特征值有关, 在以往的研
究中已经给出了较为完备的结果, 引入噪声后, 一些
问题与本文密切相关, 如 Agent 最终分布方差界限、
收敛速度估计、噪声敏感性分析等, 这些问题相对复
杂, 用较短的篇幅很难表述清楚, 我们已在另一论文
中以某些实际应用为背景, 对上述问题进行了专门
的讨论.
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