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分区四元数姿态控制

张洪华 1 关轶峰 1 胡锦昌 1 王泽国 1

摘 要 提出了一种基于分区控制策略的四元数姿态控制律. 其基本思

想是基于姿态四元数误差分区设计目标角速度, 由此将问题降阶为一个

角速度跟踪问题; 基于不同的角速度跟踪误差, 设计了切换类型的抗干

扰姿态控制律. 该控制策略可以使得姿态快速收敛, 并且在合适的参数

选择条件之下还能同时满足控制力矩的饱和约束. 通过综合相平面和

Lyapunov 函数的分析方法严格证明了闭环系统全局收敛的性质. 最后,

通过数值仿真验证了本文提出的控制方案的有效性.
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A Novel Attitude Control Strategy
Based on Quaternion Partition
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Abstract A novel controller based on quaternion partition is

proposed for controlling rigid-body attitude with constant dis-

turbances. By partitioning the quaternion into different regions,

different virtual angular velocities are determined, and the con-

trol problem is reduced to tracking these virtual angular ve-

locities. Then, switching laws for angular velocity tracking are

also designed depending on the angular velocity tracking errors.

The closed-loop system enjoys the property of fast attitude con-

vergence, and the requirement of actuator saturation can also

be satisfied through appropriate choice of relevant parameters.

By means of phase plane and Lyapunov stability analysis, it

is proven that the closed loop is globally convergent. Finally,

the effectiveness of proposed method is illustrated by numerical

simulations.
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航天器姿态控制的两个基本问题是姿态机动和姿态跟

踪, 前者的控制品质体现在快速性, 而后者的控制品质体现

在消除干扰力矩获得高精度. 其中, 一些工程上的实际约束

是必须考虑的, 包括: 控制力矩受限, 即不能逾越飞轮或喷气

执行机构的最大控制力矩; 角速度限制, 以满足航天器平稳

性需求、导航带宽需求以及角速率陀螺量程等要求; 控制模

式一体化要求, 尽可能将机动和跟踪两种模式用一个统一公

式表达, 这样可在尽可能少的控制计算机存储空间内实现软
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件代码. 嫦娥三号着陆器在动力下降过程中的姿态控制集中

体现了上述需求. 在主减速阶段姿态控制要求平稳、高精度

以利于保证导航精度和制导精度, 在姿态调整阶段则要求快

速姿态机动以可靠捕获接近阶段的位置速度以及相应轨迹,

随后又要求高精度姿态控制. 这里的突出问题是: 推进剂不

平衡排放导致大干扰力矩存在, 角速度大小也受到严格约束.

就理论上的研究而言, 目前许多学者已经应用各种现代

控制理论到航天器姿态控制的研究当中, 如自适应控制[1]、

滑模控制[2]、饱和控制[3]、退步法[4] 等, 但由于控制器的复

杂性和工程约束等各方面的原因, 目前尚无实际应用的案例.

就目前而言, 多种已经飞行实现的姿态控制律主要包括

相平面控制和 PID 控制. 考虑到航天器用于姿态控制的推

力器一般只能采用开关控制, 因此充分利用其开关特性的相

平面控制方法在一开始就得到了广泛应用, 如早期美国的

Apollo 飞船的姿态控制[5], 以及现在美国火星着陆器[6] 和日

本隼鸟号[7] 的姿态控制. 相平面控制的优点是方法直观, 可

以根据工程约束对相平面进行灵活的分区, 同时获得快速控

制性能[8]. 然而, 对含干扰或挠性的系统则难以获得高精度

控制, 且缺乏分析闭环系统稳定性的有效手段.

PID 控制方法则一定程度上克服了相平面控制的这些

缺点. 它首先利用经典或现代控制理论来设计相关控制参数,

然后通过 PWM 调制推力器开关时间来近似控制量. 该方法

通过积分项消除干扰的影响以获得较高控制精度, 也容易利

用相关控制理论来保证闭环的稳定性, 因此在具有大干扰、

含挠性和/或液体晃动等谐振模态的轨控情形下得到了广泛

应用[9]. 航天器姿态的 PID 控制方法又可分为两类. 1) 基

于欧拉角描述的局部线性化 PID 控制, 该方法适用于小角度

误差的情形, 其典型成功代表是静止轨道卫星变轨阶段的姿

态控制[10]. 然而应当指出尽管 PD 控制的运动形态已经描述

得比较完整, 但存在积分项的 PID 控制下的二阶积分环节的

运动特性却难以在相平面上进行刻划, 且很少在文献中见到.

这样当存在上述工程约束时, 一些基础问题需要从头考虑.

另外, PID 控制存在Windup 现象[11], 这有可能导致角速度

的超调问题, 这对工程应用是不利的. 2) 以四元数等非线性

运动学描述的 PID 控制[12−15], 它适用于大范围姿态机动的

情形, 其基本特征是从非线性角度与全局范围来推广和论证

第一类方法. 它除了具有线性化 PID 控制的特点外, 还存在

姿态四元数表示的不唯一性, 这会导致诸如展开和全局稳定

等问题. 尽管这些问题已得到一定程度解决[16−17], 然而, 值

得注意的是, 角速度受约束、带积分控制的过程品质等工程

上存在的问题依然需要进一步研究[18].

以此为背景, 本文提出了分区四元数姿态控制方法. 其

基本思想是: 1) 以绕欧拉轴的转角对四元数表示的姿态进行

分区, 形成内区和外区; 2) 在外区采用绕欧拉轴的恒角速度

控制获得特征转动, 使其能快速机动到内区; 3) 在内区采用

线性速度 –四元数目标轨迹的 PI 控制, 使得在内区有尽可能

平稳的运动轨迹. 本文主要贡献在于: 通过采用四元数内外

区分开设计的姿态控制器, 使着陆器可以同时满足快速性和

平稳性要求, 并且从理论上分析了闭环系统收敛性. 我们注

意到角速度受限的 PD 控制有一些结果, 见Wie 的专著[19],

与其相比较本文创新之处在于: 本文考虑了干扰力矩的作用,

采用了积分控制项以消除其影响, 并且使得角速度满足约束

的方法是通过规划目标角速度而不是限制角度来实现的; 此

外控制轨迹的受控优化和完整刻划也是本文特色.
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1 问题描述

令 “o” 代表惯性坐标系, “s” 代表航天器本体坐标系,

“d” 代表航天器目标坐标系. 除非特别说明, 本文涉及所有矢

量均为在 “s” 系上表示, 矢量相对时间导数均为在 “s” 系上

进行. 为说明问题方便起见, 本文设目标系与惯性系一致; 对

于两者不同的情形, 可以通过引入姿态误差概念对本文结果

进行自然推广.

设从 “o” 系旋转到 “s” 系的欧拉轴单位矢量为 eee =

[e1, e2, e3]
T, 欧拉角为 θ, 则 “s” 系相对 “o” 系的姿态可用单

位误差四元数表示:

qqq =
[
q̄qqT q4

]T

(1)

其中, q̄qq = [q1, q2, q3]
T, q1 = e1 sin θ

2
, q2 = e2 sin θ

2
, q3 =

e3 sin θ
2
是四元数的矢量部分, q4 = cos θ

2
是四元数标量部

分, 满足 |q4|2 + ‖q̄qq‖2 = 1.

为简化问题难度和便于表述主要研究思路, 首先需要做

如下简化: 将着陆器处理为刚体, 忽略液体晃动与挠性的影

响; 忽略姿态对轨道控制的耦合作用, 认为轨道控制对姿态

控制系统的影响简化为常值的轨控干扰力矩; 姿态控制执行

机构认为是输出连续控制量.

记 “s” 系相对于 “o” 系的旋转角速度为 ωωω, 则航天器姿

态运动学可以表示为[9]

˙̄qqq =
1

2
ωωωq4 − 1

2
ωωω × q̄qq (2)

q̇4 = −1

2
ωωωTq̄qq (3)

其中, “ ˙ ” 表示相对时间的导数, ωωω× 是叉乘矩阵, 即对于

ωωω = [ω1, ω1, ω3]
T ∈ R3, 有:

ωωω× =




0 −ω3 ω2

ω3 0 −ω1

−ω2 ω1 0


 (4)

设 “s” 系坐标原点位于卫星质心, I 是航天器本体相对

于 “s” 系的惯量矩阵. 考虑纯刚体情形, 则受扰航天器姿态

动力学方程可以表示为[9]

Iω̇ωω + ωωω × Iωωω = τττ + ddd (5)

其中, τττ ∈ R3 是控制力矩向量, ddd ∈ R3 是扰动力矩向量. 考

虑常值干扰的情形, 即 ddd 满足:

ḋdd = 0 (6)

考虑到干扰力矩一般变化较缓慢, 并且当被抵消的速度

足够快时许多时变干扰也可以被转化成慢变的形式, 因此设

定干扰为常值在工程上具有可行性.

至此, 航天器姿态控制问题可以描述为: 依据数学模型

(2) 和 (3) 以及 (5) 和 (6), 构造控制规律 τττ , 以消除干扰力矩

影响并使得 “s” 系与 “d” 系趋于一致, 即当 t →∞ 时有:

q̄qq(t) → 0, ωωω(t) → 0 (7)

2 控制律设计

考虑以四元数和角速度为维度的区域划分如图 1 所

示. 阴影部分为 I 区 ΩI = {qqq : ‖q̄qq‖ ≤ q̄T } , 其余为 II 区

ΩII = {qqq : ‖q̄qq‖ > q̄T }.

图 1 q̄qq-ωωω 区域划分

Fig. 1 Domain partition of q̄qq-ωωω

根据式 (2) 和 (3) 以及图 1, 构造理想角速度如下:

ωωωd =

{
−kq̄qq, 若 qqq ∈ ΩI

−ωT
q̄qq
‖q̄qq‖ , 若 qqq ∈ ΩII

(8)

这里, ωT、q̄T 为适当正数, k = ωT /q̄T . 式 (8) 意味着: 在 II

区, 理想角速度是沿欧拉轴以固定角速度 (如图 1 的两条横

线) 进行特征转动直至进入 I 区; 在 I 区, 理想角速度是跟踪

一条关于四元数的线性轨迹 (如图 1 的斜线), 直至进入零点

附近任意小的区域.

引入 sss = ωωω −ωωωd, 于是有:

ṡss = ω̇ωω − ω̇ωωd = I−1 (−ωωω × Iωωω + τττ + ddd)− ω̇ωωd (9)

由此设计控制律为

τττ =

{
ωωω × Iωωω + Iω̇ωωd + IσM1 (−k1sss− k2ααα) , 若 ‖sss‖∞ ≤ s̄

−τmaxsgn (sss) , 若 ‖sss‖∞ > s̄

(10)

α̇i =





si, 若 |k2αi| < M2

0, 若 |k2αi|= M2 且 αisi > 0

si, 若 |k2αi|= M2 且 αisi ≤ 0

(11)

其中, ki > 0, i = 1, 2是控制参数; sgn (·) : R3 → R3 是矢量

符号函数, 即对相应元素提取正负号; σM1 (·) : R3 → R3 是

矢量饱和函数, 即当相应分量的绝对值不超过M1 时取原来

值,大于M1 时取M1,小于−M1 时取−M1; ααα(·) : R3 → R3

表示积分算子在区间 (−M2/k2, M2/k2) 内的投影, αi (i=1,

2, 3) 表示其分量, 当 αi 位于区间内时表示正常积分, 当到达

区间边界时积分若会超出区间则不再积分并取边界值, 显然

有 |k2αi| ≤ M2, 注意到一般取M1 > M2; s̄ 是适当的正数,

‖sss‖∞ = max {|s1| , |s2| , |s3|}; τmax 是单轴最大控制力矩.

式 (10) 和式 (11) 有着三方面的含义. 1) 对于无饱和限

制情形, 控制规律事实上是关于 sss 的 PI 控制形式, 此时闭环

系统为 ṡss = −k1sss− k2ααα + I−1ddd. 由于 sss 的特殊形式, 它将闭

环系统特征方程的最高阶次由 3 降为 2, 由此闭环系统运动

形态变得更为容易刻划. 2) 控制规律考虑了角速度控制要求

的限制, 一旦角速度超过某值以致于 ‖sss‖∞ > s̄, 此时控制器

将产生最大可能的控制力矩使之回到约束范围内. 3) 控制规

律考虑了控制力矩的限幅, 包括积分项与总控制力矩的限幅,

尽管存在对陀螺力矩项 ωωω× Iωωω 和目标角加速度 Iω̇ωωd 的前馈,

但是可以证明在合适的参数选取之下这两项的大小是可以被

控制的. 下面将证明, 在式 (10) 和式 (11) 控制下的闭环系统

是全局收敛的. 首先将证明动力学方程的全局收敛性, 其次

在动力学收敛的基础上, 证明运动学方程也是全局收敛的.
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3 动力学收敛性证明

本部分将证明, 若 ‖sss(0)‖∞ > s̄, 那么只要适当选择

控制器的参数, 则闭环系统必将在有限时间内进入区域

‖sss‖∞ ≤ s̄; 另一方面, 若 ‖sss(0)‖∞ ≤ s̄, 则状态将一直保

持在该区域内并收敛到原点.

3.1 ‖sss (0)‖∞ > s̄ 情形下的分析

其结论如引理 1 所示.

引理 1. 设姿态方程 (2) 和 (3) 以及 (5) 受控制规律 (8),

(10) 和 (11) 的作用. 若下列条件成立:

1) τmax > ‖ddd‖∞;

2) 控制参数 k 和 ωT 适当小.

则对任意初始状态 ‖sss (0)‖∞ > s̄, 有下列结论成立:

1) 角速度是全局有界的;

2) 存在 t1 < ∞, 使有 ‖sss (t1)‖∞ ≤ s̄.

证明. 当 ‖sss (t)‖∞ > s̄ 时, 有 τττ = −τmaxsgn (sss), 代入姿

态动力学方程可得:

Iω̇ωω = −ωωω × Iωωω − τmaxsgn (sss) + ddd (12)

a) 结论 1) 的证明

设 γ > 0 且满足:

γ >
2(τmax + ‖ddd‖∞)

τmax − ‖ddd‖∞ (13)

假设 ‖ωωω(t)‖2 >
√

3γωT , 则必存在某一分量 n, 使得

|ωn| ≥ γωT , n ∈ {1, 2, 3}. 构造函数 Vω = ωωωTIωωω/2, 考虑使

得 V̇ω 最大的情形, 即假设其他两轴的角速度绝对值均小于

ωT . 注意到 ωωωT(ωωω × Iωωω) = 0, 从而有

V̇ω = ωωωT [−τmaxsgn (sss) + ddd] =

3∑
i=1

[−τmaxωisgn (ωi − ωd,i) + ωidi] ≤

− τmax|ωn| − τmax

3∑

i=1,i6=n

ωisgn (ωi − ωd,i)+

|ωn|‖ddd‖∞ +

3∑

i=1,i6=n

(ωidi) ≤

− (τmax − ‖ddd‖∞)γωT + 2ωT (τmax + ‖ddd‖∞) =

− (τmax − ‖ddd‖∞)

[
γ − 2(τmax + ‖ddd‖∞)

τmax − ‖ddd‖∞

]
ωT (14)

其中应用了 ‖ωωωd‖∞ ≤ ωT 的关系式. 考虑到式 (13), 可

知有 V̇ω < 0, 从而角速度会在有限时间内进入到区域

Ω :=
{
ωωω

∣∣‖ωωω(t)‖2 ≤
√

3γωT

}
的球形区域里, 而一旦进入

到该区域, 角速度将满足如下关系式:

‖ωωω(t)‖2 ≤ λmax(I)

λmin(I)

√
3γωT

另外, 在减小到区域 Ω 的过程中, 角速度将会保持在如下区

域:

‖ωωω(t)‖2 ≤ λmax(I)

λmin(I)
‖ωωω(0)‖2

而当 ‖sss (t)‖∞ ≤ s̄ 时, 有:

‖ωωω (t)‖∞ ≤ ‖sss (t)‖∞ + ‖ωωωd‖∞ ≤ s̄ + ωT

可见, 角速度会满足如下有界性要求:

‖ωωω(t)‖2 ≤ max

{
λmax(I)

λmin(I)
‖ωωω(0)‖2,

λmax(I)

λmin(I)

√
3γωT ,

√
3(s̄ + ωT )

}
, ∀t > 0

其中 γ 满足式 (13).

b) 结论 2) 的证明

采用反证法. 假设对 ∀t > 0, 恒有 ‖sss (t)‖∞ > s̄. 上述已

证明角速度的全局有界性, 由于 sss = ωωω−ωωωd 且 ‖ωωωd‖∞ ≤ ωT ,

因此 sss 也是全局有界的. 注意到 ωωωd = R(qqq)ωωωd, 从而有:

Iṡss = I
d(ωωω −R(qqq)ωωωd)

dt
=

−ωωω×Iωωω + τττ + ddd− IR(qqq)ω̇ωωd + Iωωω×R(qqq)ωωωd =

− sss×Isss− sss×Iωωωd −ωωωd×Isss−ωωωd×Iωωωd + τττ+

ddd− IR(qqq)ω̇ωωd − Iωωωd×sss =

− sss×Isss− sss×Iωωωd − (ωωωd×I + Iωωωd)sss+

ddd + τττ −ωωωd×Iωωωd − IR(qqq)ω̇ωωd (15)

构造函数 Vs = sssTIsss/2, 则有

V̇s = sssT [−sss×Isss− sss×Iωωωd − (ωωωd×I + Iωωωd)sss+

ddd + τττ −ωωωd×Iωωωd − IR(qqq)ω̇ωωd] =

sssT [−sgn(sss)τmax + ddd−ωωωd×Iωωωd − IR(qqq)ω̇ωωd] (16)

其中应用了 sssT(ωωωd×I + Iωωωd)sss = 0 的关系式.

注意到

‖ωωωd × Iωωωd‖∞ ≤ ‖I‖∞‖ωωωd‖2∞ ≤ ‖I‖∞ω2
T (17)

且在 I 区有

‖ω̇ωωd‖ =
∥∥−k ˙̄qqq

∥∥ =
k

2
‖(q4E3 + q̄qq×)ωωω‖ ≤ k

2
‖ωωω‖ < ∞ (18)

同时在 II 区有:

‖ω̇ωωd‖ =

∥∥∥∥ωT

(
˙̄qqq

‖q̄qq‖ − q̄qq
q̄qqT ˙̄qqq

‖q̄qq‖3
)∥∥∥∥ =

ωT

‖q̄qq‖3
∥∥∥
(
‖q̄qq‖2 E3 − q̄qqq̄qqT

)
˙̄qqq
∥∥∥ =

ωT

‖q̄qq‖3
∥∥∥∥−

1

2
q̄qq×q̄qq×(q4E3 + q̄qq×)ωωω

∥∥∥∥ ≤

ωT

2 ‖q̄qq‖‖ωωω‖ ≤
ωT

2q̄qqT

‖ωωω‖ =
k

2
‖ωωω‖ < ∞ (19)

其中应用了 ‖q4E3 + q̄qq×‖ = 1 和 ‖q̄qq× ‖ = ‖q̄qq‖ 的关系式, E3

表示维数为 3 的单位矩阵. 由式 (18) 和 (19) 可得:

‖IR(qqq)ω̇ωωd‖∞ ≤ ‖I‖∞‖ω̇ωωd‖∞ ≤ ‖I‖∞‖ω̇ωωd‖2 ≤ k

2
‖I‖∞‖ωωω‖2

(20)

由式 (17) 和式 (20) 可知, 只要 k 和 ωT 足够小, 就能保

证:

‖ddd− IR(qqq)ω̇ωωd −ωωωd×Iωωωd‖∞ ≤

‖ddd‖∞ +
k

2
‖I‖∞‖ωωω‖2 + ‖I‖∞ω2

T <

τmax − τ ′max (21)
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其中, τ ′max 是适当的小数. 于是由式 (16) 可得:

V̇s ≤ −τ ′max‖sss‖1 ≤ −τ ′max‖sss‖2 (22)

进而根据 Lyapunov 稳定性定理容易推出当 t → ∞ 时,

sss → 0.

上述结果与假设 ‖sss (t)‖∞ > s̄, ∀t > 0 是矛盾的, 于是结

论 2) 得证. ¤
3.2 ‖sss(0)‖∞ ≤ s̄ 情形下的分析

本节证明区域 ‖sss (0)‖∞ ≤ s̄ 是不变区域, 其结论如引理

2 所示.

引理 2. 设姿态运动方程 (5) 和 (6) 受控制规律 (8) 与

(10) 和 (11) 作用. 若下列条件成立:

1) M1 > M2 >
∥∥I−1ddd

∥∥
∞;

2) s̄ = M1+M2
k1

;

3) τmax ≥ ‖I‖∞
(

2M1
k1

+ ωT

)2

+
√

3k
2
‖I‖∞

(
2M1
k1

+ ωT

)
+

‖I‖∞M1.

则当初始状态满足 ‖sss (0)‖∞ ≤ s̄ 时, 有:

‖sss (t)‖∞ ≤ s̄, ∀t > 0

证明. 首先证明在条件 1)∼ 3) 成立时, 实际控制力矩不

超过最大控制力矩 τmax. 为此, 注意到 ‖sss (t)‖∞ ≤ s̄ 时的控

制律为

τi = (ωωω × Iωωω)i + (Iω̇ωωd)i + IσM1 [(−k1si − k2αi)] ,

i = 1, 2, 3 (23)

根据 sss、ωωωd 和 σM1 的定义, 并结合式 (18) 和 (19) 有:

‖ωωω‖∞ ≤ ‖sss‖∞ + ‖ωωωd‖∞ ≤ s̄ + ωT =

M1 + M2

k1
+ ωT <

2M1

k1
+ ωT (24)

‖ω̇ωωd‖∞ ≤ ‖ω̇ωωd‖2 ≤
k

2
‖ωωω‖2 ≤

√
3k

2
‖ωωω‖∞ ≤

√
3k

2

(
2M1

k1
+ ωT

)
(25)

于是由式 (23) 可得

‖τττ‖∞ ≤ ‖I‖∞ ‖ωωω‖2∞ + ‖I‖∞‖ω̇ωωd‖∞ + ‖I‖∞M1 <

‖I‖∞
(

2M1

k1
+ ωT

)2

+

√
3k

2
‖I‖∞

(
2M1

k1
+ ωT

)
+ ‖I‖∞M1 (26)

考虑到条件 3), 可知实际控制力矩是不超过最大控制力

矩 τmax 的.

其次证明, 在控制律式 (23) 作用下, 区域 ‖sss (t)‖∞ ≤ s̄

是不变区域. 将式 (23) 代入式 (9), 列出第 i 轴的闭环系统如

下:

ṡi = σM1 (−k1si − k2αi) +
(
I−1ddd

)
i
≡ τ̄i +

(
I−1ddd

)
i

(27)

α̇i =





si, 若 |k2αi| < M2

0, 若 |k2αi| = M2 且 αisi > 0

si, 若 |k2αi| = M2 且 αisi ≤ 0

(28)

其中, τ̄i := σM1 (−k1si − k2αi), i = 1, 2, 3. 由此, 在条件 1)

和 2) 之下, 可以画出系统 (27) 和 (28) 的 αi − si 相平面, 如

图 2 所示. 如下 4 条直线:

l1 : −k1si − k2αi −M1 = 0 (29)

l2 : −k1si − k2αi + M1 = 0 (30)

l3 : k2αi −M2 = 0 (31)

l4 : k2αi + M2 = 0 (32)

将相平面分为三个区: 4 条直线 l1、l2、l3、l4 围成的封闭区

域称为 A 区, A 区以上的区域为 B 区, A 区以下的区域为 C

区.

图 2 αi-si 相平面

Fig. 2 Phase portrait of αi-si

图 2 的粗线部分给出了几条典型相轨迹, 特别注意到由

于 αi 的特殊形式, 在 B 区和 C 区的边界上相轨迹要么沿垂

直方向趋向 s̄ = 0 再进入 A 区, 要么直接进入 A 区. 下面分

区进行详细分析.

在 B 区, 系统运行轨迹满足方程: ṡi = −M +
(
I−1ddd

)
i
.

由条件 1), 推知 si 严格递减, 因此若 si (0) ≤ s̄ 则恒有

si (t) ≤ s̄. 此外在此区域相轨迹为抛物线形式, B 区的轨迹

或者向右运动到 αi = M2/k2 的边界线, 或者直接进入 A 区

域.

在 C 区, 系统运行轨迹满足方程: ṡi = M +
(
I−1ddd

)
i
.

由条件 1), 推知 si 严格递增, 因此若 si (0) ≥ −s̄ 则恒有

si (t) ≥ −s̄. 此外在此区域相轨迹为抛物线形式, C 区的轨

迹或者向左运动到 αi = −M2/k2 的边界线, 或者直接进入

A 区域.

在A区域,系统运行轨迹满足方程: ṡi = −k1si−k2αi+(
I−1ddd

)
i
, α̇i = si. 注意到相点 (αi, si) =

((
I−1ddd

)
i
/k2, 0

)
为

A 区的唯一平衡点, 图 2 中画出了二阶临界阻尼情形下的相

轨迹, 对于此种情形, 系统不会逃出 A 区域并收敛到该平衡

点, 其行为与标准的二阶积分系统相同; 对于过阻尼情形, 情

形是类似的; 对于欠阻尼情形, 状态可能会进入 B 区或者 C

区, 而由前面的分析可知, 即使 A 区的相轨迹进入 B 或者 C

区, 仍有 |si (t)| ≤ s̄.
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综上分析, 若 |si (0)| ≤ s̄, 则恒有 |si (t)| ≤ s̄, ∀t > 0. ¤
3.3 动力学方程收敛性的主要结论

在引理 1 和引理 2 的基础上, 可以导出动力学方程收敛

性的主要结果.

定理 1. 设姿态方程 (2)∼ (6) 受控制规律 (8), (10) 和

(11) 作用. 若下列条件成立:

1) τmax > ‖ddd‖∞;

2) 控制参数 k 和 ωT 适当小;

3) M1 > M2 >
∥∥I−1ddd

∥∥
∞;

4) s̄ = M1+M2
k1

;

5) 选取控制参数使得

τmax ≥ ‖I‖∞
(

2M1

k1
+ ωT

)2

+

√
3k

2
‖I‖∞

(
2M1

k1
+ ωT

)
+ ‖I‖∞M1

则对于任意初始状态, 系统运动轨迹满足

sss (t) → 0, k2ααα(t) → I−1ddd, t →∞

证明. 由引理 1 可知, 在假设 1) 和 2) 的条件之下, 对

于任意初始状态 sss (t) 均会在有限时间内进入到 ‖sss(t)‖∞ ≤ s̄

的区域内, 并且在条件 2) 之下, 控制力矩不会发生饱和. 由

引理 2 可知, 在 3)∼ 5) 的条件之下, 对于任意 ‖sss(0)‖∞ ≤ s̄

的初始状态将保持在 ‖sss(t)‖∞ ≤ s̄, ∀t > 0 的区域内, 且不

会发生饱和. 因此, 对于任意的初始状态, sss (t) 将在有限时

间内进入并保持在区域 ‖sss(t)‖∞ ≤ s̄ 内. 因此, 在考虑 sss (t)

的收敛性时, 可仅在区域 ‖sss(t)‖∞ ≤ s̄ 内考虑问题. 为证明

sss (t) → 0, 构造函数:

Vi =
1

2
s2

i +
1

2
k2

[
αi − 1

k2
(I−1ddd)i

]2

(33)

其中, i = 1, 2, 3.

结合图 2, 下面对 Vi 的导数进行分区讨论.

1) 相点属于 B 区

由引理 2 的分析, 此时有

ṡi = −M1 + (I−1ddd)i

如果相点属于 B 区域的右边界线 l3, 此时 αi = 0, 对 Vi

求导有

V̇i = −si[M1 − (I−1ddd)i] (34)

而如果相点不属于右边界线 l3, 此时有

V̇i = si

[−M1 +
(
I−1ddd

)
i

]
+ k2

[
αi − 1

k2
(I−1ddd)i

]
si =

− si (M1 − k2αi) (35)

根据条件 3), 必存在充分小的正数 δ 满足下式

M1 > max
{
M2,

∥∥I−1ddd
∥∥
∞

}
+ δ

同时注意到 si > 0 和 |k2αi| ≤ M2, 那么由式 (34) 和 (35) 可

得:

V̇i ≤ −δsi = −δ|si| (36)

2) 相点属于 C 区

其分析是完全类似的, 在此不再赘述.

3) 相点属于 A 区

此时系统方程形式为

ṡi = −k1si − k2αi +
(
I−1ddd

)
i

对 Vi 进行求导, 可得:

V̇i = si

[−k1si − k2αi +
(
I−1ddd

)
i

]
+

k2

[
αi − 1

k2
(I−1ddd)i

]
α̇i ≤

− k1s
2
i (37)

其中应用了如下关系式:

k2

[
αi − 1

k2
(I−1ddd)i

]
(α̇i − si) ≤ 0

其中, si 属于 A 区域 (包括其左右边界线 l3 和 l4).

由 1)∼ 3) 部分的讨论结果式 (36) 和 (37), 可知有

V̇i ≤ −k1s
2
i , 若 (αi, si) ∈ A (38)

V̇i ≤ −δ|si|, 若 (αi, si) ∈ B 或 C (39)

注意到 si 是全局有界的, 设 si 在时间 (0,∞) 内的最大值为

sM , 因此有

|si|∞ ≤ sM ⇒ |si|2 ≤ sM |si| ⇒ −|si|2 ≥ −sM |si|

⇒ − δ

sM
|si|2 ≥ −δ|si| (40)

令 δ′ = δ/sM , 则由式 (39) 和 (40) 有

V̇i ≤ −δ′|si|2, 若 (αi, si) ∈ B 或 C (41)

若再令 k′ = min{δ′, k1}, 那么由式 (38) 和 (41) 有

V̇i ≤ −k′|si|2, 若 (αi, si) ∈ A, B 或 C (42)

对不等式 (42) 两边在时间区间 (0, t) 内进行积分, 并代

入式 (33) 可得:

1

2
s2

i +
1

2
k2

[
αi − 1

k2
(I−1ddd)i

]2

+

∫ t

0

k′|si|2dτ ≤ Vi(0)

从而可知 si 是平方可积和有上界的, 即有

si ∈ L2

⋂
L∞ (43)

又由 ṡi 的方程式 (27) 可知, ṡi 是有界的, 因此由 Bar-

balat 引理可知 si → 0.

由于 si → 0 时, 因此状态 (αi, si) 最终会在有限时间 T

内进入并保持在 A 区域. 从而为证明 k2αi →
(
I−1ddd

)
i
, 我们

只需要考察 A 区域即可. 注意到在 A 区域有

ṡi = −k1si − k2αi +
(
I−1ddd

)
i

(44)

对上式左边在时间区间 [T, t] 内积分, 有
∫ t

T
ṡidt =

si(t) − si(T ) → −si(T ), t → ∞, 可见 ṡi 是 L1 可积的.

另外, 从式 (44) 右边易推出 ṡi 相对于时间 t 是一致连续的.

再次应用 Barbalat 引理, 可以证明 ṡi → 0. 因此, 由式 (44)

直接可得 k2αi →
(
I−1ddd

)
i
, 即积分项也是收敛的. 由于以上

证明对 ∀i ∈ {1, 2, 3} 均是成立的, 因此可知

sss(t) → 0, k2ααα(t) → I−1ddd, t →∞
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¤
注 1. 由具体表达式可知, 条件 1) 表明控制力矩至少要

比干扰大才能抑制干扰的影响, 从实际物理意义来说这是一

个必要条件; 条件 2) 要求参数 k, ωT 适当小, 这不仅是减少

控制力矩的要求, 而且可以减小参考角速度, 以使实际角速

度满足工程约束; 条件 3) 表明积分项的饱和限幅M2 至少要

比干扰大才能在稳态时完全抵消干扰影响, 而M1 > M2 则

表明饱和函数 σM1 至少要有一定的线性工作区间, 这些都是

不难理解的; 条件 4) 则是对角速度跟踪误差设限的要求; 条

件 5) 则从理论上给出了控制力矩下限的一个比较保守的估

计, 实际仿真时可适当放松该要求.

4 运动学的收敛性证明

在引理 1 和引理 2 的基础上, 可以导出运动学方程收敛

性的主要结果.

定理 2. 考虑姿态运动学方程 (2) 和 (3). 若姿态动力学

方程 (5) 采用满足条件 1)∼ 5) 的控制规律式 (8) 和式 (10),

则对任意初始状态, 系统运动学具有收敛性, 亦即:

q̄qq (t) → 0, ωωω (t) → 0, t →∞

证明. 由定理 1中的式 (43)可知, sss ∈ L2. 设Vq = 1−q4,

将其沿姿态运动学方程式 (3) 求导可得:

V̇q =
1

2
ωωωTq̄qq =

1

2
ωωωT

d q̄qq +
1

2
q̄qqTsss (45)

注意到在区域 I 内 ωωωd = −kq̄qq, 因此有

V̇q = −1

2
k‖q̄qq‖2 +

1

2
q̄qqTsss (46)

而在区域 II 内 ωωωd = −ωT q̄qq/‖q̄qq‖, 此时有

V̇q = −1

2
ωT ‖q̄qq‖+

1

2
q̄qqTsss ≤ −1

2
ωT ‖q̄qq‖2 +

1

2
q̄qqTsss (47)

设 β = min{k, ωT }/2, 由式 (46) 和 (47) 可得:

V̇q ≤ −β‖q̄qq‖2 +
1

2
q̄qqTsss ≤

− β‖q̄qq‖2 +
1

4
χ‖q̄qq‖2 +

1

4χ
‖sss‖2 =

−
(

β − 1

4
χ

)
‖q̄qq‖2 +

1

4χ
‖sss‖2 (48)

其中 χ 为足够小的正数使得 β − χ/4 > 0. 由式 (48) 可知:

(
β − 1

4
χ

) ∫ t

0

‖q̄qq‖2dt + Vq(t) ≤ Vq(0) +
1

4χ

∫ t

0

‖sss‖2dt

(49)

由于 sss ∈ L2, 又由定义知 Vq(t) 是有界的, 因此由式 (49) 可

知 q̄qq ∈ L2. 又由于 qqq,ωωω 均是有界的, 因此 ˙̄qqq 也是有界的, 由

Barbalat 引理可知 q̄qq → 0. 当 q̄qq → 0 时, 可知 q̄qq 必然在有限

时间内进入并保持在 ‖q̄qq‖ ≤ q̄T 的区域内, 此时有 ωωωd = −kq̄qq.

由于有 sss = ωωω −ωωωd = ωωω + kq̄qq → 0, 因此必然有 ωωω → 0. ¤
注 2. 定理 2 只是证明了四元数矢量部分 q̄qq 的收敛性,

尚未证明 q4 → 1 还是 q4 → −1. 下面对其进行分析. 由

于 sss → 0, 因此, 对于任意小的 µ > 0, 都存在有限时间

T1(µ) > 0, 使得 ∀t > T1(µ), 均有 1
4χ
‖sss‖2 ≤ µ, ∀t ≥ T1(µ).

于是对 ∀t ≥ T1(µ), 式 (48) 可继续化简为

V̇q ≤ −
(

β − 1

4
χ

)
(1− q2

4) +
1

4χ
‖sss‖2 ≤

−
(

β − 1

4
χ

)
(1− q4)(1 + q4) + µ (50)

假设 q4 趋于 −1 附近充分小的区域, 则有 (1 − q4)(1 +

q4) ≥ 1+ q4. 因此, 如果有 1+ q4 > µ
β−χ/4

那么由式 (50) 不

难证明 V̇q < 0, 从而导致 Vq 进一步减小, 即 1 + q4 进一步增

大, 并且 q4 将不可逆转的趋向于 1, 即有下式成立:

q4(t) → 1, ∀1 + q4 >
µ

β − χ/4
, ∀t > T1(µ)

由于随着时间的增加, µ 是收敛到零的, 因此能够保持在

q4 = −1 附近的区域也在逐渐缩小, 最终该区域将逐渐缩小

到零.

从以上分析可知 (q4,ωωω) = (−1, 0) 的平衡点是不稳定的,

即可以认为平衡点 (q4,ωωω) = (1, 0) 是近乎全局渐近稳定的.

注意到 q4 = 1 (θ = 0) 和 q4 = −1 (θ = 2π) 事实上表

示同一个物理姿态, 但是以上控制律却有可能将 q4 = −1 附

近的姿态往 q4 = 1 的非最小路径方向控制, 这就造成了所谓

的 “姿态展开” 现象. 为了避免该问题, 注意到绕 eee 旋转最大

角度 π 与绕 −eee 旋转最大角度 π 组合可以表达所有姿态, 我

们做如下约束:

θ ∈ (0, π]或 q4 ≥ 0

即当按照运动学方程算出 q4 < 0 时就用 −qqq 替换 qqq, 这样做

可以保证姿态控制方向的最小路径特性, 其代价是四元数描

述的目标角速度 ωωωd 及其导数 ω̇ωωd 在 q4 = 0 处失去了连续性.

尽管在 q4 = 0 处 ωωωd 及 ω̇ωωd 不连续, 但穿越 q4 = 0 前、后总

是连续的, 因此仍然适用于工程应用.

5 数值仿真验证

为验证以上提出算法的有效性, 本节对其进行数值仿真

验证. 根据某型号, 设定参数 I = diag {4 012, 2 807, 2 334}
kg·m2, 干扰力矩 ddd = [150, 150, 150]T N·m. 由此设计限幅参

数M1 = 0.07475 rad/s、M2 = 0.06725 rad/s, 最大控制力

矩 τmax = 300 N·m, 控制参数 k1 = 1.76635、k2 = 0.78,

αi(0) = 0, i = 1, 2, 3, ωT = 3◦/s, s̄ = 0.08466 rad/s,

q̄T = 0.0349, k = ωT /q̄T = 1.5 rad/s. 控制参数的选取

原则如下: 根据姿态控制切换的要求设计 q̄T , 并根据不同的

快速性要求设定 ωT , 由此可由公式 k = ωT /q̄T 确定 k 的值;

s̄ 应根据角速度跟踪误差的切换要求进行设定; k1 和 k2 是

角速度跟踪律的 PI 系数, 较大的值能够在一定程度上加快

收敛的速度, 但是也会增加力矩振荡的剧烈程度, 实际的选

取要综合考虑收敛的快速性与平稳性的要求; M1 和M2 的

选择应该满足定理 1 的条件 3); M1 和M2 还应与 s̄、k1 满

足定理 1 中的条件条件 4); τmax 一般可比定理 1 的条件 5)

计算出的下限适当小些, 因为条件 5) 给出的力矩下限一般比

较保守.

仿真验证了 4 种情形, 分别是: 1) 从静止到静止的姿态

机动; 2) 具有初始姿态角和姿态角速度误差的姿态消旋和维

持; 3) 仅最大力矩约束, 无姿态控制律中饱和约束时的情形;

4) 无姿态分区控制时的情形. 其中情形 1) 和 2) 是针对实际

控制任务提取出的要求. 着陆器动力下降全过程包括: 着陆

准备、主减速、姿态快速调整、接近段、悬停避障和缓慢下降
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段. 其中着陆器目标姿态首先要求从任意初始姿态进入稳定

点火姿态, 然后在整个下降过程大约旋转 90◦, 使推力方向从
水平方向转向垂直方向. 情形 1) 原理上对应于姿态快速调整

的要求; 情形 2) 原理上对应于着陆准备阶段从任意初始姿态

进入稳定点火姿态阶段的要求, 另外该情形还考察了不同的

参数 k 对仿真结果的影响. 情形 3) 和 4) 用于和情形 2) 进行

对比.

在下面的仿真中, 情形 1) 和 2) 控制器相同, 初值不同.

仿真结果如图 3∼ 7 所示. 图中 θ = 2 arcsin(‖q̄qq‖) 代表
飞行器转角, 以 ◦ 为单位, ωn = ωωωTq̄qq/‖q̄qq‖ 代表飞行器转动角
速度, 以 ◦/s 为单位.

情形 1) 从静止到静止, 绕 x 轴旋转 90◦, 机动控制.

初值满足 ωωω (0) = [0, 0, 0]T ◦/s, qqq (0) = [q̄qq(0), q4(0)]T =

[0, 0.707, 0, 0.707]T. 从图 3 中可以看出, 对于大姿态机动的

情形, 系统首先以最大力矩控制将角速度加速到 3◦/s 的大

小, 以便以容许的最大角速度快速机动到目标姿态附近, 然

后在目标姿态附近以线性形式减少角速度, 以获得姿态控制

的平稳品质. 以上结果与按姿态误差对目标角速度进行分区

的思想是相同的.

情形 2) 初值有 20 ◦/s 角速度, 消旋、机动、维持控制.

初 值 满 足 ωωω(0) = [0, 20, 0]T ◦/s, qqq(0) =

[0, 0.707, 0, 0.707]T. 从图 4 可以看出, 在初始时, 系统以

最大控制力矩控制到 3 ◦/s 目标角速度附近, 之后的过程与

情形 1) 是类似的. 下面比较不同控制参数 k 对于系统的影

响. 改变参数 k = 15 rad/s, q̄T 不变, 对应的 ωT = 30 ◦/s.

仿真结果如图 5 所示. 从图 5 可见虽然系统最终趋于稳定,

但四元数和控制力矩变化十分剧烈, 这表明较大的 k 是不太

利于实际控制的.

情形 3) 与无饱和控制的比较.

初值与情形 2) 相同, 控制器中取消 M1 的限幅. 从图

6 (a) 中并没有发现与情形 2) 有明显区别. 但是, 从图 6 (b)

可以看出, 对于俯仰轴, 由于没有对控制律内的项进行饱和

约束, 控制力矩在控制律发生切换时出现了一个短暂的峰值,

这对控制的平滑性是不利的.

图 3 情形 1 仿真结果

Fig. 3 Simulation results of Case 1

图 4 情形 2 参数 k = 1.5 rad/s 仿真结果

Fig. 4 Simulation results of Case 2 with k = 1.5 rad/s
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图 5 情形 2 参数 k = 15 rad/s 仿真结果

Fig. 5 Simulation results of Case 2 with k = 15 rad/s

图 6 情形 3 仿真结果

Fig. 6 Simulation results of Case 3

图 7 情形 4 仿真结果

Fig. 7 Simulation results of Case 4
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情形 4) 与无分区控制的比较.

初值与情形 2) 相同, 但参考角速度式 (8) 中对角速度不

加限制, 即 ωd = −kq̄qq. 从图 7 可以看出, 由于没有对目标角

速度进行分区规划, 航天器的实际角速度在控制过程中最大

达到了 −40 ◦/s, 已经远超陀螺的量程. 可见, 对目标角速度

进行分区规划对刻画过程品质是十分必要的.

从以上仿真结果来看, 对于大角度姿态机动和大角速度

下的消旋与姿态控制等情形, 本文设计的基于分区的控制策

略均达到了比较理想的效果.

6 结论

针对航天器姿态控制中常见的抗干扰问题, 本文设计了

一种基于四元数分区的姿态控制律. 首先根据姿态误差分区

设计目标角速度: 当姿态误差四元数较大时, 设计常值的目

标角速度, 这样可以限制实际的机动角速度并保证姿态的快

速机动能力; 当误差四元数较小时, 设计与四元数成线性比

例的目标角速度, 这样可以刻画姿态运动轨迹, 保证运动的

平稳性. 其次, 根据角速度跟踪误差分区设计姿态跟踪的控

制律: 若跟踪误差较大, 采用最大控制力矩进行控制, 以加快

角速度跟踪能力; 若跟踪误差较小, 则采用具有饱和约束的

姿态控制律进行控制. 本文从理论上严格证明了闭环系统的

收敛性质, 并且在适当的参数选择之下, 设计的控制律还满

足力矩的饱和要求. 仿真表明, 设计的控制律具有良好的快

速姿态机动能力及过程品质. 本文的不足之处是存在四元数

的 “展开现象”, 尽管文中给出了相应的工程解决方法, 但是

还需要进一步开展理论上的严格分析.
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