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反馈辅助PD型迭代学习控制:初值问题及修正策略

孙明轩 1 毕宏博 1 周国良 1 王惠峰 1

摘 要 讨论迭代初态与期望初态存在固定偏移情形下的迭代学习控制问题, 提出带有反馈辅助项的 PD 型迭代学习控制算

法, 可实现系统输出对期望轨迹的渐近跟踪. 为了进一步实现输出轨迹在预定有限区间上对期望轨迹的完全跟踪, 提出分别带

有初始修正作用和终态吸引的学习算法. 文中给出所提出的学习算法的极限轨迹, 并对学习算法进行收敛性分析, 推导出收敛

性充分条件, 可用于学习增益的确定. 通过数值结果, 验证所提学习算法的有效性.
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Feedback-aided PD-type Iterative Learning Control: Initial Condition Problem

and Rectifying Strategies
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Abstract This paper addresses the problem of iterative learning control for systems in the presence of a fixed initial shift.

A feedback-aided PD-type learning algorithm is proposed, and the convergence analysis indicates that such a learning

algorithm can ensure that the tracking error achieves asymptotic convergence with respect to time, as the iteration

approaches infinity. Furthermore, the initial rectifying and terminal converging strategies are adopted respectively to form

learning algorithms for eliminating the effect of the fixed initial shift. It is shown that the system output converges to the

desired trajectory over a pre-specified time interval no matter what value the fixed initial shift takes. Numerical results

are presented to demonstrate the effectiveness of the proposed learning algorithms.
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适用于在有限区间上执行重复任务的系统的迭

代学习控制技术, 通过反复学习, 能够实现快速运动
受控对象的完全跟踪. 因其设计简单, 仅需较少动
态特性知识和在线计算量, 这种控制技术在装配生
产线工业机器人以及化工间歇过程等工业场合得到

应用. 通常, 受控系统的初始条件不受控制输入影
响. 由于是迭代作业, 这种控制技术要求系统进行初
始定位操作, 这样, 控制性能便受系统重复精度的制
约. 具体地讲, 常规的学习算法要求系统满足严格重
置条件, 即每次迭代时的系统初态与期望轨迹的初
值保持一致. 但由于重复定位精度的限制, 每次运行
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时的系统初态往往与期望初态不一致, 产生初始定
位误差. 我们知道, 系统的解关于初值具有连续依赖
性, 初始定位误差的累加会导致跟踪性能降低, 甚至
导致系统发散. 文献 [1] 研究了 PD 型与 PI 型学习
律的收敛性与鲁棒性.
固定初始定位误差情形下的学习控制性能引起

了人们的特别关注. 文献 [2] 中引入脉冲修正作用消
除固定初始误差的影响, 实现整个区间上对期望轨
迹的完全跟踪. 然而, 这种脉冲修正作用在实际中却
难以实现. 文献 [3] 首先给出了固定初始误差下 D
型与 PD 型学习的输出极限轨迹. 由于文献 [3] 中
仅讨论线性时不变 (Linear time invariant, LTI) 系
统, 将这一收敛性结果推广到非线性系统引起了作
者的兴趣[4]. 文献 [5] 在研究 PID 型学习律的收敛
性能时, 也将其收敛性结果推广到非线性系统. 一般
地来说, PD 型学习算法可保证系统输出随时间渐近
收敛于期望轨迹, 达到渐近收敛性能, 它不同于完全
跟踪性能.
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有限时间控制技术能够实现跟踪误差在有限时

间后达到零误差. 但迭代学习控制与有限时间控制
的不同之处在于, 通过学习, 迭代学习控制能够完全
抑制确定性 (不随迭代变化的) 干扰. 欲在给定的作
业区间上实现迭代学习控制下的输出轨迹对期望轨

迹的完全跟踪, 可借助于有限时间控制技术[6−8]. 文
献 [9] 在更为一般的 PD 型学习中采用了终态吸引
策略, 改进了原 PD 型学习只能达到渐近收敛的缺
陷. 文献 [10] 较早采用有限时间吸引方法设计迭代
学习控制器.
开环学习与闭环学习是迭代学习控制中的两种

典型学习方式. 开环学习律利用上一次迭代时产生
的输出误差及其导数构成修正项, 对控制输入进行
更新, 显然这种更新不够及时, 因为未采用当前迭代
时的实时数据; 闭环学习律克服了开环学习律这方
面的缺陷, 其修正项中用到的信号为当前次迭代运
行时产生, 但由于因果性, 相对阶为一的系统的输出
的导数信号无法得到, 实现时只能用其估值代替, 导
致控制性能下降. 存在固定初始误差时, 高相对阶系
统的 PD 型和 PID 型闭环学习律的极限轨迹见文
献 [11]. 利用当前迭代反馈信息的控制技术还包括
开闭环学习律[12−13], 以及反馈 –前馈学习律[14].
带有反馈辅助作用的 PD 型学习律, 利用上一

次迭代产生的输出导数信号和当前次迭代产生的输

出信号, 构成控制输入学习律的修正项, 以期加快学
习过程收敛速度. 在反馈辅助学习算法中, 采用当前
次的跟踪误差的作用有二: 1) 具有反馈镇定作用,
这是因为当前次 P 项的引入; 2) 对学习性能的影
响明显, 容易给出极限轨迹. 反馈辅助学习律是一
种具体形式的开闭环学习律, 反馈误差信号与上次
迭代的误差信号构成反馈辅助 PD 学习律中的修正
项, 但与现有的开闭环学习律的设计动机不同. 在开
闭环学习算法中, 闭环项是相应于开环项给出的, 即
开环部分有哪些项, 闭环部分就相应地有哪些项. 这
样在学习算法中无可避免地需采用 ėeek+1(t), 而采用
ėeek+1(t) 是违背因果性的 (对于相对阶为一的动态系
统), 实现时只能用估值替代. 另外, 开闭环算法注重
推导收敛性条件, 并讨论与开环算法收敛性条件的
不同之处; 反馈辅助算法注重初值问题, 收敛性分析
过程也有不同之处. 反馈辅助迭代学习与反馈 –前
馈学习的提出动机也不同. 在后者中, 反馈项主要起
镇定作用, 反馈增益对收敛性能的影响并未被明显
地刻画, 而反馈辅助学习律中的反馈项对收敛性能
的影响是可以被直接刻画的, 它对极限轨迹的影响
是清楚的, 而不仅仅起到镇定作用. 压缩映射方法常
被用于迭代学习控制算法的收敛性能分析[15−16]. 本

文基于这一方法推导出所提学习算法的收敛性充分

条件, 并给出相应学习过程的输出极限轨迹. 通过数
值仿真, 验证所提学习算法的有效性.

1 反馈辅助 PD型学习算法

本文首先给出反馈辅助 PD 型迭代学习控制算
法, 利用上一次迭代产生的输出误差导数信号和当
前次迭代产生的误差信号, 构成控制输入学习律的
修正项, 由于采用的信号更为及时, 以期改善开环
PD 型学习律的跟踪性能.

考虑下述线性定常系统{
ẋxxk(t) = Axxxk(t) + Buuuk(t)

yyyk(t) = Cxxxk(t)
(1)

其中, t ∈ [0, T ], k 为迭代次数, xxxk(t) ∈ Rn,uuuk(t) ∈
Rr, yyyk(t) ∈ Rm, 分别为第 k 次迭代的系统状态、控

制输入和输出向量, A,B, C 为具有适当维数的系统

参数矩阵.
针对系统 (1), 提出如下带有反馈辅助作用的

PD 型迭代学习律:

uuuk+1(t) = uuuk(t) + Γ(ėeek(t) + Leeek+1(t)) (2)

式中, Γ ∈ Rr×m, L ∈ Rm×m 为增益矩阵, 且 L 的特

征值均具有正实部, eeek(t) = yyyd(t) − yyyk(t) 为跟踪误
差, yyyd(t) 为期望轨迹.
定理 1. 若系统 (1) 满足下述假设条件:
C1) 存在增益矩阵 Γ ∈ Rr×m, 使得 ‖I −

ΓCB‖ = ρ < 1;
C2) 每次运行时, 系统初态均置于 xxx0, 即

xxxk(0) = xxx0 (k = 1, 2, 3 · · · ).
则当 k → ∞ 时, 在学习律 (2) 的作用下,

yyyk(t) 在 [0, T ] 上一致收敛于 yyy∗d(t), yyy∗d(t) = yyyd(t)−
eee∗(t), t ∈ [0, T ], eee∗(t) = e−Lt(yyyd(0)− Cxxx0).

证明. 对于任意给定的系统初态 xxx0, 记 uuu∗d(t)
为使得系统的输出轨迹为 yyy∗d(t) 的控制输入, 相应
的状态轨迹为 xxx∗d(t). 记 ∆uuu∗k(t) = uuu∗d(t) − uuuk(t),
∆xxx∗k(t) = xxx∗d(t)−xxxk(t), eee∗k(t) = yyy∗d(t)−yyyk(t). 容易
看出:

eeek(t) = eee∗k(t) + e−Lt(yyyd(0)− Cxxx0) (3)

对上式两端求导,

ėeek(t) = ėee∗k(t)− Le−Lt(yyyd(0)− Cxxx0) (4)

则 ėeek(t) + Leeek+1(t) = ėee∗k(t) + Leee∗k+1(t). 这样,

∆uuu∗k+1(t) = (I − ΓCB)∆uuu∗k(t)− ΓCA∆xxx∗k(t)−
ΓLC∆xxx∗k+1(t) (5)
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计算上式两端的 λ 范数,

‖∆uuu∗k+1‖λ ≤ ρ‖∆uuu∗k‖λ + c1‖∆xxx∗k‖λ+

c2‖∆xxx∗k+1‖λ (6)

其中, c1 = ‖ΓCA‖, c2 = ‖ΓLC‖.
利用 Bellman-Gronwall 引理, 由式 (1) 知

‖∆xxx∗k(t)‖ ≤
∫ t

0

e‖A‖(t−τ)‖B‖‖∆uuu∗k(τ)‖dτ

上式两端取 λ 范数 (选取 λ > ‖A‖),
‖∆xxx∗k‖λ ≤ c3‖∆uuu∗k‖λ (7)

其中, c3 = ‖B‖(1−e(‖A‖−λ)T )

λ−‖A‖ . 将式 (7) 代入式 (6), 可
得:

‖∆uuu∗k+1‖λ ≤ ρ + c1c3

1− c2c3

‖∆uuu∗k‖λ (8)

记 ρ′ = ρ+c1c3
1−c2c3

, 当 λ 足够大时, 可使得 ρ′ < 1, 且
1 − c2c3 > 0. 这样, 式 (8) 为一压缩映射. 因
此, limk→∞ ‖∆uuu∗k‖λ = 0. 进一步, 由式 (7) 可得
limk→∞ ‖∆xxx∗k‖λ = 0. 继而, 可得 limk→∞ ‖eee∗k‖λ =
0. 利用 λ 范数的性质, 定理得证. ¤
由上述分析知, 利用所提出的反馈辅助 PD 型

学习算法可获得与开环学习律相同的极限轨迹, 但
由于反馈辅助作用, 可望加快学习过程收敛速度, 同
时也回避了像闭环学习那样采用当前误差导数信号

带来的非因果问题.

2 初始修正策略

为实现系统输出在预定区间上对期望轨迹的完

全跟踪, 本节给出三种带有不同初始修正策略的学
习算法, 通过在反馈辅助迭代学习控制算法中引入
初始修正项, 从而在指定区间上消除固定初始误差
对算法跟踪性能的影响.

构造如下带初始修正作用的迭代学习律

uuuk+1(t) = uuuk(t) + Γ(ėeek(t) + Leeek+1(t) + rrr(t)) (9)

式中, rrr(t) 表示初始修正作用.
由式 (9) 知

∆uuu∗k+1(t) = ∆uuu∗k(t)− Γ(ėee∗k(t) + ėee∗(t)+

Leee∗k+1(t) + Leee∗(t) + rrr(t)) (10)

令 ėee∗(t) + Leee∗(t) + rrr(t) = 0,

eee∗(t) = e−Lteee(0) + e−Lt

∫ t

0

eLτrrr(τ)dτ

式中, eee(0) = yyyd(0) − Cxxx0. 若要求 eee∗(t) 在给定的
有限区间 [0, h] 上趋于零, 即

eee∗(t) = e−Lteee(0) + e−Lt

∫ h

0

eLτrrr(τ)dτ = 0 (11)

可选择初始修正作用 rrr(t) = −e−Ltδh(t)eee(0). 其中,∫ h

0
δh(t)dt = 1, 当 t < 0 或 t > h 时, δh(t) = 0. 可

选如下形式的 δh(t) 函数

δh(t) =
1
h

, 0 ≤ t ≤ h

定理 2. 若系统 (1) 满足定理 1 中的 C1)
和 C2), 则当 k → ∞ 时, 在学习律 (9) 的作用
下, yyyk(t) 在 [0, T ] 上一致收敛于 yyy∗d(t), yyy∗d(t) =
yyyd(t) − eee∗(t), t ∈ [0, T ]. 其中, eee∗(t) = 0, t ≥ h,

且

eee∗(t) = e−Lt(1−
∫ h

0

δh(τ)dτ)

(yyyd(0)− Cxxx0), 0 ≤ t ≤ h

证明. 加入初始修正作用 rrr(t) 后的跟踪误差可
表达

eeek(t) = eee∗k(t) + eee∗(t) (12)

对上式两端求导,

ėeek(t) = ėee∗k(t) + ėee∗(t) (13)

根据 eee∗(t) 定义, 可得 ėee∗(t) + Leee∗(t) + rrr(t) = 0. 由
式 (12) 和式 (13),

ėeek(t) + Leeek+1(t) + rrr(t) = ėee∗k(t) + Leee∗k+1(t)

继而, 参照上一节式 (5) 后的分析过程, 可证得定理.
¤

由定理 2知, 采用形如 rrr(t)的初始修正策略,可
保证系统输出在预先给定的时间区间上一致收敛于

期望轨迹. 定理 2 给出了系统输出极限轨迹的具体
表达式.
其实, 为了实现有限区间上的完全跟踪, 初始修

正作用也可选为其他形式. 我们给出另外一种初始
修正形式

rrr(t) = −θ̇θθh(t)− Lθθθh(t) (14)

选取如下的 θθθh(t) 函数, 使得 θhθhθh(t) = 0, t ≥ h, 且

θθθh(t) = eee(0) + ėee(0)t+(a00

h2
eee(0) +

a01

h
ėee(0)

)
t2+

(a10

h3
eee(0) +

a11

h2
ėee(0)

)
t3, 0 < t ≤ h
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其 中, θθθh(t) = [θ1,h(t), θ2,h(t), · · · , θm,h(t)]T,
θθθh(0) = eee(0), θ̇θθh(0) = ėee(0).

依据 θθθh(t) 的有限截止特性, 可以得到两个二元
一次方程组

{
1 + a00 + a10 = 0

2a00 + 3a10 = 0
{

1 + a01 + a11 = 0

1 + 2a01 + 3a11 = 0

解得各系数如下

{
a00 = −3, a01 = −2

a10 = 2, a11 = 1

若各参数按照上式选取, 则 θ(t) 在时刻 t = h 时为

零.
若系统 (1) 满足定理 1 中的 C1) 和 C2), 则当

k → ∞ 时, 在学习律 (9) 和初始修正项 (14) 的作
用下, yyyk(t) 在 [0, T ] 上一致收敛于 yyy∗d(t), yyy∗d(t) =
yyyd(t)− eee∗(t), t ∈ [0, T ]. 其中, eee∗(t) = 0, t ≥ h, 且

eee∗(t) = eee(0) + ėee(0)t+(a00

h2
eee(0) +

a01

h
ėee(0)

)
t2+

(a10

h3
eee(0) +

a11

h2
ėee(0)

)
t3, 0 ≤ t ≤ h

eee(0) = yyyd(0)− Cxxx0, 为固定初始误差情形下起始点
处的跟踪误差, ė̇ėe(0) 为初始误差导数.

我们也可利用系统的能控 Gram 矩阵构造另外
一种初始修正项:

rrr(t) = e−LT(h−t)W−1
c (0, h)e−Lheee(0) (15)

其中, Wc(0, t) =
∫ t

0
e−L(t−τ)e−LT(t−τ)dτ , 当 t ≤ 0

或 t ≥ h,rrr(t) = 000.
若系统 (1) 满足定理 1 中的 C1) 和 C2), 则当

k → ∞ 时, 在学习律 (9) 和初始修正项 (15) 的作
用下, yyyk(t) 在 [0, T ] 上一致收敛于 yyy∗d(t), yyy∗d(t) =
yyyd(t)− eee∗(t), t ∈ [0, T ], 其中, eee∗(t) = 0, t ≥ h, 且

eee∗(t) = e−Lteee(0)−
∫ h

0

e−L(t−τ)e−LT(h−τ)dτ

W−1
c (0, h)e−Lheee(0), 0 ≤ t ≤ h (16)

本节在反馈辅助迭代学习控制算法中引入了三

种初始修正策略, 实现了跟踪误差在预定区间上对
期望轨迹的完全跟踪.

3 终态吸引策略

本节通过在学习律中采用终态吸引策略, 借助
于其有限时间收敛性, 实现跟踪误差于有限区间上
一致收敛于零. 为进一步加快收敛速度, 本节还提出
了相应的快速算法.
首先给出 Holder 连续的定义:
如果一个函数 f(x) : Rn → Rn,∃D ⊂

Rn, L > 0, 0 < α ≤ 1,

s.t. ‖f(x1)− f(x2)‖ ≤ L‖x1 − x2‖α

其中, ∀x1, x2 ∈ D, 则 f(x) 在区域 D 上是 Holder
连续的.
引理 1. 对于 n 维向量 fff(x), ggg(x), 且 ggg(x) 有

界,

‖(fff(x) + ggg(x))α − (ggg(x))α‖ ≤ L‖fff(x)‖β (17)

其中, β 为小于或等于 α 的某一正数.
证明. 详见附录. ¤
我们构造如下终态吸引的反馈辅助有限时间迭

代学习律:

uuuk+1(t) = uuuk(t) + Γ(ėeek(t) + Leee
q
p

k+1(t)) (18)

式中, Γ 是增益矩阵, L = diag{li}, li > 0, 1 ≤
i ≤ m, p、 q 为两个正奇数且 q < p. 对

于 n 维向量 xxx = (x1, · · · , xn)T, 定义 xxxq/p =(
(x1)q/p, · · · , (xn)q/p

)T

.

定理 3. 若系统 (1) 满足定理 1 中的 C1)
和 C2), 则当 k → ∞ 时, 在学习律 (18) 的
作用下, yyyk(t) 在 [0, T ] 上一致收敛于 yyy∗d(t),
yyy∗d(t) = yyyd(t) − eee∗(t), t ∈ [0, T ]. eee∗(t) =
(e∗1(t), · · · , e∗i (t), · · · , e∗m(t))T, 1 ≤ i ≤ m. 其中,
e∗i (t) = 0, t ≥ ti

h, 且

e∗i (t) = ei(0)×
(

1− li

(
p− q

p

)
ei(0)

q
p−1t

) p
p−q

,

0 ≤ t < ti
h

ti
h =

p

li(p− q)
ei(0)1−

q
p

证明. 由式 (18) 知,

∆uuu∗k+1(t) = ∆uuu∗k(t)− Γ(ėeek(t) + Leee
q
p

k+1(t)) =

(I − ΓCB)∆uuu∗k(t)− ΓCA∆xxx∗k(t)−

ΓL
[(

C∆xxx∗k+1(t) + eee∗(t)
) q

p−

(eee∗(t))
q
p

]
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上式两端取 λ 范数, 并利用引理 1, 可得:

‖∆uuu∗k+1‖λ ≤ ρ‖∆uuu∗k‖λ + ‖ΓCA‖‖∆xxx∗k‖λ+

‖ΓL‖
∥∥∥
(
C∆xxx∗k+1 + eee∗

) q
p − (eee∗)

q
p

∥∥∥
λ
≤

ρ‖∆uuu∗k‖λ + c4‖∆xxx∗k‖λ+

c5‖∆xxx∗k+1‖α
λ

式中, c4 = ‖ΓCA‖, c5 = ‖ΓL‖k0, k0 为某一常数.
继而, 参照定理 1 证明中式 (6) 后的分析过程, 可证
得定理. ¤
定理 3 中给出的输出极限轨迹取决于参数 q, p

和增益矩阵 L. 由于采用了终态吸引策略, 实现了系
统输出在有限区间上的完全跟踪. 当参数 q/p = 1
时, 式 (18) 所示的迭代学习律变成 PD 型反馈辅助
学习律.

为了加快学习算法的收敛速度, 可在学习律
(18) 中引入跟踪误差的线性项, 构造如下学习律:

uuuk+1(t) = uuuk(t) + Γ
(
ėeek(t) + L1eee

q
p

k+1(t)+

L2eeek+1(t)
)

(19)

式中 Γ 为学习增益矩阵, L1 = diag{li1}, li1 > 0,
L2 = diag{li2}, li2 > 0, 1 ≤ i ≤ m. p, q 为两个正奇

数且 q < p.
定理 4. 若系统 (1) 满足定理 1 中的

C1) 和 C2), 则当 k → ∞ 时, 在学习律 (19)
的作用下, yyyk(t) 在 [0, T ] 上一致收敛于 yyy∗d(t),
yyy∗d(t) = yyyd(t) − eee∗(t), t ∈ [0, T ]. eee∗(t) =
(e∗1(t), · · · , e∗i (t), · · · , e∗m(t))T, 1 ≤ i ≤ m. 其中,
e∗i (t) = 0, t ≥ ti

h, 且

e∗i (t) =
(
− li1

li2
+

li1
li2

e−
p−q

p li2t+

ei(0)1−
q
p e−

p−q
p li2t

) p
p−q

, 0 ≤ t < ti
h

ti
h =

p

li2(p− q)
ln

li2ei(0)
p−q

p + li1
li1

证明. 由式 (19) 知,

∆uuu∗k+1(t) = uuu∗d(t)− uuuk+1(t) =

∆uuu∗k(t)− Γ
(
ėeek(t) + L1eee

q
p

k+1(t) + L2eeek+1(t)
)

=

(I − ΓCB)∆uuu∗k(t)− ΓCA∆xxx∗k(t)−
Γ
[
L2

(
C∆xxx∗k+1(t) + eee∗(t)

)
+

L1

(
C∆x∗k+1(t) + e∗(t)

) q
p−

L2eee
∗(t)− L1(eee∗(t))

q
p

]
(20)

上式两端取 λ 范数

‖∆uuu∗k+1‖λ ≤ ρ‖∆uuu∗k‖λ + ‖ΓCA‖‖∆xxx∗k‖λ+

‖Γ‖
∥∥∥L2

(
C∆xxx∗k+1 + eee∗

)
+

L1

(
C∆xxx∗k+1 + eee∗

) q
p−

L2eee
∗ − L1(eee∗)

q
p

∥∥∥
λ
≤

ρ‖∆uuu∗k‖λ + c6‖∆xxx∗k‖λ+

c7‖∆xxx∗k+1‖λ + c8‖∆xxx∗k+1‖β
λ

式中, c6 = ‖ΓCA‖, c7 = ‖Γ‖‖L2C‖, c8 =
‖Γ‖‖L1‖k1, k1 为某一常数. 继而, 参照定理 1 式
(6) 后的分析过程, 可证得定理. ¤

与学习律 (18) 相比, 学习律 (19) 增加了反馈辅
助线性项, 可加快跟踪误差收敛于零的速度, 并实现
系统输出完全跟踪性能.

提出的反馈辅助学习律在形式上不同于现有的

反馈 –前馈学习律, 而是一种具体形式的开闭环学
习律. 除文中讨论的有限时间控制策略以外, 仍有其
他类型的有限时间控制策略可用来构成有限时间迭

代学习控制方案, 实现系统输出在预定区间上对期
望轨迹的完全跟踪.
本文采用 λ 范数作为迭代学习控制系统的分析

工具. 与其他分析工具相比, 基于 λ 范数的收敛性

分析过程简洁, 获得的收敛性条件简单, 便于控制器
设计.

4 数值结果

本节完成数值算例, 以说明本文所提学习算法
的有效性. 考虑系统 (1), 其中,

A =

[
0 1

−2 −3

]
, B =

[
0

1

]
, C = [0 1]

给定期望轨迹为 yd(t) = 90
[

(t/5)5 − 5/2 (t/5)4 +

5/3 (t/5)3
]
, 0 ≤ t ≤ 5, 且设置初始状态 xxxk(0) =

[0.5, 0.5]T

首先比较开环 PD 型学习控制与文中所提出
的反馈辅助 PD 型学习律及 3 种初始修正策略. 置
Γ = 1, L = 6; 对于带有初始修正策略的反馈辅助学
习律, 截止时间为 h = 0.2 s. 数值结果如图 1∼ 3 所
示, 其中, 跟踪性能指标为 Jk = maxt∈[0.2,5] |ek(t)|.
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图 1 PD 型与 FAPD 型学习控制下的 Jk 值

Fig. 1 Jk by PD and FAPD learning laws

图 2 FAPD 型与带初始修正作用学习控制下的 Jk 值

Fig. 2 Jk by FAPD learning law and those with initial

rectifying action

图 3 k = 20 时, 跟踪性能比较及局部放大

Fig. 3 Comparison of tracking performance in the cycle

k = 20

由图 1 可以看出, 与开环 PD 型学习律相比, 采
用反馈辅助 PD 型学习律, 可使得跟踪误差更快速
收敛. 在图 2 中, IRPD1-IRPD3 分别代表在初始修
正策略 1 至初始修正策略 3 作用下的相应曲线. 反
馈辅助 PD 型学习律和三种初始修正策略均可保证
跟踪误差收敛, 但采用初始修正策略可使得跟踪误
差在指定时刻收敛于零. 由图 3 看出, 当迭代次数
k = 20 时, 采用本文所提的三种初始修正学习算法

均可使得系统的输出轨迹在预先指定的时刻收敛于

期望轨迹, 而 PD 型反馈辅助学习律却不能实现对
期望轨迹的完全跟踪.
为了验证终态吸引反馈辅助学习算法的有效性,

仍考虑系统 (1),且设定相同的期望轨迹和系统初态.
选取 Γ = 1, L = 9, L1 = 9, L2 = 2, p = 11, q = 9,
数值结果如图 4 和图 5 所示.
在图 4 和图 5 中, TPD1 和 TPD2 分别代表学

习律 (18) 和学习律 (19) 作用下的相应曲线. 由图 4
知, 采用终态吸引反馈辅助学习律 (18) 和 (19) 均可
使得跟踪误差收敛, 但采用学习律 (19) 具有相对较
快的收敛速度.由图 5可以看出,当迭代次数 k = 20
时, 这两种学习律均可使得系统输出轨迹在有限时
间内收敛于给定的期望轨迹.

图 4 终态吸引学习控制下的 Jk 值

Fig. 4 Jk by the terminal learning laws

图 5 k = 20 时, 终态吸引学习控制跟踪性能比较及

局部放大

Fig. 5 Comparison of tracking performance by the

terminal learning laws, in the cycle k = 20

5 结论

本文讨论线性定常系统存在固定初始偏移时的

迭代学习控制问题. 提出反馈辅助 PD 型学习控制
算法, 可实现跟踪误差渐近收敛于零. 它在形式上不
同于现有的反馈 –前馈学习律, 是一种具体形式的
开闭环学习律. 为了实现系统输出在有限区间上对
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期望轨迹的完全跟踪, 分别提出了基于初始修正策
略和终态吸引策略的有限时间迭代学习控制器, 文
中给出了相应的极限轨迹和收敛条件. 数值结果验
证了所提算法的有效性.

附录

这里给出引理 1 的证明过程.

当 fi(x) 或 gi(x) 等于零时, i ∈ {1, 2, · · · , n}, 显然
|(fi(x) + gi(x))α − (gi(x))α| ≤ L|fi(x)|β .

当 fi(x), gi(x) 均不等于零时, 分三种情况讨论.

1) 设M1i ≤ | fi(x)
gi(x)

| ≤ M2i, 其中, M1i 和M2i 均大于

0. 此时, 由假设条件,

fi(x) = c1gi(x)

当 c1 = −1 时, 命题显然成立; 当 c1 6= −1 时,

|(fi(x) + gi(x))α − (gi(x))α| = |(c1 + 1)α−
1||gi(x)|α ≤ c2|fi(x)|α

式中, c1 和 c2 为某正常数.

2) 若 limx→x0 fi(x) = 0, limx→x0
fi(x)
gi(x)

= 0. 此时

lim
x→x0

|(fi(x) + gi(x))α − (gi(x))α|
|gi(x)|α ≤ c3

则

lim
x→x0

|(fi(x) + gi(x))α − (gi(x))α| ≤ c3|(gi(x))α| ≤

c4|(fi(x))β |

式中, c3 和 c4 为某正常数.

3) 若 limx→x0 gi(x) = 0, limx→x0
gi(x)
fi(x)

= 0. 此时

lim
x→x0

|(fi(x) + gi(x))α − (gi(x))α|
|(fi(x))|α ≤ c5

则

lim
x→x0

|(fi(x) + gi(x))α − (gi(x))α| ≤ c5|f(x)|α

式中, c5 为某正常数.

综上, |(fi(x) + gi(x))α − (gi(x))α| ≤ Li|fi(x)|β , Li 为

某正常数, 可推知式 (17) 成立. ¤
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