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鲁棒多模型自适应控制系统的稳定性

张维存 1 刘冀伟 1 胡广大 1

摘 要 研究含有不确定性的连续时间随机被控对象的鲁棒多模型自适应控制 (Robust multiple model adaptive control,

RMMAC) 的闭环稳定性问题. 通过采用基于模型输出误差指标的加权算法取代传统的基于卡尔曼滤波器和贝叶斯后验概率

公式的加权算法, 在权值收敛的前提下, 基于虚拟等价系统 (Virtual equivalent system, VES) 理论给出了此类鲁棒多模型自

适应控制系统的闭环稳定性证明, 并将结果推广到可以用多个线性系统系统模型进行逼近的一类非线性慢时变被控对象.
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Abstract The paper is concerned with the stability of robust multiple model adaptive control (RMMAC) systems.

First, the traditional weighting algorithm based on multiple model Kalman filter and Bayes formulas is replaced by a

newly developed weighting algorithm; second, with the help of virtual equivalent system (VES) concept and methodology,

the stability results are presented for both continuous, linear time-invariant plant and a kind of nonlinear time varying

plant.
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近年来, 多模型控制方法正在受到越来越多的
关注[1−3], 其中, 鲁棒多模型自适应控制 (Robust
multiple model adaptive control, RMMAC)[4] 是
一种基于多模型方法和鲁棒控制策略相结合的组

合控制方案, 其继承了经典加权多模型自适应控制
(Classical multiple model adaptive control, CM-
MAC)[5−8] 的框架结构, 并在模型集和局部控制器
设计上对经典加权多模型自适应控制进行了改进,
主要体现在: 根据性能指标相对于非自适应控制的
改进百分比来确定模型集所包含的模型个数; 在局
部控制器的设计上, 用基于输出反馈的鲁棒控制器
设计方法 (µ 综合方法) 设计动态补偿器取代经典
加权多模型自适应控制的基于状态反馈的 LQ 控制
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器, 实际上将基于多卡尔曼滤波器的自适应状态估
计 (Multiple model adaptive estimation, MMAE)
与控制问题进行了隔离, 即控制律不再像 CMMAC
那样依赖状态估计, 而是直接依靠被控对象的输出.

从大量的控制系统计算机仿真效果和实验验证

效果来看, RMMAC 有很好的鲁棒性和其他优点,
但也存在如下缺点[9]:

1) 由于采用多卡尔曼滤波器, 且依赖初始条件,
若系统噪声不能用白噪声近似, 则估计和控制精度
都得不到保证;

2)加权算法复杂, 收敛条件苛刻,且原有的加权
算法收敛性分析方法不适合开环不稳定系统;

3) 其闭环稳定性难以证明, 这一点实际上是所
有加权型多模型自适应控制系统的共同问题.

具体来说, 经典加权算法的收敛性条件, 可以归
纳为: 要求各个模型输出误差是平稳、遍历的, 且多
个模型输出误差之间是可以区分的, 细节见文献 [4,
10−11]. 关于鲁棒 (加权) 多模型自适应控制系统的
闭环稳定性, 文献 [12] 针对离散时间被控对象, 通
过修改加权策略, 即在加权的基础上引入 “驻留时
间”, 给出了一个初步的稳定性结果. 而针对原始的
RMMAC 系统的闭环稳定性, 则仍是一个有待填补
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的空白.
最近, 文献 [13] 针对离散时间线性时不变 (Lin-

ear time invariant, LTI) 随机被控对象的加权多模
型自适应控制, 提出一种新的基于模型输出误差进
行递推计算的加权算法, 该加权算法取代了基于卡
尔曼滤波器和动态假设检验的递推权值算法, 其特
点是直接基于模型输出误差指标进行模型优劣的对

比, 并进而计算权值, 不仅省略了多卡尔曼滤波器,
而且其收敛性分析相对简单, 收敛条件减少.

本文基于文献 [13] 提出的加权算法, 给出连续
时间线性时不变随机被控对象的鲁棒多模型自适应

控制系统的闭环稳定性证明, 并将结果推广到可以
用多个线性系统模型进行逼近的非线性慢时变被控

对象.
证明过程的关键之处是采用分析自适应控制

系统的虚拟等价系统 (Virtual equivalent system,
VES) 方法[14], 降低了解决原问题的难度.
需要指出, 本文中涉及随机变量或随机过程的

极限运算均是在概率 1 的意义下进行.

1 参数不确定线性系统被控对象

1.1 RMMAC系统描述

考虑如下单输入单输出的不确定性连续时间随

机被控对象 P

ẋ(t) = Aix(t) + Biu(t) + ω(t)

y(t) = Dix(t) + v(t) (1)

其中, u(t) 为输入变量, y(t) 为输出变量, x(t) ∈ Rn

为状态变量, Ai, Bi, Di 为适当维数的不确定矩阵

或向量, 它们属于某个已知的有限集合M = {Mi, i

= 1, 2, · · · ,m}. ω(t) 和 v(t) 分别为系统噪声和量
测噪声, 且满足

lim
T→∞

1
T

∫ T

0

ω2(t)dt = R < ∞

lim
T→∞

1
T

∫ T

0

v2(t)dt = Q < ∞

对每个给定的局部模型Ml = (Al, Bl, Dl), l =
1, · · · ,m 设计具有一定鲁棒性的局部控制器 Cl, 文
献 [4] 提出用 µ 综合方法设计局部控制器, 实际上可
以采用任何可行的具有一定鲁棒性的控制策略, 如
极点配置等. 每个局部控制器的设计目标是镇定局
部模型, 即局部模型和局部控制器构成的闭环系统
稳定, 且跟踪有界参考输入信号 yr(t), 0 < yr(t) ≤
M < ∞.

不失一般性, 记局部控制器 Cl 的输出为

ul(t) = Klx(t) + Glyr(t) (2)

其中, Kl 为状态反馈矩阵, Gl 为外部输入矩阵, 则
全局控制量为

u(t) =
m∑

l=1

pl(t)ul(t) (3)

其中, pl(t) 为各局部控制器所对应的加权值.
需要指出的是, 加权值仅在一些离散时刻进行

计算, 得到 pl(k), 需要通过采用零阶保持器, 才能得
到 pl(t), 文献 [4] 忽略了该细节.

文献 [13] 提出如下的加权算法:

li(0) =
1
m

, pi(0) = li(0) (4)

l′i(k) = 1 +
1
k

k∑
p=1

ei(p)2 (5)

lmin(k) = min
i

l′i(k) (6)

li(k) = li(k − 1)
lmin(k)
l′i(k)

(7)

pi(k) =
li(k)

m∑
i=1

li(k)
(8)

其中, ei(k) 为第 k 个采样时刻第 i 个模型的输出与

实际对象的输出之差, 即

ei(k) = y(k)− yi(k) (9)

关于上述加权算法的收敛性, 有以下结果.
定理 1[13]. 设 Ml ∈ M = {Mi, i = 1, 2, · · · ,

m} 最接近真实对象的输出特性, 即依概率 1, 有




k∑
p=1

e2
l (p) <

k∑
p=1

e2
i (p)

lim
k→∞

1
k

k∑
p=1

e2
l (p) = Rl

lim
k→∞

1
k

k∑
p=1

e2
i (p) = Ri

Rl < Ri, k ≥ k∗, i 6= l

(10)

其中, Rl 为常数, Ri 为常数或无穷大, k∗ 为有限正
整数. 则依概率 1, 有

lim
k→∞

pl(k) = 1, lim
k→∞

pi(k) = 0, i 6= l
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注 1. 定理 1 即为文献 [13] 定理 2-1, 其中 k∗

实际上可以取为 k∗ = 1.
注 2. 经过零阶保持器后, 必有

lim
t→∞

pl(t) = 1, lim
t→∞

pi(t) = 0, i 6= l

以上加权算法的收敛条件可以概括为, 误差性
能指标 (5) 在系统噪声和量测噪声的干扰下可以区
分, 即满足式 (10).
加权算法的收敛性实际上受系统信噪比的影响,

当信噪比超出一定范围, 将出现权值不收敛或错误
收敛的情况, 详细讨论参见文献 [13].

图 1 给出了 RMMAC 的逻辑结构图, 其中 P ,
C1, Ci, Cm, Ml 可以理解为相应的传递函数.

图 1 RMMAC 系统的结构图

Fig. 1 Structure block diagram of a general RMMAC

图 1 中, pl(t), l = 1, · · · ,m 实际上代表了对被

控对象的 “辨识”. 由于加权值只能在离散采样时刻
进行计算得到 pl(k), 因此须经过零阶保持器才能得
到连续的加权值 pl(t). 整个鲁棒多模型自适应控制
系统本质上是一个混杂系统.

首先构造图 1 所示系统的输入输出意义上的等
价系统 (考虑模型集包含真实对象模型Ml, 且 pl →
1; pi = 0; i 6= l), 即虚拟等价系统, 如图 2 所示.

图 2 RMMAC 的虚拟等价系统

Fig. 2 VES for a general RMMAC

图 2 中, ul(t) 是控制器 Cl 产生的输出, u(t) 同
图 1 所示, ∆u(t) = u(t)− ul(t).

1.2 主要结果

定理 2. 针对未知随机被控对象 P 的RMMAC
系统, 若满足以下条件:

1) 模型集合中包含真实对象的模型, 记为Ml;
2) 局部控制器与相应的局部模型构成稳定的闭

环系统, 且跟踪系统的参考输入信号;

3) 各个局部模型与实际对象之间的输出误差可
区分, 即依概率 1 满足式 (10).
则鲁棒多模型自适应控制系统是稳定的和收敛

的.
证明. 根据条件 3) 及定理 1, 必有

pl(t) → 1, pi(t) → 0, i ∈ L, i 6= l

在上述条件下,我们推导图 2中∆u(t) = u(t)−ul(t)
的性质如下:

∆u(t) = u(t)− ul(t) =
m∑

i=1

pi(t)[Kix(t) + Giyr(t)]−

Klx(t)−Glyr(t) =

o(‖x(t)‖+ M) (11)

考虑图 2 所示虚拟等价系统的结构特点, 显然
它是一个线性定常系统, 故可将其分解为图 3 和图 4
两个子系统.

图 3 虚拟等价系统 (如图 2 所示) 的分解子系统 I

Fig. 3 Decomposed subsystem I of VES (Fig. 2)

图 4 虚拟等价系统 (如图 2 所示) 的分解子系统 II

Fig. 4 Decomposed subsystem II of VES (Fig. 2)

图 3 为随机系统, 即

ẋ′(t) = Alx
′(t) + Blu

′(t) + ω(t)

y′(t) = Dlx
′(t) + v(t) (12)

图 4 为确定性系统, 即

ẋ′′(t) = Alx
′′(t) + Blu

′′(t)

y′′(t) = Dlx
′′(t) (13)

注意, 图 1 和图 2 所示系统的初始状态为 x(0)
= 0, 而图 3 和图 4 所示系统的初始状态分别为
x′(0) = 0 和 x′′(0) = 0, 显然满足
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x(0) = x′(0) + x′′(0)

由条件 2) 可知, 图 3 所示系统为稳定系统, 且
跟踪参考输入, 因此有

E
[‖x′(t)‖2

]
< ∞

Ey′(t) = E [Dlx
′(t)] = yr(t)

E [y′(t)− yr(t)]
2

< ∞
分析图 4 所示确定性线性系统, 注意其参考输

入信号为 0, 因此

u′′(t) = Klx
′′(t) + ∆u(t) (14)

代入式 (13), 得

ẋ′′(t) = (Al + BlKl)x′′(t) + Bl∆u(t)

y′′(t) = Dlx
′′(t) (15)

求解上式, 并注意 x′′(0) = 0, 有

x′′(t) =
∫ t

0

e(Al+BlKl)(t−τ)Bl∆u(τ)dτ (16)

由于闭环系统稳定, 且初始条件为 0, ∆u(t) 满
足式 (11), 因此根据附录中的引理 1 及其推论, 有

‖x′′(t)‖ = o(‖x(t)‖+ M) (17)

由线性叠加定理, 有

x(t) = x′(t) + x′′(t)

对上式取范数, 显然有

0 ≤ ‖x(t)‖ ≤ ‖x′(t)‖+ ‖x′′(t)‖ =

‖x′(t)‖+ o(‖x(t)‖+ M) (18)

对上式取平方, 并考虑到事实 2ab ≤ a2 + b2, 得到

0 ≤ ‖x(t)‖2 ≤ 2[‖x′(t)‖2 + ‖x′′(t)‖2] =

2[‖x′(t)‖2 + o((‖x(t)‖+ M)2)] (19)

对上式两边进行积分, 得

0 ≤ 1
T

∫ T

0

‖x(t)‖2dt ≤ 2
T

∫ T

0

‖x′(t)‖2dt +

o

(
2
T

∫ T

0

(‖x(t)‖+ M)2dt

)
(20)

下面用反证法证明

lim
T→∞

1
T

∫ T

0

‖x(t)‖2dt < ∞

即

E[‖x(t)‖2] < ∞
为此反设

lim
T→∞

1
T

∫ T

0

‖x(t)‖2dt

无界, 因此必有无穷子列

1
Tk

∫ Tk

0

‖x(t)‖2dt →∞, k = 1, 2, · · · ,∞

且满足

0 ≤ 1
Tk

∫ Tk

0

‖x(t)‖2dt ≤ 2
Tk

∫ Tk

0

‖x′(t)‖2dt +

o

(
2
Tk

∫ Tk

0

(‖x(t)‖+ M)2dt

)
,

k = 1, 2, · · · ,∞ (21)

上式两端同除以

1
Tk

∫ Tk

0

‖x(t)‖2dt

并取极限 limTk→∞, 同时注意到 E[‖x′(t)‖2] < ∞意
味着

lim
T→∞

1
T

∫ T

0

‖x′(t)‖2dt < ∞

以及

lim
Tk→∞

1
Tk

∫ Tk

0

‖x′(t)‖2dt < ∞

因此, 由式 (21) 和夹逼定理, 得

lim
Tk→∞

1
Tk

∫ Tk

0

‖x(t)‖2dt

lim
Tk→∞

1
Tk

∫ Tk

0

‖x(t)‖2dt

→ 0

显然上式意味着一个错误结论, 即 1 → 0, 因此原假
设 limT→∞

1
T

∫ T

0
‖x(t)‖2dt无界不能成立,于是证得

lim
T→∞

1
T

∫ T

0

‖x(t)‖2dt < ∞

即

E‖x(t)‖2 < ∞
类似地, 可以证明

E‖x(t)‖ < ∞
在此基础上, 考虑到式 (17), 有
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E‖x′′(t)‖ = o(E‖x(t)‖+ M) = 0

Ex′′(t) = 0

从而有

Ex(t) = Ex′(t)

Ey(t) = E [Dl(x′(t) + x′′(t))] =

E [Dlx
′(t)] = Ey′(t) = yr(t) (22)

最后, 由附录中的引理 2 可知

E[y(t)− yr(t)]2 = E[y′(t)− yr(t)]2 < ∞
至此得出结论, 图 2 所示的虚拟等价系统稳定

且收敛, 进而鲁棒加权多模型自适应控制系统稳定
且收敛. ¤

若模型集中不包含被控对象的精确模型, 则称
该情况为非精确建模, 需要构造新的虚拟等价系统,
如图 5 所示.

图 5 非精确建模情况下的虚拟等价系统

Fig. 5 VES for a general RMMAC with

non-precise modeling

图 5 中

ex(t) = x(t)− xl(t)− ω(t)

ey(t) = y(t)− yl(t)− v(t)

在此非精确建模情况下, 有如下结论.
推论 1. 针对未知随机被控对象 P 的RMMAC

系统, 若满足以下条件:
1) 模型集合中包含一个距离真实对象最近的模

型Ml, 即依概率 1 满足式 (10);
2) 局部控制器与对应的局部模型构成稳定的闭

环系统, 且跟踪系统的参考输入信号;
3) Ml 充分逼近被控对象, 即 ‖ex(t)‖ =

o(‖x(t)‖), ‖ey(t)‖ = o(‖x(t)‖). 则相应的鲁棒多
模型自适应控制系统是稳定的和收敛的.

证明过程与定理 2 类似, 过程略.

2 一类非线性慢时变被控对象

2.1 RMMAC的虚拟等价系统

控制系统的描述同第 1.1 节所述, 对被控对象
没有直接的限制, 可以考虑为任意的连续时间非线

性慢时变对象 P (t)

ẋ(t) = f(x(t), u(t), ω(t))

y(t) = g(x(t), v(t)) (23)

但是, 假定其真实模型可以被有限个 “慢切换” 的连
续时间线性时不变模型所近似 (近似误差为相对无
穷小量, 细节见后面的描述).

该类被控对象的 RMMAC 系统结构如图 6 所
示.

图 6 非线性慢时变对象的 RMMAC 控制系统结构图

Fig. 6 Structure block diagram of RMMAC system for

non-linear time-varying plant

由于用多个线性时不变状态空间模型可以逼近

P (t) 的状态 x(t) 以及输出 y(t), 因此, 可以构造出
图 6 所示系统的输入输出等价系统, 即虚拟等价系
统, 如图 7 所示.

图 7 图 6 系统的虚拟等价系统

Fig. 7 VES for Fig. 6

图 7 中, ul(t) 是 Cl 产生的输出, u(t) 同图 1 所
示, ∆u(t) = u(t)−ul(t), 此外, ex(t) = x(t)−xl(t)
− ω(t) 和 ey(t) = y(t)− yl(t)− v(t) 是用多个局部
连续时间线性模型Ml, l ∈ L 逼近未知对象 P (t) 所
产生的状态误差和输出误差. 图 7 与图 2、图 5 的本
质区别在于, 图 7 从结构上说是一个连续时间线性
切换系统, 即 l 是变化的, 而图 2 和图 5 是一个连续
时间线性定常系统, 即 l 是固定的.
需要指出的是, 对于具有时变特征的被控对象,

加权算法需要增加一些特殊处理, 以便解决权值的
“锁死” 状态, 即一旦某些权值收敛到 0, 则当被控对
象发生变化时, 由于权值是递推计算的, 那些已经收
敛到 0 的权值将失去重新调整的能力. 为此, 可以采
用两种方案: 1) 设置权值的下限; 2) 权值的重置. 本
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文采用权值重置的办法, 当检测到系统跳变时, 重新
启动权值算法, 即式 (4)∼ (8).

2.2 主要结论

定理 3. 针对连续时间非线性慢时变未知被控
对象 P (t) 的 RMMAC 系统, 如果满足以下条件:

1) 被控对象的真实模型可以用 L 个局部模型

所逼近, 且逼近误差 ‖ex(t)‖ = o(‖x(t)‖), ‖ey(t)‖ =
o(‖x(t)‖);

2) 局部控制器与相应的局部模型构成稳定的闭
环系统, 且局部模型之间的切换间隔足够长;

3) 在任意两次模型切换之间, 总有一个模型
Ml, l ∈ L 的输出误差最小, 即依概率 1 有





Tj+k∑
p=Tj+1

e2
l (p) <

Tj+k∑
p=Tj+1

e2
i (p)

lim
k→∞

1
k

Tj+k∑
p=Tj+1

e2
l (p) = Rl

lim
k→∞

1
k

Tj+k∑
p=Tj+1

e2
i (p) = Ri

Rl < Ri, k ≥ k∗, i 6= l

其中, Rl 为常数, Ri 为常数或无穷大, k∗ 为有限正
整数; Tj, j = 0, 1, 2, · · · 为系统发生跳变 (即模型切
换) 的时间序列, 且 T0 = 0. 则相应的鲁棒多模型自
适应控制系统是稳定的和收敛的.
证明. 将图 7 所示系统进行分解, 分别如图 8

和图 9 所示, 分解前后的等价性可以用数学归纳法
加以证明 (过程略).

图 8 虚拟等价系统 (如图 7 所示) 的分解子系统 I

Fig. 8 Decomposed subsystem I of VES Fig. 7

图 9 虚拟等价系统 (如图 7 所示) 的分解子系统 II

Fig. 9 Decomposed subsystem II of VES Fig. 7

分析图 8 所示子系统的性质, 由条件 2) 和条件
3), 同时考虑定理 2, 假想将被控对象和相应的控制

器 “冻结” 在某个工作点, 即 Ml 和 Cl 的下标 “冻
结” 不变, 那么图 8 所示子系统在输入输出意义下
等价于图 2 所示系统, 是一个全局稳定的系统.

在此基础上, 由条件 2) 的后半部分可知, 图 8
所示系统是一个慢切换系统, 并且各个组成系统是
稳定的连续时间线性时不变随机系统, 因此根据切
换系统理论[15−16] 可得, 图 8 所示子系统是全局稳
定的, 即

E
[‖x′(t)‖2

]
< ∞

Ey′(t) = E [Dlx
′(t)] = yr(t)

E [y′(t)− yr(t)]
2

< ∞
考察图 9 所示子系统的性质, 由于其为确定性

闭环稳定系统, 又由于条件 1), 故有

‖x′′(t)‖ = o(‖x(t)‖)
仿照定理 2 的反证法证明过程, 可得

E
[‖x(t)‖2

]
< ∞

进一步有

Ey(t) = Ey′(t) = E [Dlx
′(t)] = yr(t)

E [y(t)− yr(t)]
2 = E [y′(t)− yr(t)]

2
< ∞

¤
放宽对模型逼近误差的要求, 即只要求逼近误

差有界, 则相应的鲁棒多模型自适应控制系统仍可
保证稳定, 即状态和输出有界, 但不能保证收敛性.
为此, 我们给出如下推论, 证明过程略.

推论 2. 针对非线性慢时变未知被控对象的
RMMAC 系统, 若满足以下条件:

1) 被控对象的输出特性可以用 L 个局部模型

所逼近, 且逼近误差有界, 即 ‖ex(t)‖ ≤ η1 < ∞,
‖ey(t)‖ ≤ η2 < ∞;

2) 局部控制器与相应的局部模型构成稳定的闭
环系统, 且局部模型之间的切换间隔足够长;

3) 在任意两次模型切换之间, 总有一个模型
Ml, l ∈ L 的输出误差最小, 即依概率 1 有





Tj+k∑
p=Tj+1

e2
l (p) <

Tj+k∑
p=Tj+1

e2
i (p)

lim
k→∞

1
k

Tj+k∑
p=Tj+1

e2
l (p) = Rl

lim
k→∞

1
k

Tj+k∑
p=Tj+1

e2
i (p) = Ri

Rl < Ri, k ≥ k∗, i 6= l
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其中, Rl 为常数, Ri 为常数或无穷大, k∗ 为有限正
整数; Tj, j = 0, 1, 2, · · · 为系统发生跳变 (即模型切
换) 的时间序列, 且 T0 = 0. 则相应的鲁棒多模型自
适应控制系统是稳定的.

3 结论

本文基于虚拟等价系统的概念和方法, 给出了
连续时间鲁棒多模型自适应控制 (RMMAC) 系统
的稳定性证明, 主要条件可以概括为: 模型集包含被
控对象的真实模型或能够充分逼近被控对象的模型;
加权算法 0-1 收敛; 局部控制器镇定局部模型, 且满
足渐近跟踪参考输入的要求.
今后的研究工作是进一步改进加权算法, 给出

全面的 RMMAC 系统的稳定性结论 (包括非 0-1 收
敛等情况).

附录 引理及证明

引理 1. 对于一个稳定的多输入多输出 ((Multiple-

input multiple-output, MIMO) 连续时间确定线性系统

ẋ(t) = Ax(t) + Bu(t)

y(t) = Dx(t)

x(0) = 0 (A1)

若

lim
t→∞

‖u(t)‖ = 0

则有

lim
t→∞

‖x(t)‖ = 0

lim
t→∞

‖y(t)‖ = 0

证明. 求解系统 (A1) 的状态方程, 并注意到其初始状

态为零, 因此有

x(t) =

∫ t

0

eA(t−τ)Bu(τ)dτ (A2)

由于系统稳定, 所以 A 为稳定矩阵, 因此必存在常数 λ < 0,

c > 0, 使得

‖eA(t−τ)‖ ≤ c eλ(t−τ) (A3)

进而有

0 ≤ ‖x(t)‖ ≤ c‖B‖
∫ t

0

eλ(t−τ)‖u(τ)‖dτ (A4)

由引理 1.1 知, 当 t →∞ 时, 有

∫ t

0

eλ(t−τ)‖u(τ)‖dτ → 0

所以根据夹逼定理, 有

lim
t→∞

‖x(t)‖ = 0

类似地, 可以证明

lim
t→∞

‖y(t)‖ = 0

¤
引理 1的推论. 对于一个稳定的多输入多输出 (MIMO)

连续时间确定线性系统, 若其输入信号的向量范数为 ‖u(t)‖
= o(‖f(t)‖ + M), 则状态及输出信号的向量范数也必定为

o(‖f(t)‖+ M), 其中, f(t) 为任意向量函数, 0 < M < ∞.

证明. 式 (A2) 两端同时除以 (‖f(t)‖ + M), 按引理 1

的证明过程可得
‖x(t)‖

‖f(t)‖+ M
→ 0

‖y(t)‖
‖f(t)‖+ M

→ 0

即

‖x(t)‖ = o(‖f(t)‖+ M)

‖y(t)‖ = o(‖f(t)‖+ M)

¤
引理 1.1. 设 λ < 0, ‖u(τ)‖ → 0, 则有

∫ t

0

eλ(t−τ)‖u(τ)‖dτ → 0

证明. 引理 1.2 已经证明, 若 λ < 0, Sn → 0, 则有

lim
n→∞

n∑
i=0

eλ(n−i)Si = 0 (A5)

下面将引理 1.2 的结论推广到积分情形. 显然有

lim
n→∞

1

n

n∑
i=0

eλ(n−i)Si = 0 (A6)

即

lim
n→∞

n∑
i=0

eλ(n−i)Si
1

n
= 0 (A7)

令

‖u(i)‖ = Si, f(xi) = eλ(n−xi)‖u(xi)‖, 1

n
= 4xi

则有

lim
n→∞

n∑
i=0

f(xi)4xi = 0 (A8)

即

∫ t

0

eλ(t−τ)‖u(τ)‖dτ → 0 (A9)

¤
引理 1.2. 设有常数 λ < 0, 以及实数序列 Sn, n = 0, 1,

2, · · · . 若
lim

n→∞
Sn = 0

则有

lim
n→∞

n∑
i=0

eλ(n−i)Si = 0
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证明. 文献 [17] 中已经证明: 若 Pk > 0, k = 0, 1, 2,

· · · , 且满足条件

lim
n→∞

Pn

P0 + P1 + · · ·+ Pn
= 0

以及

lim
n→∞

Sn = s

则有

lim
n→∞

n∑
i=0

Pn−iSi

P0 + P1 + · · ·+ Pn
= s (A10)

考虑到

Pk = eλk, λ < 0

首先, Pk = eλk > 0, 且

lim
n→∞

eλn

1 + eλ + e2λ + · · ·+ enλ
= 0

基于式 (A10), 并注意到本引理中 Sn 的极限为 s = 0, 有

lim
n→∞

enλS0 + e(n−1)λS1 + · · ·+ Sn

1 + eλ + e2λ + · · ·+ enλ
= 0 (A11)

上式分母的极限

lim
n→∞

(
1 + eλ + e2λ + · · ·+ enλ

)
=

1

1− eλ

为常数, 因此 (A11) 意味着

lim
n→∞

n∑
i=0

eλ(n−i)Si = 0

¤
引理 2. 已知

lim
T→∞

1

T

∫ T

0

[
y′′(t)

]2
dt = 0

lim
T→∞

1

T

∫ T

0

[
y′(t)− yr(t)

]2
dt < ∞

必有

lim
T→∞

1

T

∫ T

0

[
y′(t)− yr(t) + y′′(t)

]2
dt =

lim
T→∞

1

T

∫ T

0

[
y′(t)− yr(t)

]2
dt

证明. 显然

lim
T→∞

1

T

∫ T

0

[
y′(t)− yr(t) + y′′(t)

]2
dt =

lim
T→∞

1

T

∫ T

0

[
y′(t)− yr(t)

]2
dt +

lim
T→∞

1

T

∫ T

0

[
y′′(t)

]2
dt +

lim
T→∞

2

T

∫ T

0

[
y′(t)− yr(t)

]
y′′(t)dt =

lim
T→∞

1

T

∫ T

0

[
y′(t)− yr(t)

]2
dt +

lim
T→∞

2

T

∫ T

0

[
y′(t)− yr(t)

]
y′′(t)dt (A12)

分析上式右面的第 2 项, 根据积分形式的 Cauchy-

Schwarz 不等式, 有

0 ≤
{

1

T

∫ T

0

[
y′(t)− yr(t)

]
y′′(t)dt

}2

≤
{

1

T

∫ T

0

[
y′(t)− yr(t)

]2
dt

}
×

{
1

T

∫ T

0

[
y′′(t)

]2
dt

}
→ 0 (A13)

运用夹逼定理得

lim
T→∞

{
1

T

∫ T

0

[
y′(t)− yr(t)

]
y′′(t)dt

}2

= 0

从而

lim
T→∞

1

T

∫ T

0

[
y′(t)− yr(t)

]
y′′(t)dt = 0

代入式 (A12), 得

lim
T→∞

1

T

∫ T

0

[
y′(t)− yr(t) + y′′(t)

]2
dt =

lim
T→∞

1

T

∫ T

0

[
y′(t)− yr(t)

]2
dt (A14)

¤
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