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轮手一体机器人能量次优重构规划方法

胡亚南 1, 2 马书根 1, 3 李 斌 1 王明辉 1 王越超 1

摘 要 模块化机器人的重构规划中, 由于各模块的目标分配与其轨迹规划之间的耦合关系导致组合爆炸问题. 本文提出一

种基于简化模型的能量次优规划方法, 将重构规划问题转化为最优控制问题, 实现目标分配与轨迹规划的解耦. 通过求解由

Hamilton-Jacobi-Bellman (HJB) 方程描述的最优控制问题, 得到简化模型的值函数和最优轨迹. 各模块的运动目标由值函

数的吸引域决定. 通过在最优轨迹附近的次优区域内搜索得到实际运动轨迹, 提高了搜索效率. 仿真实验结果表明, 该方法能

够选择合适的模块组合, 并能在障碍物环境中生成满足机器人动力学约束的运动轨迹.
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An Energy Suboptimal Reconfiguration Planning Approach to

Wheel-manipulator Robots
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Abstract In reconfiguration planning of modular robots, coupling between goal assignment for individual modules and

their trajectory planning leads to the combinatorial explosion problem. This paper proposes an energy suboptimal planning

approach based on a simplified model. The problem of reconfiguration planning is transformed into an optimal control

problem, which decouples goal assignment and trajectory planning. By solving the optimal control problem described

by the Hamilton-Jacobi-Bellman (HJB) equation, a value function and optimal trajectories of the simplified model are

derived. Respective goals of the modules are determined by attraction regions of the value function. Actual trajectories

are obtained by searching in suboptimal regions that locate in the neighborhood of optimal trajectories of the simplified

model. Simulation results show that the proposed approach can select a proper set of modules, and that generated

trajectories can satisfy the dynamic constraint of the robot in an environment with obstacles.
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在灾难救援、野外侦查等任务中, 机器人面对的
是不确定的多样化环境. 模块化机器人能够组成具
有不同运动性能的构形以满足不同的任务或环境要

求, 这一过程又称为重构. 根据几何结构, 模块化机
器人可分为三类: 栅格型、链型和移动型[1]. 轮手一
体机器人是一种移动型模块化机器人, 其单模块由
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五自由度机械臂和履带轮体组成[2], 如图 1 (a) 所示.
在移动时, 机械臂用于改变方向; 在重构时, 其负责
连接各模块组成群体构形, 如图 1 (b) 所示.
重构规划的任务是选择合适的模块并生成其运

动轨迹从而组成特定的构形. 根据初始状态的不同,
重构可分为由多个独立的模块组合成群体构形, 以
及从一种构形变换为另一种构形, 如图 1 (c) 所示.
如果不考虑机械臂最后的对接步骤, 可以将后者视
为前者的特例. 本文只考虑一般情况, 即独立模块组
成群体构形. 与传统运动规划相比, 重构规划面临两
个挑战. 首先, 每个模块作为一个独立运动的机器
人, 都需要对其运动进行规划, 这产生高维的构型空
间. 而规划算法的复杂度与空间维度呈指数关系. 其
次, 在规划中不仅需要考虑模块自身以及模块间的
约束关系, 还要考虑当前模块对整体结构可能的依
赖和影响. 为了避免对大量模块同时进行规划, 文
献 [3−4]采用宏模块的思想,将部分模块作为一个整
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体进行规划. 文献 [5−6] 提出基于规则的策略以处
理模块间复杂的约束, 减少搜索空间. 现有的重构规
划研究主要针对栅格型和链型模块化机器人, 其特
点是单个模块需借助其他模块辅助运动才能实现重

构. 而且, 现有方法只考虑了简单的几何约束或运动
学模型, 忽略了机器人的完整 (动力学) 模型, 对重
构策略的最优性也缺少讨论[1]. 文献 [7] 将模块状态
的欧氏度量作为优化指标, 并使用分配算法得到最
优的重构方案. 但存在运动学约束时, 欧氏度量并不
准确, 而且协调机器人间的冲突时所采用的反应式
方法, 只能保证运动是局部最优而不能保证全局最
优.

图 1 轮手一体机器人及其重构

Fig. 1 Wheel-manipulator robots and

their reconfiguration

传统单机器人运动规划中考虑动力学约束的主

要有三种方法: 1) 基于采样的方法[8]通过对状态空

间或控制空间进行采样, 并对动力学方程积分生成
可行轨迹. 通过建立并逐渐扩展树形结构实现对状
态空间的探索. 该方法的优点是计算简单, 缺点是
生成的轨迹通常远离最优解, 一般需要后期优化; 2)
基于分层的方法[9] 将规划分为两层实现, 高层负责
生成一系列局部目标, 其中只考虑机器人的运动学
约束和几何约束, 而低层负责搜索连接局部目标的
可行轨迹, 其中考虑动力学约束. 通过分层限制了探
索区域, 从而提高了效率. 但高层在考虑运动学约束
时对控制量取极值, 只适用于机器人速度幅值不受
约束时距离最优的情况. 而在速度幅值受约束并以
能量为优化准则的情况下, 机器人的转向半径并非
极值[10]; 3) 基于数值优化的方法[11] 将机器人的控

制量用参数表示, 使用数值优化方法得到控制参数

值和机器人的轨迹. 其优点是通用性好, 适用于任意
模型、优化目标和约束条件, 缺点是计算量较大且容
易收敛到局部极小值.
移动型模块化机器人的重构规划中, 目标构形

通常是给定的, 而各初始模块对应的子目标 (即目标
构形中的模块) 是未知的. 初始模块与子目标间存
在多种分配方式. 为了实现重构的总代价最优, 对
各模块进行子目标分配时需要根据各自的运动轨迹

计算其代价, 而规划运动轨迹的前提是已知子目标,
二者存在耦合关系. 传统方法只从单模块角度考虑,
穷举出所有的可能的组合并选择总代价最小的一个.
其缺点是: 组合方式的数量与机器人模块数量呈阶
乘关系, 计算量随模块增加而急剧增加; 而且没有从
整体考虑各模块之间的运动影响, 各模块由于运动
存在约束, 孤立地对各模块进行规划所得到的轨迹
会出现干涉从而导致规划的轨迹不可行.

1 基于简化模型的重构规划方法概述

本节通过一个例子阐述所提方法的基本思想.
考虑二维平面中运动不受约束的机器人重构问题,
如图 2 (a) 所示. 目标构形由两个模块组成, 但环境
中共有 3 个独立模块. 任务是选择两个模块使其到
达子目标, 并且两个模块的移动距离之和最小. 为了
避免子目标分配与单模块运动规划之间的耦合, 规
划运动轨迹时, 不是从初始模块开始, 而是反其道而
行之, 以子目标为初始值, 根据动态规划的思想迭代
计算平面中各点到 (任一) 子目标的距离的最小值.
最终得到以各点坐标为自变量的函数, 称为值函数.
值函数的图像为如图 2 (b) 所示的双圆锥, 锥尖对应
子目标所在的位置. 各模块沿着锥面做梯度下降即
可得到最优轨迹, 因为梯度方向是距离下降最快的
方向. 对每个子目标, 选择最先到达该子目标的模块
就是满足要求的重构组合. 值函数的梯度定义了一
个最优反馈向量场, 如图 2 (c) 所示, 对位于任意初
始位置的模块, 这一向量场给出了到达子目标的最
优控制律. 值函数对于每个子目标构成了一个吸引
域, 不同吸引域的边界就是值函数梯度为 0 的区域,
如图 2 (c) 中的虚线所示.
值函数可以作为 Lyapunov 函数, 设计稳定的

控制器, 也可类比为人工势场法中的势函数, 其作为
导航函数的一个特例, 常用于设计反馈运动规划策
略. 例如文献 [12] 通过构造一系列的局部反馈控制
器 (被形象地比喻为漏斗) 将障碍物环境中的复杂控
制系统稳定到目标区域. 但人工势场法中对势函数
的定义只考虑局部信息, 导致势函数中存在局部极
小值, 从而使机器人无法到达目标点. 而值函数不存
在局部极小值. 此外, 势函数中的吸引势场采用启发
式的方法计算得到, 其是对机器人当前状态到目标
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点真实代价的下界估计值. 而值函数自身反映了机
器人到目标点的真实代价信息. 借助这一特点, 可以
将其由单机器人单目标的运动规划推广到多机器人

多目标的运动规划, 例如重构规划.

图 2 二维无约束机器人重构例子

Fig. 2 The reconfiguration example of unconstrained

robots in two dimensions

上述重构规划步骤可以总结为:
步骤 1.确定优化准则, 以子目标为初始值根据

机器人模型求解其最优控制问题, 得到值函数和最
优反馈控制律.
步骤 2.选取值函数最小的模块, 使用最优控制

律对机器人模型积分得到不同初始状态下的最优轨

迹, 完成重构.
如果将以上方法直接用于轮手一体机器人重构

规划中, 仍会面临两个问题: 首先, 机器人动力学模
型维数较高且非常复杂, 直接求其最优控制问题非
常困难; 其次, 由于机器人受动力学约束, 得到的最
优轨迹间可能存在干涉.
在结构力学、流体力学等领域, 描述系统的模型

往往也表现出高维、复杂的特征. 但通过分析可以
发现, 并非所有状态变量对系统都有同等程度的影
响. 系统的行为可以通过几个主要维度近似刻画, 而
忽略次要维度所引起的误差可以控制在一定的范围

内. 因此可以使用简化的模型近似描述复杂系统的
行为. 在控制理论等领域中, 如果描述系统的模型维
数过高或规模较大时, 人们也会寻找一个规模较小
的简化模型来逼近完整的系统模型, 这被称为模型
降阶. 类似思想在模型较复杂的机器人研究中得到
体现, 例如用倒立摆模型为人形机器人设计控制律.

现有的模型降阶方法主要针对线性系统[13]. 对于非
线性系统需要预先在选定的名义状态附近进行近似

线性处理[14], 导致其只能适用于名义状态的临域,并
且在不同的名义状态下需要切换. 早期针对非线性
系统的约简 (降阶) 通常采取精确的方式, 其依赖系
统的某些特性, 例如对称性. 因此精确约简一般用于
满足动量守恒的系统或受非完整约束的系统[15], 这
限制了其适用范围. 为了处理更一般的动力系统, 有
学者提出近似约简的思想[16], 其适用于具有一定稳
定性的系统. 受到上述研究的启发, 本文首先对机器
人的运动模型进行分析, 得出其在最优控制律作用
下的稳定特性, 并基于近似约简思想对机器人模型
进行简化处理. 然后通过求解简化模型的最优控制
问题, 得到其最优轨迹. 随后最优轨迹附近搜索得到
满足机器人动力学约束的能量次优轨迹.

2 机器人运动模型的分析与简化

本节对机器人的运动模型进行分析并给出其简

化模型. 在此之前, 首先介绍后文用到的数学知识.

2.1 基本数学知识

向量场表示为 (Rn, X), 其中 X 是光滑映射

X : Rn → Rm. 如果光滑曲线 x : I → Rn 满

足 x(t) = X(x(t)),∀t ∈ I (I 是 R 的开子集), 则
称 x : I → Rn 是向量场 (Rn, X) 的轨迹. 为了强
调轨迹的初始条件 x(0) = x0, 通常将轨迹表示为
x(·, x0). 控制系统表示为 (Rn,Rm, F ). 其中 F 是

光滑映射 F : Rn ×Rm → Rn. 假设系统的状态空
间是Rn, 对于它的一个分解Rn = Rm ×Rk, 可以
定义投影 πm : Rn → Rm 和 πk : Rn → Rk.

定义 1. 向量场 (Rn, X) 与 (Rm, Y ) 被称为近
似 πm 相关

[16], 如果存在 K∞ 类函数 γ 和常数 c ∈
R+

0 使得对任意的初始状态 x ∈ Rn 和时间 t ∈ R+
0 ,

有 |πm ◦ x(t, x)− y(t, πm(x))| < γ(|πk(x)|) + c. 其
中, |x| 表示状态 x 的欧氏范数. 系统完整模型对应
的向量场与其简化模型对应的向量场近似相关意味

着, 完整模型轨迹的投影与简化模型的轨迹是有界
的, 其边界是初始状态的函数.
定义 2. 控制系统 (Rn,Rm, F ) 被称为增量

一致有界输入有界状态稳定 (Incrementally uni-
formly bounded input bounded state stable, IU-
BIBSS), 如果存在 K∞ 类函数 γ1 和 γ2 以及常数

d ∈ R+
0 使得对所有 t ∈ R+

0 , 初始状态 x1, x2 ∈ Rn

和控制输入 uuu1,uuu2 : R+
0 → Rm, 有 |xuuu1(t, x1) −

xuuu2(t, x2)| ≤ γ1(|x1 − x2|) + γ2(‖ uuu1 − uuu2 ‖) + d

其中, ‖ f ‖= ess supt∈[0,τ ]|f(t)|, 对于任意函数
f : [0, τ ] → Rn, τ ∈ R+. 文献 [16] 给出了两个
向量场近似相关的充分条件:
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定理 1.对于向量场 (Rn, X), 定义 F = Tπm ·
X : Rm×Rk → Rm是状态空间Rm上的控制系统.
向量场 (Rm, Y )定义为 Y (y) = T(y,0)πm ·X(y, 0) =
F (y, 0). 如果 (Rn, X) 是沿纤维实际稳定的 (Fiber-
wise practically stable), 且 F 满足 IUBIBSS, 则向
量场 (Rm, Y ) 和 (Rn, X) 是近似 πm 相关的.

2.2 机器人运动模型分析

下面介绍轮手一体机器人的运动模型. 单模块
机器人的构型可由QQQ = {gggIb, qqq} ∈ SE(3)×R5描述.
其中, 矩阵 gggIb 表示轮体坐标系 Obxbybzb 相对于全

局坐标系 OIxIyIzI 的位姿, 而向量 qqq 表示手臂关节

转角. 位姿矩阵 gggIb 中的姿态存在多种表示方法, 本
文选取欧拉角参数表示. 因此, 单模块机器人的构型
坐标为 Q̃QQ = (x, y, z, θ, φ, ψ, q1, q2, · · · , q5)T ∈ R11,
其中 x, y 和 z 为轮体质心坐标, 而 θ, φ 和 ψ 为轮

体坐标系的 XY Z 欧拉角. 轮手一体机器人的动力
学模型[17] 为

MMM
˙̃
VVV + CCCṼVV = τ̃ττ (1)

其中, 机器人的广义速度 ṼVV = (VVV T
Ib, q̇qq

T)T ∈ R11 包

含轮体的刚体速度 VVV Ib = (vx, vy, vz, ωx, ωy, ωz)T 和
手臂关节速度 q̇qq = (q̇1, q̇2, · · · , q̇5)T, 惯性矩阵MMM 是

手臂关节坐标 qqq 的函数, 而柯氏力和向心力矩阵 CCC

是 qqq 和 ṼVV 的函数 (MMM 和CCC 的具体形式见附录).
机器人的构型 Q̃QQ 与广义速度 ṼVV 存在一阶微分

关系 (具体形式见附录)

Q̃QQ = h(ṼVV ) (2)

将式 (1) 和式 (2) 合写为状态空间的形式

ẋxx = f(xxx,uuu) (3)

其中, 状态向量 xxx = (Q̃QQ
T
, ṼVV

T
)T ∈ R22, uuu 是控制输

入. 由于机器人的控制输入与状态存在线性关系, 式
(3) 又可写成仿射形式

ẋxx = A(xxx) + B(xxx)uuu (4)

最优控制问题的代价泛函定义为状态和控制的

二次型函数
∫ ∞

0

(xxxTxxx + uuuTuuu)dt (5)

其中, 被积函数中的 xxxTxxx 项表示状态误差的代价

(不失一般性, 假设目标状态位于原点), uuuTuuu 项表示

控制的代价. 代价泛函的含义是用尽量小的控制量
使机器人与目标状态保持较小的误差.

下面对各状态在式 (3) 中的影响程度进行分析.
在正常行进时, 机器人轮体的 x, y 和 θ 坐标可以主

动控制, 而 φ, ψ 和 z 则由地形约束决定, 是被动量.

在地形起伏较小的环境中, ωx, ωy 和 vz 的变化较

小. 轮手一体机器人采用履带推进, 在不打滑的情况
下, 轮体侧向滑移量很小, 因此侧向速度 vy 对整体

运动的贡献较小. 机器人在转向时, 转向速度 ωz 较

小, 手臂的关节变化范围有限且速率较小.
基于以上分析, 将机器人的状态分解为主要分

量和次要分量, 即 xxx = (xxxT
s ,xxxT

r )T. 其中主要分量由
变化较大的状态变量组成, 即 xxxs = (x, y, θ, vx)T. 并
由此定义投影 πs : xxx → xxxs 和 πr : xxx → xxxr. 根据状
态的分解, 式 (4) 可以写成

ẋxx = As(xxx) + A(xxx)−As(xxx)︸ ︷︷ ︸
Ar(xxx)

+B(xxx)uuu (6)

其中, As(xxx) = A(xxx)|xxxr=000 是主要状态分量 xxxs 的函

数. Ar(xxx) 存在上界, 即 ‖ Ar(xxx) ‖≤ Ar max(xxx). 原
系统 (4) 可视为系统 ẋxx = As(xxx) + B(xxx)uuu 受到扰动
Ar(xxx) 后的结果.
由于未知参数和无法建模的因素, 模型与实

际系统总存在误差. 而且机器人在实际运动时

可能受到外部扰动. 因此, 在最优控制的基础上
考虑一定的鲁棒控制更有实际意义. 根据文献
[18] 的结论, 系统 ẋxx = As(xxx) + B(xxx)uuu 在代价∫∞
0

(A2
r max(xxx) + xxxTxxx + uuuTuuu)dt下的最优控制也是

系统 (4) 的鲁棒控制. 通过求 ẋxx = As(xxx) + B(xxx)uuu的
最优控制问题, 可以得到最优反馈控制律 uuu = k(xxx).
下面证明 T(xxxs,0)πs · f(xxxs, 0) 与 f 近似 πs 相关.
证明.定义代价泛函

V (xxx) = min
uuu

∫ ∞

0

(A2
r max(xxx) + xxxTxxx + uuuTuuu)dt (7)

在输入 uuu = k(xxx) 下, 系统 (3) 为

ẋxx = f(xxx, k(xxx)) (8)

V (xxx) 可作为系统 (8) 的 Lyapunov 函数, 且
V̇ (xxx) < 0[18]. 因此, 系统 (8) 是渐近稳定的, 从而满
足沿纤维实际稳定[16].
然后分析系统 F = Tπs · f 的稳定性质. 验

证 F 的稳定性同样需要构造相应的 Lyapunov 函
数. 由于系统 (8) 渐近稳定, 因此满足部分稳定
(Partial stability). 根据 Lyapunov 逆定理[19], 对
于不同的主要状态 xxxs1, xxxs2 和次要状态 xxxr1, xxxr2

(此时视为输入), 存在函数 V1(xxxs1) 和 V2(xxxs2) 满足
V1(xxxs1) > 0 和 V2(xxxs2) > 0, 且有 V̇1(xxxs1) < 0 和
V̇2(xxxs2) < 0. 定义 V (xxxs1,xxxs1) = V1(xxxs1) + V2(xxxs2).
所以 V (xxxs1,xxxs1)可以作为 F 的 IUBIBSS Lya-
punov 函数, 因此 F 满足 IUBIBSS.
根据定理 1, T(xxxs,0)πs · f(xxxs, 0) 是系统 (8) 的近

似相关向量场.
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这说明系统 (8)可以近似简化为 ẋxxs = T(xxxs,0)πs ·
f(xxxs, 0) := fs(xxxs), 而 ẋxxs = fs(xxxs) 就是系统 (8) 的
简化模型, 其最优轨迹与完整模型的轨迹有界, 且误
差 δ 是初始状态的函数, 如图 3 所示.

图 3 完整模型与简化模型的运动轨迹

Fig. 3 The trajectory of the full model and that of

the simplified model

这一结论的意义在于, 通过求解相对简单的简
化模型对应的最优控制问题, 可以得到近似的值函
数, 由此可得到次优的子目标分配. 而且可以在简化
模型对应的最优轨迹附近搜索得到满足完整模型约

束的次优轨迹, 从而提高规划的效率. 为此需要得到
简化模型的具体形式.

2.3 简化模型的形式

令式 (8) 中的 xxxr = 0 可以得到简化模型 fs 的

形式 



ẋ = vx cos θ

ẏ = vx sin θ

θ̇ = uθ

v̇x = uv

(9)

其中, uθ 表示转向控制量, uv 是履带转动产生的加

速度. 为方便求解, 将式 (9) 改写为以下形式




ẋ = v cos θ

ẏ = v sin θ

θ̇ = s|v|
v̇ = a + ae

(10)

其中, v 表示轮体的前进速度 vx, a 是轮体驱动器导

致的加速度, ae 是外力造成的加速度, 例如重力, s

表示机器人转向控制量. 简化模型的状态为 xxxs, 控
制量为 uuu = (a, s).

3 简化模型的最优控制

得到轮手一体机器人的简化模型后, 下面建立

并求解其最优控制问题.

3.1 最优控制问题描述

动态规划原理给出了最优控制问题的充分条

件, 对于连续时间问题, 可由其推导出 Hamilton-
Jacobi-Bellman (HJB) 方程. 通过求解 HJB 方程
可以得到简化模型的最优控制律以及值函数. 受体
积限制, 模块化机器人携带的能源有限, 因此本文选
取能量作为优化目标. 轮手一体机器人采用直流电
机驱动, 根据文献 [10], 电机消耗的能量可以表示为
速度和加速度的函数

L = c1a
2 + c2v

2 + c3v + c4 (11)

其中, c1, c2, c3 和 c4 均为反应机器人和地形特性的

常数. 机器人的控制量受到环境和自身的约束, 因此
需要确定控制量的可行范围.
首先, 机器人的加 (减) 速度受电机最大输出

力矩的限制, 应该位于最大加 (减) 速度范围内, 即
amin ≤ a ≤ amax. 机器人的转向半径 r = 1/|s|, 其
不应小于最小转向半径 rm, 所以对转向控制量的约
束为 |s| ≤ 1/rm. 此外, 考虑到机器人的转弯速度应
受到地面约束力的限制, 其转弯的离心力不应超过
地面能提供的最大摩擦力 Fmax, 即

mv2

r
≤ Fmax (12)

从而得到另一约束关系 |s| ≤ Fmax/(mv2). 因
此, 定义可行控制空间为

UUU =

{
(a, s)|amin ≤ a ≤ amax,

|s| ≤ min
(

1
rm

,
Fmax

(mv2)

) } (13)

基于动态规划原理建立简化模型 (10) 的 HJB
方程

−min
uuu∈UUU

{∇V ·fs + L} = 0 (14)

其中, V 是值函数, ∇V 是 V 的梯度 (后文用下标表
示 V 在某方向的偏导, 例如 Vx = ∂V/∂x), “·” 表示
内积. 注意式 (14) 左侧的负号会影响其粘性解, 不
可省略. 将式 (10) 和 (11) 代入式 (14) 展开后得到:

−min
uuu∈UUU

{Vxv cos θ + Vyv sin θ + Vθs|v|+
Vv(a + ae) + c1a

2 + c2v
2 + c3v + c4} = 0

(15)
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3.2 HJB 方程数值求解

HJB 方程是一阶双曲型偏微分方程, 其经典意
义上的解 (即连续可微解) 不存在, 所以一般寻求其
弱解, 其中最常用的是粘性解[20]. 由于系统模型的
非线性特征, 难以得到 HJB 方程 (15) 的解析解, 因
此本文采用数值方法. 根据文献 [21]的结论,单调的
差分格式能够收敛到正确的粘性解, 本文采用 Go-
dunov 差分方法[22]. 将简化模型的状态空间离散化,
建立分辨率为 (hx, hy, hθ, hv)的网格,随后的计算针
对网格的节点. 令 Vi,j,k,w = V (ihx, jhy, khθ, whv)
表示值函数在节点坐标 (i, j, k, w) 处的解. 下面按
照Godunov 格式逐维对方程 (15) 离散化. 首先, 式
(15) 中不含有控制量的项可以直接提出

− Vxv cos θ − Vyv sin θ −min
s
{Vθs|v|}−

min
a
{Vv(a + ae) + c1a

2} − c2v
2 − c3v − c4 = 0

(16)
式 (16) 在 x 方向的离散结果为

− (Vxv cos θ)i,j,k,w = −|v cos θ|Vi+ξx,j,k,w − Vi,j,k,w

hx

(17)
其中, ξx = |v cos θ|.

y 方向的离散结果为

− (Vyv sin θ)
i,j,k,w

= −|v sin θ|Vi,j+ξy,k,w − Vi,j,k,w

hy

(18)
其中, ξy = |v sin θ|.

θ 方向的离散结果为

−min
s
{Vθs|v|} = |Vθ|·|s v| (19)

根据 Godunov 方案, |Vθ| 的离散结果为

|Vθ|i,j,k,w = max
(Vi,j,k,w − Vi,j,k+1,w

hθ

,

Vi,j,k,w − Vi,j,k−1,w

hθ

, 0
) (20)

为使 (19) 中的最小值符号成立, 最优控制 s 的

符号应和 Vθ 的符号相反, 幅值应为 UUU 中允许的最

大幅值.
v 方向记为

−min
a
{c1a

2 + Vva + Vvae} (21)

式 (21) 的最小值符号中的项是 a 的二次函数,
将其记为 fa(a). 其最小值分为以下三种情况:

1) −Vv/2c1 > amax, 此时函数最小值取在
a = amax处,最小值为mina fa(a) = Vv(ae+amax)+
c1a

2
max.

2) −Vv/2c1 < amin, 此时函数最小值取在
a = amin 处,最小值为mina fa(a) = Vv(ae+amin)+
c1a

2
min.
3) amin < −Vv/2c1 < amax, 此时函数最小值取

在对称轴 a = −Vv/2c1 处, 最小值为 mina fa(a) =
−V 2

v /4c1 + aeVv.
对 v 方向离散时需要根据上述三种情况分别讨

论:
1) 只需离散方程右侧的第一项, 即

− (Vv(ae + amax))i,j,k,w =

− |ae + amax|Vi,j,k,w+ζ1 − Vi,j,k,w

hv

(22)

其中, ζ1 = sgn(ae + amax), sgn是符号函数.
2) 与情况 1 类似, 有

− (Vv(ae + amin))i,j,k,w =

− |ae + amin|Vi,j,k,w+ζ2 − Vi,j,k,w

hv

(23)

其中, ζ2 = sgn(ae + amin).
3) 此时将 fa 视为 Vv 的函数, 其最值取在

Vv = − −ae

2
(

1
4c1

) = 2c1ae (24)

此时有 mina fa(a) = c1a
2
e.

将各维状态的离散结果代入式 (16) 中, 得到
Vi,j,k,w 与其邻近节点值的方程, 记为

Vi,j,k,w = f̂(Vi±1,j,k,w, Vi,j±1,k,w, Vi,j,k±1,w, Vi,j,k,w±1)
(25)

这样就得到了一组非线性代数方程, 方程的个
数等于网格节点数. 求解大规模的代数方程, 需要高
效的数值方法. 本文采用快速扫描法 (Fast sweep-
ing method)[23−24], 其使用了迭代思想, 收敛速度
快, 计算复杂度为 O(N), 其中 N 为网格节点数量.
求解偏微分方程需要给定边界条件. 目标构形的状
态是给定的, 在计算时, 将目标构形中各模块的主状
态分量所在的节点的节点值 Vi,j,k,w 设为 0. 在最优
控制问题的框架下, 还可以考虑障碍物和环境地形
等约束. 在对网格节点初始化时, 障碍物所在的区域
内的节点值被设置为较大的数 (大于所有轨迹的最
大能量即可), 在随后扫描时其值不被更新. 机器人
在不平整地形中运动时, 所受的约束与地形有关. 假
设地形由光滑函数 z = M(x, y) 定义, 如图 4 所示.
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图 4 不平整地形中的运动轨迹参数

Fig. 4 The parameters of the trajectory on uneven terrain

机器人运动轨迹上某点处的单位切向量为

ttt = (cos θ, sin θ, Mx cos θ + My sin θ)ρ (26)

其中, ρ = 1/
√

1 + (Mx cos θ + My sin θ)2, Mx =
∂M/∂x.
单位法向量为

nnn = (−Mx,−My, 1)η (27)

其中, η = 1/
√

1 + M2
x + M 2

y .
考察机器人轨迹在地形切平面内的曲率, 即测

地线曲率

κg = ṫtt · (nnn× ttt) (28)

其中, “×” 表示差积. 轨迹的曲率应满足:

κg ≥ |v|
rm

(29)

将式 (26)∼ (28) 代入式 (29) 可求得控制量 s

的约束

s ≤ η

(ρ2rm)
− (Mycθ −Mxsθ)

(
(Mxxcθ+

Mxysθ)ẋ +
(Mxycθ + Myysθ)ẏ

)
η2

|v|
(30)

其中, Mxy = ∂2M/(∂x∂y).
机器人沿全局坐标系 xy 轴的速度 ẋ 和 ẏ 是三

维空间的速度向 x−y 平面的投影, 即
{

ẋ = v cos α cos θ = vρ cos θ

ẏ = v cos α sin θ = vρ sin θ
(31)

其中, α 是 ttt 与 ttt 在 x−y 平面的投影 ttt′ 间的夹角,
如图 4 所示. 如果不考虑其他阻力, 则外部加速度
ae 全部由重力产生, 其幅值 |ae| = ggg · ttt, 其中 ggg 是重

力加速度. 而 ae 的符号可以根据向量nnn 与 ttt′ 的夹角

判断, 夹角大于 90◦ 说明机器人在上坡, 应取负; 反
之, 说明在下坡, 应取正.

求解得到了状态空间中各个节点处的离散最优

控制律, 如果想要得到非节点处的控制律则需要对
离散控制律插值. 根据最优控制律, 以各模块初始状
态为初始值, 对简化模型 (10) 数值积分即可得到最
优轨迹. 对如图 5 所示的存在障碍物和地面不平坦
的环境, 应用上述方法计算不同初始位姿到目标状
态的最优轨迹. 箭头方向表示机器人的初始偏航角
θ. 惟一的目标点位于环境中心. 优化目标的参数为
c1 = c2 = c3 = 0, c4 = 1.

图 5 不同初始位姿及单目标下简化模型的最优轨迹

Fig. 5 The optimal trajectories of the simplified model

with a single goal and different initial poses

4 轨迹规划

在各模块子目标已知的基础上, 本节提出满足
机器人实际动力学约束的轨迹规划方法. 这一过程
需要动力学模型的仿真, 为此首先介绍机器人的受
力模型, 然后给出轨迹搜索方法.

4.1 轮手一体机器人受力模型

精确的模型可以准确地预测机器人的运动, 从
而提高轨迹跟踪效率. 机器人模型除自身动力学模
型外, 其在环境中的受力模型对其运动的预测同样
重要. 因此, 下面给出机器人的受力模型.
轮手一体机器人轮体的履带提供主要推进力,

可以用地面力学中的履带受力模型描述. 为了进行
仿真, 需要对其离散处理. 本文将履带与地面接触的
一面均匀划分为若干离散单元, 每个单元与地面视
为点接触[25], 从而将连续的分布力用多个离散力近
似表示, 如图 6 所示. 每个接触点的受力由三个分量
组成: 法向力 Fn,ij、切向力 Ft,ij 和侧向力 Fl,ij. 第
ij 单元的面积为∆Aij = ∆x∆y. 在第 j 列单元 (沿
xb 方向) 设立坐标系 Ojxjyjzj, 各单元中心坐标记
为xiyj.
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图 6 履带接地面作用力离散示意图

Fig. 6 Illustration of the discretized track-terrain forces

首先建立法向力的模型, t 时刻 xiyj 坐标处的

法向应力为

σ(xiyj, t) =
(

kc

wt

+ kφ

)
(∆zij)nt − C∆żij (32)

其中, kc, kφ 是反应地面特征的常数, wt 是履带的

宽度, ∆zij 是 xiyj 坐标处履带的沉陷深度, nt 为沉

陷指数, C 为阻尼系数.
假设 ij 单元内的应力分布均匀,同为 σ(xiyj, t).

xiyj 坐标处的法向力代表其所在单元内的法向合力,
即应力与单元面积的乘积

Fn,ij = σ(xiyj, t)∆Aij (33)

履带的切向应变 jx(xiyj, t) 也是位置和时间的
函数, 其满足如下微分方程

djx(xiyj, t)
dt

+
rw|ωw|

xi

jx(xiyj, t) = rwωw−vx (34)

其中, rw 为履带驱动轮的半径, ωw 为驱动轮驱动电

机的转速, 也是轮手一体机器人的实际控制量.
解出 jx(xiyj, t) 后可计算 xiyj 处的切向应力

τx(xiyj, t) = (c+σ(xiyj, t) tan ϕ)
(
1− e−

|jx(xiyj,t)|
K

)

(35)
其中, c, ϕ 和 K 也是由实验测得的反应地面特征的

常数.
根据切向应力可计算 xiyj 坐标处的切向力

Ft,ij
= sgn(jx(xiyj, t))τx(xiyj, t)∆Aij (36)

侧向力的计算方法与切向力类似

Fl,ij
= sgn(jy(xiyj, t))τy(xiyj, t)∆Aij (37)

为将上述力分量引入机器人的动力学模型, 需
将其表示为力旋量 FFF ij = (Ft,ij, Fl,ij, Fn,ij, 0, 0, 0)T,

并借助雅克比矩阵将其转化为广义力.

τ̃ττ =
∑
i,j

JJJT
ijFFF ij (38)

其中, JJJ ij = Adgggcij b
[III6×6 0006×11], 而 gggcij b 是位于

xiyj 处的单元坐标系 Ocij
xcij

ycij
zcij
到轮体坐标系

Obxbybzb 的变换矩阵. 对于手臂上的导轮, 本文采
用文献 [26] 中的硬质车轮接触模型对其受力进行描
述.

4.2 轨迹搜索方法

为了提高轨迹规划的效率, 可以利用完整模型
最优轨迹的投影与简化模型的最优轨迹有界这一信

息, 将简化模型的轨迹作为基准, 在其附近搜索满足
实际约束的可行轨迹. 虽然完整模型与简化模型的
轨迹偏差是有界的, 但难以估计其边界. 定义状态空
间中到简化模型的最优轨迹的距离小于 ε 的区域为

ε-次优区域. 采用的 ε 越大, 搜索的轨迹越可能接近
最优, 但计算量也越大. 在实际搜索时, 可以根据要
求调整 ε 的大小. 在对轨迹质量要求高且时间宽裕
时, 设置较大的 ε; 在对轨迹质量要求低且计算时间
有限时, 设置较小的 ε. 本文采用 Dijkstra 图搜索方
法, 从各模块的起始状态开始构造数棵树, 树的节点
是各模块的状态, 树的边是各模块的可行轨迹.
为了防止搜索在某个局部区域内过度探索, 将

次优区域内状态空间的子集Q′ = (x, y, θ) 划分成网
格, 并规定每个网格内最多只能有一个状态节点. 搜
索的具体步骤如下:

步骤 1. 将各模块的起始状态作为树的根节点,
确定半径 ε.
步骤 2. 根据 Dijkstra 算法计算需要扩展的节

点, 对各模块的控制量采样并代入动力学模型 (1)
依次进行动力学仿真, 规定机器人的移动距离到
达一定距离 ∆s 后停止. 采样策略为: 在以最优控
制 uuuo 为中心的椭圆区域内进行采样. 得到控制量
uuur = (ar, sr) 后再变换到机器人的实际输入控制量
û̂ûur = (ωw, qqqT)T, 变换关系为

{
ωw = PI(ar)

qqq = InverseKinematics(sr)
(39)

其中, 函数 PI 是比例积分控制器, 用于控制机器
人的电机转速 ωw 以跟踪期望的加速度 ar, 函数
InverseKinematics 根据手臂导轮的偏角通过逆运
动学计算得到手臂关节角度 qqq.

步骤 3.判断仿真得到的轨迹是否可行, 如果可
行则加入树中. 判断依据为

1) 轨迹位于次优区域内;
2) 机器人模块保持稳定, 没有倾翻;
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3) 机器人模块间的距离大于安全阈值;
4) 机器人模块与障碍物的距离大于安全阈值;
5) 各轨迹的末端所在的网格内无其他轨迹的状

态节点.
步骤 4.判断各模块是否到达子目标. 计算模块

与子目标的距离, 距离小于规定阈值则视为到达. 否
则返回步骤 2.

5 仿真验证

本节通过仿真实例验证所提出的重构规划方法

的有效性. 基于符号计算软件Mathematica 搭建了
运动规划平台, 可用于动力学积分, 轨迹搜索和结
果的动画显示. 为提高计算效率, 求解 HJB 方程的
快速扫描法用 C++ 语言实现, 计算结果被Mathe-
matica调用. 仿真使用的参数见表 1, 仿真环境配置
为 Intel Core i5 6400, 2.7 GHz CPU, 8 GB RAM.

表 1 仿真参数

Table 1 The simulation parameters

参数含义 参数名 值

轮体质量 mb /kg 6.0

手臂总质量 ma /kg 2.0

履带长度 (宽度) lt(wt) /m 0.2 (0.2)

履带离散间隔 (∆x, ∆y) /m (0.02, 0.02)

最小转向半径 rm /m 0.3

优化准则参数 (c1, c2, c3, c4) (8.1, 5.3, 28.0, 25.0)

网格离散间隔 (hx, hy, hθ, hv) (0.05, 0.05, 0.13, 0.05)

次优区域半径 ε /m 0.1

搜索网格离散间隔 (dx, dy, dθ) (0.02, 0.02, 0.2)

单次探索距离 ∆s /m 0.05

地面力学常数 (kc, kφ, nt, C) (0.99, 1 528, 1.1, 5×104)

地面特征参数 (c, ϕ, K) (1 040, 28◦, 0.0254)

实例 1 的目标构形为三角构形, 其位置在原点.
环境中存在 4 个障碍物和三个独立的模块, 模块的
初始位姿由随机生成. HJB 方程的离散网格规模为
70 × 70 × 50 × 15 (分别对应 x, y, θ, v 维度), 求解
HJB 方程所需时间为 386 s (迭代误差小于 0.1 视为
满足收敛要求). 重构规划的结果如图 7 (a)所示. 实
线是搜素得到的各模块的实际运动轨迹, 而虚线是
简化模型的最优轨迹, 各模块均避开了静态障碍物
并到达目标构形中相应的子目标, 而且轨迹之间无
干涉. 图 7 (b) 为各模块轮体电机的转速. 从图 7 中
可以发现, 各模块基本都先以较大的加速度达到最
大速度, 在接近目标时又以最大能力减速, 其变化符
合 Bang-bang 控制的特征.
实例 2 的目标构形为串形构形, 其由 3 个模块

组成, 附近存在 5 个模块, 其位姿为随机生成. 由于
组成串形构形的相邻模块的间距较小, 各运动模块

图 7 三角构形重构例子

Fig. 7 The reconfiguration example of

the triangle configuration

在接近目标的过程中为避免碰到已就位的其他模块

需要调整手臂的姿态, 这会使其难以到达各自的目
标. 为此, 将串形构形进行纵向的分解, 以增大模块
的间距, 待各模块就位后再作简单的平移组成最终
的构形. 为实现重构, 显然只需要三个独立模块. 以
独立模块为出发点的简化模型轨迹如图 8 (a) 所示.
其中, 模块 3 和模块 5 到达同一子目标, 模块 1 和模
块 4 到达同一子目标. 从模块 1∼ 5 出发的简化模型
轨迹对应的能量分别为: 291.1、168.7、308.0、113.8
和 199.4. 根据能量最小的准则, 模块 2、模块 4 和
模块 5 被选择参与重构. 重构过程中各模块的运动
状态如图 8 (b) 所示.
在仿真中, 出现了有些子目标的吸引域内无模

块的情况, 此时无法顺利完成重构, 如图 9 (a) 所示
的例子. 进一步分析发现, 值函数吸引域的边界 (梯
度为 0 的区域) 形成 Voronoi 图, 如图 9 (b) 所示的
三个子目标的情况, 同心圆表示值函数的等值线. 能
量最优准则下得到的值函数吸引域边界则是以能量
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为度量的状态空间中的广义 Voronoi 图. 如果出现
无法重构的情况, 可根据模块所处的状态采取不同
的措施: 在模块距离吸引域的边界较近时, 可对其施
加轻微扰动, 使其落到期望的子目标的吸引域中; 在
模块距离吸引域的边界较远时, 可以通过设置虚拟
障碍物的方式对最优控制的计算结果进行干预, 使
得值函数形成的吸引域符合最优的分配.

图 8 串形构形重构例子

Fig. 8 The reconfiguration example of

the serial configuration

图 9 二维无约束机器人距离最优重构的值函数

Fig. 9 The value function of the reconfiguration of two

dimensional unconstrained robots with optimal distance

6 结论

本文针对移动型模块化机器人的重构规划问题

提出一种能量次优的规划方法. 借鉴近似约简思想,
得到机器人的简化模型, 通过求解最优控制问题, 解
决了目标分配导致的组合爆炸问题. 在轨迹规划中
将搜索范围集中于次优区域, 提高了算法效率. 仿真
结果表明, 本文方法能够在有障碍物的三维地形中
选择合适的模块及其对应的目标, 并得到满足机器
人动力学约束的运动轨迹.

附录

轮手一体机器人的动力学方程MMM
˙̃
VVV + CCCṼVV = τ̃ττ 中, 惯

性矩阵MMM 由轮体的惯性矩阵, 手臂连杆的惯性矩阵以及二

者的耦合项组成[17], 其具体形式为

MMM(qqq) =

[
MMMb 0006×1

0005×6 0005×1

]
+

5∑
i=1

[
AdT

gggLi b
MMM iAdgggLi b

AdT
gggLi b

MMM iAdgggLi b
JJJ is

JJJT
isAdT

gggLi b
MMM iAdgggLi b

JJJT
isAdT

gggLi b
MMM iAdgggLi b

JJJ is

]

(A1)

其中, MMMb =

[
mbIII3×3 0003×3

0003×3 Ib

]
为轮体的广义惯性矩阵,

MMM i =

[
miIII3×3 0003×3

0003×3 Ii

]
为手臂第 i 个连杆的广义惯性矩

阵. JJJ is 为手臂第 i 个连杆质心坐标系 OLixLiyLizLi 的空间

雅克比矩阵, 其是手臂关节向量qqq 的函数.

柯氏力和向心力矩阵CCC 的第 ij 项的形式为

CCCij(ṼVV ) =

11∑

k=1

(
∂MMM ij

∂φφφk

− 1

2

∂MMMkj

∂φφφk

) ∣∣∣∣
φφφ=0

ṼVV k+

11∑

k=1

11∑

l=1

(
∂SSSli

∂φφφk

− ∂SSSlk

∂φφφi

) ∣∣∣∣
φφφ=0

ṼVV kMMM lj (A2)

其中, φφφ 为李代数坐标, 广义速度 ṼVV 与李代数坐标的关系为

ṼVV = SSS(φφφ)φ̇φφ.

轮手一体机器人的运动学方程 Q̃QQ = h(ṼVV )的具体形式

为:





ẋ = (cφcψcθ − sθsψ)vx − (cψsθ + cφsψcθ)vy + cθsφvz

ẏ = (cφcψsθ + cθsψ)vx + (cψcθ − cφsψsθ)vy + sθsφvz

ż = cφvz + (sψvy − cψvx)sφ

θ̇ = (sψωy − cψωx)/sφ

φ̇ = sψωx + cψωy

ψ̇ = (cψωx − sψωy)/ tan φ + ωz

q̇i = q̇i, i = 1 ∼ 5

(A3)

其中, cθ = cos θ, sθ = sin θ, 余下同理.
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