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线性自抗扰控制器的稳定性研究

陈增强 1 孙明玮 1 杨瑞光 1

摘 要 研究了线性扩张状态观测器 (Extended state observer, ESO) 的估计能力, 并且分析了在线性自抗扰控制 (Linear

active disturbance rejection control, LADRC) 下闭环系统的稳定性. 对于系统模型未知的情形, 给出了线性扩张观测器估计

误差有界的证明, 并通过分析得出了如下结论: 在扩张状态观测器跟踪误差趋于零的前提下, 在线性自抗扰控制下的闭环系统

可以实现对设定信号的精确跟踪以及输入 -输出有界 (Bounded input and bounded output, BIBO) 稳定.
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Abstract This paper investigates the estimation ability of linear extended state observer (ESO) and the stability of the

closed-loop system under the linear active disturbance rejection control (LADRC). The bounds of the estimation tracking

errors for linear extended state observer (ESO) are proved when the mathematical model of the plant is not given, and the

following results are given: under the condition that the tracking error of ESO converges to zero, the accurate tracking

to the setpoint signal and the bounded input and bounded output (BIBO) stability can be achieved for the closed loop

system under the control of LADRC.
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基于状态观测器的估计理论在非线性系统控

制中起着重要的作用[1−2]. 韩京清提出的自抗扰控
制 (Active disturbance rejection control, ADRC)
技术是一种基于扩张状态观测器 (Extended state
observer, ESO) 的新型实用的非线性控制技术[3−8].
自抗扰控制的三个主要组成部分: 扩张状态观测
器、跟踪微分器和非线性反馈结构中都使用了非

线性机制. 使用非线性机制有其有利的一面 (如更
高精度、更高的反馈效率等), 但也给其理论分析
和工程设计带来了较大困难, 使用非线性反馈所
带来的稳态高增益容易在小信号引起抖动, 同时
控制设计参数过多 (10 个左右), 并且非线性控制
器难以进行工程上常用的频域分析以确定稳定性

边界. 针对以上问题, 高志强等[9−10] 将所有控制
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器和 ESO 都以线性形式实现, 得到线性自抗扰控
制器 (Linear active disturbance rejection control,
LADRC), LADRC 将控制参数降到 4 个, 而且都
有比较明确的物理意义, 十分便于工程应用, 并且
取得了很好的实际控制效果. 更为重要的是, 自抗
扰控制的精髓在于它的实时估计和及时补偿. 孙明
玮等[11−14] 在导弹飞行控制系统的线性自抗扰控

制器设计方面进行了深入探讨, 并进行了仿真研
究, 但是没有进行稳定性分析. 杨瑞光等和孙明玮
等[15−19] 对一阶加时延等典型环节的线性自抗扰控

制进行了性能分析, 并给出了设计参数与控制器性
能的定量关系, 但是针对一般的 n 阶系统, 并没有
进行分析. 为了便于分析自抗扰控制的机理、性能
和确定控制器参数, 本文后面使用的都是线性自抗
扰控制. 这里所说的线性自抗扰控制是指扩张状态
观测器和控制器都是线性的, 而且不使用微分跟踪
器.
本文主要研究线性扩张状态观测器的估计能力

以及线性自抗扰控制下闭环系统的稳定性问题. 本
文证明了在系统确切模型已知的条件下, 可以构造
出合适的线性扩张观测器使观测器估计误差趋于零.
在这种线性扩张观测器下, 可以设计出线性自抗扰
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控制器使闭环系统的输出渐近跟踪输入信号. 同时
也证明了, 在系统确切模型未知的前提下, 线性扩
张观测器的估计误差是有界的, 此时, 线性自抗扰控
制下的闭环系统是输入 -输出有界 (Bounded input
and bounded output, BIBO) 稳定的.

1 扩张状态观测器 (ESO)

扩张状态观测器 (ESO)[2, 5] 是自抗扰控制中的

核心部分, 主要是补偿未知系统的不确定因素. 反
馈控制的目的是通过负反馈来抑制和消除各种扰动

对系统输出的影响. 借用状态观测器的思想, 把未
建模动态和各种扰动的综合作用看成是一个新的状

态 -扩张状态, 通过输出反馈的方式观测这个扩张状
态. 这个扩张状态观测器并不依赖于系统的具体数
学模型, 它所依靠的仅仅是对象的阶次.
考虑一类具有单输入、单输出的非线性时变系

统:

y(n)(t) = f(y(n−1)(t), · · · , y(t), w(t)) + bu (1)

其中, w(t) 是外界的扰动; b 是给定的非零

常数; u 是系统的输入; y 是系统的输出;
f(y(n−1)(t), · · · , y(t), w(t)) 表示被控对象动态, 它
可以是时变的、非线性的, 为叙述方便, 把它简记
为 f , 并假定 ḟ = h. 形式地引入 “扩张状态”
x1, x2, · · · , xn+1, 满足下式:





ẋ1 = x2

...
ẋn−1 = xn

ẋn = xn+1 + bu

ẋn+1 = h(XXX, w)
y = x1

(2)

其中, XXX = [x1 · · · xn+1]T.
那么, 将式 (1) 转化为线性系统的状态方程, 从

而可以构造出扩张状态观测器, 得到扩张状态 XXX

的估计值 ZZZ = [z1 · · · zn+1]T. 最主要的目的是得
到 f 的实时估计值 zn+1. 当系统模型未知时, 由于
h(XXX, w) 并不知道, 所以, 可以取 h(XXX, w) = 0 近似
代替. 作变换:

u = v − zn+1

b
(3)

则系统 (1) 就变为

y(n) = f + bu = f + bv − zn+1bv (4)

这样, 就实现了时变非线性系统的近似线性化和确
定化.

对系统 (1) 可以建立一般形式的扩张状态观测
器: 




e1 = z1 − y

ż1 = z2 − l01g1(e1)
...

żn−1 = zn − l0(n−1)gn−1(e1)
żn = zn+1 + bu− l0ngn(e1)
żn+1 = −l0(n+1)gn+1(e1)

(5)

其中, gi(e1) (i = 1, · · · , n + 1) 是 e1 的非线性

函数, 其基本要求是它始终和 e1 保持同号, 即
e1gi(ei) ≥ 0, e1 表示观测误差. 在上述扩张观测器
中, 如果取 gi(ei) = e1, 这类型的扩张状态观测器被
称之为线性扩张状态观测器 (Linear ESO, LESO).
如果在扩张观测器中使用了非线性函数, 就叫作非
线性扩张状态观测器 (Nonlinear ESO, NLESO).

2 线性扩张状态观测器的估计能力

在自抗扰控制器中, 扩张观测器是非常核心的
部分. 能否比较准确地从扩张观测器中提取系统状
态、模型和外扰的实时作用量, 对整个控制器的品质
至关重要. 因此, 对扩张观测器的估计能力的分析是
非常必要的. 文献 [4] 给出了二阶非线性扩张状态观
测器的误差分析, 但是分析一般的非线性时变对象
是困难的. 本文对线性扩张观测器的估计能力进行
分析. 根据被控对象动态模型是否能够确切知道分
两种情形来进行讨论.

2.1 确切知道被控对象的动态模型的情形

当被控对象的动态模型为已知时, 也就是用式
(1) 描述的系统中 f 是完全知道的, 并且它的导数
h(XXX, w) 也是知道的. 这时它的形式化状态方程和
输出方程描述为式 (2). 引入矩阵:

A =




0 1 0 · · · 0
0 0 1 · · · 0
...

...
...

. . .
...

0 0 0 · · · 1
0 0 0 · · · 0




B1 =
[

0 · · · 0 b 0
]T

∈ Rn+1

B2 =
[

0 · · · 0 1
]T

∈ Rn+1

XXX =
[

x1 · · · xn+1

]T

则式 (2) 中状态方程部分可以写成如下矩阵形式:

ẊXX = AXXX + B1u + B2h(XXX, w) (6)
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为了直观起见, 我们把 xi (i = 1, · · · , n + 1) 的
观测值对应地用 x̃i (i = 1, · · · , n + 1) 表示.
对式 (6) 构造线性扩张观测器:

˙̃
XXX = AX̃XX + B1u + B2h(X̃XX, w) + L(XXX − X̃XX) (7)

其中, X̃XX = [x̃1 · · · x̃n+1]T 是扩张观测器观测向量,
li (i = 1, · · · , n + 1) 是可选的扩张观测器增益常数.
矩阵:

L =




l1 0 · · · 0
l2 0 · · · 0
...

...
. . .

...
ln+1 0 · · · 0




(n+1)×(n+1)

(8)

用式 (6) 减去式 (7) 得:

ẊXX − ˙̃
XXX = (A− L)(XXX − X̃XX)+

B2(h(XXX, w)− h(X̃XX, w))
(9)

易于计算

|λIn+1 − (A− L)| = λn+1 + l1λ
n + · · ·+ ln+1 (10)

为了使估计误差趋于 0, 矩阵 A − L 必须是霍

尔维兹的, 也就是说它的特征根具有负实部. 为了简
单起见, 按如下方式选取, 使得:

λn+1 + l1λ
n + · · ·+ ln+1 = (λ + ω)n+1 (11)

其中, ω > 0. 由二项式定理知:

li =
(n + 1)!ωi

i! (n + 1− i)!
, i = 1, · · · , n + 1 (12)

把式 (12) 代入到式 (9), 并展开, 有:

ẋi − ˙̃xi =− (n + 1)!ωi

i! (n + 1− i)!
(x1 − ˙̃x1)+

(xi+1 − x̃i+1), i = 1, · · · , n

(13)

xn+1− x̃n+1 = −ωn+1 +(h(XXX, w)−h(X̃XX, w)) (14)

在式 (13) 的两边同除以 ωi−1, 在式 (14) 的两边同
除以 ωn 得到:

ẋi − ˙̃xi

ωi−1
=− ω

(n + 1)!
i! (n + 1− i)!

(x1 − ˙̃x1)+

xi+1 − x̃i+1

ωi
, i = 1, · · · , n

(15)

xn+1 − x̃n+1

ωn
= −ω +

h(XXX, w)− h(X̃XX, w)
ωn

(16)

记

ei =
xi − x̃i

ωi−1
, i = 1, · · · , n + 1 (17)

ai =
(n + 1)!

i! (n + 1− i)!
, i = 1, · · · , n + 1 (18)

A1 =




−a1 1 0 · · · 0
−a2 0 1 · · · 0

...
...

...
. . .

...
−an 0 0 · · · 1
−an+1 0 0 · · · 0




eee =
[

e1 · · · en+1

]T

则式 (15) 和式 (16) 合在一起可以写成:

ėee = ωA1eee + B2

h(XXX, w)− h(X̃XX, w)
ωn

(19)

如果在式 (19) 的右边, 没有第二项, 则上述取
法足以保证估计误差渐近趋于 0. 设式 (19) 的第二
项是误差的有界线性函数, 那么估计误差将渐近趋
于 0. 于是有下述定理.
定理 1[7]. 假定 h(XXX, w)关于XXX 满足全局 Lips-

chitz 条件, 即存在正常数 c, 对于任意的 X̃XX, 满足:
|h(XXX, w)− h(X̃XX, w)| ≤ c‖XXX − X̃XX‖ (‖ · ‖ 表示范数),
则存在足够大的正数 ω, 使得:

lim
t→∞

ei(t) = 0, i = 1, · · · , n + 1

2.2 被控对象的动态模型是未知的情形

在实际使用中, 被控对象的确切数学模型
是未知的, 也就是说在式 (1) 中, 不知道 f =
f(y(n)(t), · · · , y(t), w(t)) 具体是什么, 从理论上虽
然可以假定 ḟ = h, 但是在构造扩张观测器时, 没办
法使用 h. 不妨在式 (7) 中, 令 h = 0, 换句话说就
是我们没有使用 f 的导数信息. 此时, 估计误差等式
(9) 就变为

ẊXX − ˙̃
XXX = (A− L)(XXX − X̃XX) + B2h(XXX, w) (20)

记: ẽee = XXX − X̃XX, A2 = A− L, 则式 (20) 简略成:

˙̃eee = A2ẽee + B2h(XXX, w) (21)

有如下结果.
定理 2. 假定 h(XXX, w) 是有界的, 即存在正数

M1, 使 |h(XXX, w)| ≤ M1, 则总有线性扩张观测器
存在使估计误差是有界的, 即存在正数 M2, 使得
‖ẽee‖ ≤ M2 成立.
证明. 可以取正数 λi < λj (i < j, i, j =

1, · · · , n + 1), 使得:

|λIn+1 −A2| =
n+1∏
i=1

(λ + λi) (22)
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在这种选择下, A2 的特征根互不相同, 所以存在可
逆实矩阵 T , 使得:

A2 = Tdiag{−λ1, · · · ,−λn+1}T−1 (23)

那么

exp(A2t) = Tdiag{exp(−λ1t), · · · ,

exp(−λn+1t)}T−1 (24)

当 t > 0 时, 对式 (24) 使用 m∞ 范数 (一个方阵的
m∞ 范数是它的阶数与元素最大绝对值的乘积), 则
有 ‖exp(A2t)‖m∞ ≤ β exp(−λ1t) (t > 0), 其中 β

是一个常数. 由式 (21), 得到它的解为

ẽ(t) = exp(A2t)e(0) +
∫ t

0

exp(A2(t− τ))B2hdτ

(25)
由m∞ 范数与复数域上向量的 2-范数的相容性知:

‖ẽ(t)‖ ≤ ‖ exp(A2t)e(0)‖+∥∥∥∥
∫ t

0

exp(A2(t− τ))B2hdτ

∥∥∥∥ ≤

‖exp(A2t)‖m∞‖e(0)‖+
∫ t

0

‖exp(A2(t− τ))‖m∞‖B2‖‖h‖dτ ≤

β‖e(0)‖ exp(−λ1t)+
M1β

λ1

(1− exp(−λ1t)) ≤

β‖e(0)‖+
M1β

λ1

= M2

(26)

¤

3 线性自抗扰控制的稳定性

在上一节, 我们分析了线性扩张观测器的估计
能力. 在本节, 我们研究线性自抗扰控制下的稳定
性问题. 需要特别指出的是, 虽然在自抗扰控制中也
使用了系统的状态方程, 但这些状态方程仅仅是形
式上的. 线性控制论中的分离原则在这里不再适用.
我们这里所说的稳定性是 BIBO 稳定性, 即有界输
入产生有界输出.

让被控对象 (1)跟踪有界输入 r, 利用 LESO的
输出 [x̃1, x̃2, · · · , x̃n+1], 作如下反馈控制:

u =
k1

b
(r − x̃1) + · · ·+ kn

b
(r(n−1) − x̃n)+

1
b
(r(n) − x̃n+1)

(27)

其中, k1 > 0, · · · , kn > 0 是控制器参数. 则式 (1)
可以写成:

y(n)(t) =f − x̃n+1 + k1(r − x̃1) + · · ·+
kn(r(n−1) − x̃n) + r(n)

(28)

记 r = r1, r2 = ṙ, · · · , rn+1 = r(n), 并且
εi = ri − xi, i = 1, · · · , n, 则有:





ε̇1 = ṙ1 − ẋ1 = r2 − x2 = ε2

...
ε̇n−1 = ṙn−1 − ẋn−1 = rn − xn = εn

ε̇n = ṙn − ẋn = rn+1 − y(n) =
−k1ε1 − · · · − knεn − k1ẽ1−
· · · − knẽn − ẽn+1

(29)

其中, x̃i 是 xi 在某个线性扩张观测器下的估计值,
ẽi = xi − x̃i (i = 1, · · · , n + 1) 是估计误差.

记

εεε =
(

ε1 · · · εn

)T

ẽee =
(

ẽ1 · · · ẽn+1

)T

并且

A3 =




0 1 0 · · · 0
0 0 1 · · · 0
...

...
...

. . .
...

0 0 0 · · · 1
−k1 −k2 −k3 · · · −kn




A4 =




0 0 · · · 0 0
0 0 · · · 0 0
...

...
. . .

...
...

0 0 · · · 0 0
−k1 −k2 · · · −kn −1




则式 (29) 可以写成矩阵形式:

ε̇εε = A3εεε + A4ẽee (30)

定理 3. 假定扩张状态观测器的估计误差

lim
t→∞

‖ẽee‖2 = 0

则存在控制器参数 k1 > 0, · · · , kn > 0, 使闭环系统
(30) 的跟踪误差趋于 0.
证明. 式 (30) 的解为

εεε(t) = exp(A3t)εεε(0) +
∫ t

0

exp(A3(t− τ))A4ẽeedτ

(31)
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由于

|λIn −A3| = k1 + k2λ + · · ·+ knλn−1 + λn (32)

可以选择 ki (i = 1, · · · , n), 使 |λIn − A3| =∏i=n

i=1 (λ + λ̄i), 其中, 0 < λ̄i < λ̄j (j > i).
这样 A3 具有 n 个互不相同的特征值, 因而
A3 可以对角化, 即存在可逆矩阵 T̄ , 使 A3 =
T̄diag{−λ̄1, · · · ,−λ̄n}T̄−1, 所以

exp(A3t) = T̄diag{exp(−λ̄1t), · · · , exp(−λ̃nt)}T̄−1

(33)
对任意正数 t > 0,

‖ exp(A3t)‖2 ≤ ‖T̄‖2‖T̄−1‖2 exp(−λ̄1t) =

β̄ exp(−λ̄1t)
(34)

当 λ̄i (i = 1, · · · , n) 选定以后, β̄ 是一个常数

lim
t→∞

‖exp(A3t)‖2 = 0 (35)

同样地

‖ exp(A3(t− τ))‖2 ≤ β̄ exp(−λ̄1(t− τ)), t ≥ τ

(36)
由于线性扩张观测器估计误差 limt→∞‖ẽee‖2 =

0, 从而 ẽee 的二范数有上界 α, 并且对任意指定的
η > 0, 存在正数 t0, 当 t > t0 时, ẽee 的二范数小于 η.
由于 ∥∥∥∥

∫ t

0

exp(A3(t− τ))A4ẽeedτ

∥∥∥∥
2

=
∥∥∥∥
∫ t0

0

exp(A3(t− τ))A4ẽeedτ

∥∥∥∥
2

+
∥∥∥∥
∫ t

t0

exp(A3(t− τ))A4ẽeedτ

∥∥∥∥
2

≤

β̄‖A4‖2α exp(−λ̄1t)
∫ t0

0

exp(λ̄1τ)dτ+

β̄‖A4‖2 exp(−λ̄1t)η
∫ t

t0

exp(λ̄1τ)dτ =

β̄‖A4‖2α

∫ t0

0

exp(λ̄1τ)dτ exp(−λ̄1t)+

β̄‖A4‖2 exp(−λ̄1t)
exp(λ̄1t)− exp(λ̄1t0)

λ̄1

η ≤

M̄1 exp(−λ̄1t) +
β̄‖A4‖2

λ̄1

η =

M̄1 exp(−λ̄1t) + M̄2η

(37)

其中

M̄1 = β̄‖A4‖2α

∫ t0

0

exp(λ̄1τ)dτ, M̄2 =
β̄‖A4‖2

λ̄1

是常数. 由 exp(−λ̄1t) → 0 (t →∞) 及 η 的任意性

lim
t→∞

∥∥∥∥
∫ t

0

exp(A3(t− τ))A4ẽeedτ

∥∥∥∥
2

= 0 (38)

综合式 (35) 和式 (38), 由式 (31) 得:

lim
t→∞

‖εεε‖2 = 0

¤
定理 4. 假定 h(XXX, w) 是有界的, 即存在正数

M1, 使 |h(XXX, w)| ≤ M1, 则存在线性扩张状态观测
器以及控制器参数 k1 > 0, · · · , kn > 0, 使闭环系统
(30) 的跟踪误差有界. 从而, 对于有界输入 r, 闭环
系统的输出有界, 即闭环系统是 BIBO 稳定的.

利用定理 2 结果, 在定理假设条件下, 可以选择
适当的线性扩张观测器参数使得观测器估计误差有

界. 类似定理 3 的证明过程, 容易证明定理 4 结论
成立.

4 仿真实验

考虑被控对象是一个三阶系统, 它的传递函数
为

G(s) =
2

(5 s + 1)(0.5 s + 1)(0.2 s + 1)
(39)

在控制器的设计中, 用如下一阶惯性环节系统
去近似这个三阶系统:

G1(s) =
K

Ts + 1
(40)

可以利用开环阶跃响应测试的办法得到式 (40),
通过开环阶跃响应测试, 可以测得 K = 2, T =
5.72. 基于式 (40), 按照本文方法进行基于降阶观测
器的线性自抗扰控制. 由式 (40) 得到系统的状态空
间描述: 




ẋ1 = x2 + bu

ẋ2 = w

y = x1

(41)

其中, w 被看成是扰动变量.
构造式 (41) 的降阶扩张状态观测器 (ESO) 来

估计状态 x2.

z2 = ωẏ − ωbu− ωz2 (42)

其中, z2 是 x2 的估计值, ω > 0 确定 ESO 的收敛
速率. 因为无法得到 ẏ, 引入一个新的状态 z,

z = z2 − ωy (43)
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式 (42) 化为

ż = −ωz − ω2y − ωbu (44)

降阶 ESO 由式 (43) 和式 (44) 构成. 控制器设计为

u =
kp(r − y)− z2

b
(45)

取 ω = 10, b = 2.4, kp = 0.5 时的控制效果如
图 1 所示. 其中, 系统输入值 r = 1 为常值阶跃输
入信号, 曲线为系统的阶跃响应输出信号 y, 图 2 为
系统的控制信号. 可以看出, 基于一阶系统降阶观测
器的线性自抗扰控制器可使得三阶系统的闭环系统

BIBO 稳定, 并且跟踪误差趋于 0.

图 1 基于降阶观测器的线性自抗扰控制下的

单位阶跃响应信号

Fig. 1 The unit step response signal based on LADRC

with reduced order observer

图 2 基于降阶观测器的线性自抗扰控制下的控制信号

Fig. 2 The control signal based on LADRC with reduced

order observer

5 结论

本文主要分析了线性扩张观测器的估计能力以

及线性自抗扰控制器的闭环稳定性. 证明了在系统
模型未知的情况下, 可以构造出合适的线性扩张状
态观测器使估计误差是有界的, 并且证明了在一定

条件下的线性自抗扰控制下的闭环系统输入输出稳

定性.
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