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基于 BMI方法的扇形极点配置

输出反馈控制

王远钢 1

摘 要 研究一类线性系统在有界静态输出反馈下的区域极点配置问

题, 给出了问题可解的双线性矩阵不等式 (Bilinear matrix inequality,

BMI) 条件. 利用摄动线性化方法给出了求解期望输出反馈的迭代线性

矩阵不等式 (Linear matrix inequality, LMI) 算法, 并用算例说明了

所提算法的有效性.
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BMI-based Output Feedback Control
Design with Sector Pole Assignment

WANG Yuan-Gang1

Abstract Regional pole assignment is studied for a class of

linear systems via bounded static output-feedback. The solv-

ability of the problem is formulated via an optimization prob-

lem subject to a set of bilinear matrix inequalitis (BMIs). Then,

based on perturbation linearization of the BMIs, an iterative lin-

ear matrix inequality (LMI) algorithm is proposed to search for

the satisfactory output feedback. The effectiveness of the pro-

vided algorithm is finally illustrated by two numerical examples.

Key words Output-feedback, pole assignment, bilinear ma-

trix inequality (BMI), perturbation linearization, iterative LMI
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静态输出反馈是工程控制中很重要的一种控制形式, 具

有易于物理实现但难以求解的特点, 一直是控制理论界的一

个热点[1], 其根本原因是这种控制问题本质上是双线性矩阵

不等式 (Bilinear matrix inequality, BMI) 可行解问题[2], 且

是 NP-hard 的[3], 即没有多项式时间算法求解相应全局极小

值.

有关静态输出反馈控制问题的研究可分为两大类. 一类

将反馈增益作为间接变量, 如基于 Riccati 方程方法[4−5], 基

于直接线性矩阵不等式 (Linear matrix inequality, LMI) 方

法[6−7]. 另一类则将反馈增益作为直接变量, 如基于 BMI 方

法[2, 8]; 基于 LMI 的遗传算法[9], 该文设计反馈增益的算法

实际上是基于 BMI 的, 只是在利用遗传算法选择反馈增益

矩阵 K 后相应 BMI 退化成 LMI; 基于多项式矩阵不等式

方法[10]. 第一类方法当反馈增益矩阵受限 (如矩阵元素有

界) 时无法使用; 而当系统有多个性能指标约束时, 即使对反

馈增益矩阵无限制条件, 第一类方法中文献 [4] 在构造修正

Riccati 方程时也会带来较强的保守性, 可能使得到的带不等

式约束的修正 Riccati 方程无解; 第二类方法中基于 BMI 方
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法的困难在于 BMI 问题的求解, 目前关于 BMI 问题的求解

方法有局部性[2, 8]; 也有全局性的[11−12], 但其运算量往往会

随着决策变量维数的增加而指数增加, 文献 [9−10] 所给求解

反馈增益算法的运算量亦如此.

本文研究一类连续定常系统在有界静态输出反馈下的扇

形区域极点配置问题, 其中反馈增益矩阵的元素具有指定界.

先给出了问题可解的一种 BMI 描述, 再用摄动线性化方法[8]

迭代计算输出反馈增益的摄动量, 不断减小附加变量 t 的值

来求得期望的输出反馈增益.

文中 I 表示适维单位矩阵, P > 0 表示 P 是实对称正定

矩阵.

1 问题的描述

设有如下线性定常系统

ẋxx(t) = Axxx(t) + Buuu(t) (1a)

yyy(t) = Cxxx(t) (1b)

其中 xxx 为 n 维状态向量, yyy 为m 维测量向量, uuu 为 q 维控制

输入, A、B、C 为适维常数矩阵.

要设计输出反馈控制

uuu(t) = Kyyy(t), K ∈ K (2)

使得相应闭环系统

ẋxx(t) = (A + BKC)xxx(t) (3)

的极点位于如图 1 所示扇形开区域 S(α, θ, r) 内. 式 (2) 中 K
是给定的有界矩阵集, 通常由控制器件的物理特性确定.

图 1 扇形极点区域 S(α, θ, r)

Fig. 1 Sector pole region S(α, θ, r)

闭环系统所有极点位于图 1 所示的这种期望区域内可以

确保系统具有期望的快速衰减性和过渡过程品质.

所研究的问题要有意义, 以下假设是必需的.

假设 1. 矩阵对 (A, B) 可稳, (A, C) 可检测.

2 极点区 S(α, θ, r)S(α, θ, r)S(α, θ, r) 输出反馈增益求解

文献 [2] 中关于区域 S(α, θ, r) 输出反馈可配置的相关

描述稍作变动可得如下引理.

引理 1. 闭环系统 (3) 的所有极点位于区域 S(α, θ, r)

内, 当且仅当存在正定矩阵 P1, P2, P3, 使得以下 BMIs 成立

H1(P1, K) = P1AK + AT
KP1 + 2αP1 < 0 (4)

H2(P2, K) =

[
−rP2 ∗
P2AK −rP2

]
< 0 (5)
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H3(P3, K) =

[
tanθ[P3AK + AT

KP3] ∗
AT

KP3 − P3AK (1, 1)

]
< 0 (6)

式中 AK = A + BKC, “∗” 表示对称部分, (1, 1) 表示所在

块与 (1, 1) 块相同 (后文亦如此).

显然, 对任一给定反馈增益矩阵 K, 不等式组 (4)∼ (6)

退化为矩阵变量 P1, P2, P3 的 LMIs, 但未必有正定解

P1, P2, P3.

为此, 在不等式组 (4)∼ (6) 的右端增加一个松弛变量 t,

并考虑如下 BMI 约束优化问题.

问题 1. t̄ = inf t：t, K, P1, P2, P3 满足K ∈ K 及
Hi(Pi, K) < tI, i = 1, 2, 3 (7)

Pi > I, i = 1, 2, 3, t > −ε1 (8)

式中 ε1 是任意小正数.

定理 1. 存在输出反馈 K ∈ K, 使闭环系统 (3) 的所有

极点位于 S(α, θ, r)内的充要条件是 BMI约束优化问题 1的

下确界 t̄ < 0.

证明. 由引理 1 即得充分性, 下面证明必要性. 假设存

在K0 ∈ K, 使得闭环系统 (3) 的所有极点位于 S(α, θ, r) 内,

则由引理 1 知, 存在正定矩阵 Pi (i = 1, 2, 3), 使得

Hi(Pi, K0) = −Qi < 0, i = 1, 2, 3

因而任取 t0 > −ε1, 再取充分大正数 λi(i = 1, 2, 3), 使得

λiPi > I,−λiQi < −ε1I, i = 1, 2, 3

则 (t0, K0, λ1P1, λ2P2, λ3P3) 必是 BMIs (7)∼ (8) 的可行解.

由 t0 的任意性, 得 t̄ = −ε1, 自然有 t̄ < 0. ¤
问题 1 中的不等式组 (7) 关于 K, Pi(i = 1, 2, 3) 是双线

性的, 因而问题 1 不易直接求解. 而对固定的反馈 K, (7) 退

化为 LMI. 为此, 先用 LMI 约束优化问题的极小值, 定义 K
内的一个函数 t(K) 如下.

对任意K ∈ K, 定义

t(K) = min t : t, P1, P2, P3 满足 LMIs (7) ∼ (8)

再考虑函数 t(K) 的下确界问题.

问题 2. t∗ = inf
K∈K

t(K).

问题 2 本质上仍是 BMI 约束优化问题, 只是形式上与

问题 1 有些不同.

注 1. 与目前用 BMI 约束优化问题描述输出反馈控制

问题可解性不同的是, 为了设计求解反馈增益的算法, 本文

在 BMI 约束优化问题 1 和问题 2 中增加了对附加变量 t 及

矩阵变量 Pi(i = 1, 2, 3) 的下界要求, 理由见注 2 和注 3.

定理 2. 假设系统 (1) 存在输出反馈 K ∈ K, 将闭环系

统 (3) 的极点配置于区域 S(α, θ, r) 内, 则优化问题 1 和问题

2 的下确界相同, 即 t̄ = t∗.
证明. 由定理 1 的证明知, 假若 K0 ∈ K 满足区域极点

配置要求, 则有 t̄ = −ε1, 而且 t(K0) = −ε1, 所以 t∗ = −ε1,

进而 t̄ = t∗. ¤
由定理 2 的证明即得如下推论.

推论 1. 输出反馈增益 K0 ∈ K 使闭环系统 (3) 的极点

位于区域 S(α, θ, r) 内的充分必要条件是 t(K0) < 0.

值得注意的是: 通过求极小值的方式求解问题 2 时, 可

能会遇到函数 t(K) 的正的局部极小值点 K, 而且这样的极

小值点可能会有多个.

注 2. 定义函数 t(K)的不等式中, 若删去 t > −ε1, 则当

反馈增益 K0 ∈ K, 使得闭环系统 (3) 的极点位于 S(α, θ, r)

内时, 由定理 1 的证明知, t(K0) = −∞.

注 3. 定义函数 t(K) 的不等式中, 若 Pi > I 用 Pi(i =

1, 2, 3) 正定来代替, 则替换后的函数 (记为 t̃(K)) 在 K 内
只可能取两个值: 0 或 −ε1, 从而导致后文相应算法 1 从使

t(K0) ≥ 0 的任一反馈增益 K0 ∈ K 开始的迭代在第二次执
行到步骤 5 时, 因 |t1 − t2| < ε2 而提前结束, 但得不到期望

的反馈增益, 即使在 K0 附近有满足条件的反馈增益也是如

此.

事实上, 假设对某 K0 ∈ K, 函数值 t0 = t(K0) > 0, 则

由 t0 的定义知存在矩阵 P1, P2, P3 满足

Hi(Pi, K0) ≤ t0I, Pi ≥ I, i = 1, 2, 3

故对充分小的数 λi > 0 (i = 1, 2, 3), 有

Hi(λiPi, K0) ≤ λit0I, λiPi > 0, i = 1, 2, 3

因而 Pi > I 用 Pi > 0 替换后相应的函数值 t̃(K0) = 0.

若函数值 t(K0) < 0, 则由定理 1 的证明知, t(K0) =

−ε1, 进而有 t̃(K0) = −ε1, 即 t̃(K) 在 K 内只可能取两个值:

0 或 −ε1.

下面借用文献 [8] 中求解 BMI 问题的摄动线性化方法,

来设计求解满足区域极点要求的输出反馈增益算法. 基本

思想是: 先将 BMIs Hi(Pi, K) < tI (i = 1, 2, 3) 关于矩阵

变量 K, Pi(i = 1, 2, 3) 摄动线性化, 再在摄动范围内求解

K, Pi(i = 1, 2, 3) 的摄动量, 使新反馈增益 K 相应的函数值

t(K) 减小, 直至 t(K) < 0, 或者 t(K) 的值减小甚微结束.

先以 H1(P1, K) < tI 为例, 说明 BMI 的摄动线性近似.

设 δP1, δK 分别是 P1, K 的小摄动, 将 H1(P1, K) < tI 中

的 P1, K 分别用 P1 + δP1, K + δK 替换, 略去 δP1 与 δK

的乘积项, 得关于 δP1, δK, t 的如下近似 LMI

[(P1 + δP1)(AK + αI) + P1BδKC] + [∗]T < tI

式中 [∗]T 表示前一项 [∗] 的转置.

类似地, 可给出 Hi(Pi, K) < tI (i = 2, 3) 关于 δP2,

δP3, δK, t 的摄动线性 LMIs.

算法 1. 区域极点 S(α, θ, r)S(α, θ, r)S(α, θ, r) 输出反馈增益求解算法

步骤 1. 令 j = 1, 任取初始反馈增益K(j) ∈ K.

步骤 2. 求函数值 t(K(j)), 即令 Aj = A + BK(j)C, 解

如下 LMI 约束极小值问题

t(j) = min t : t, P1, P2, P3 满足

P1(Aj + αI) + (Aj + αI)TP1 < tI
[
−rP2 − tI ∗

P2Aj −rP2 − tI

]
< 0

[
tanθ[P3Aj + AT

j P3]− tI ∗
AT

j P3 − P3Aj (1, 1)

]
< 0

t > −ε1, Pi > I, i = 1, 2, 3

式中 ε1 是小正数 (由定理 1 的证明知 ε1 可任意取).

若 t(j) < 0, 结束迭代, 此时 K(j) 是一个将系统极点配

置于区域 S(α, θ, r) 内的输出反馈增益; 否则, 记相应极小点

为 P
(j)
1 , P

(j)
2 , P

(j)
3 .
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步骤 3. 令 K = K(j) + δK, Pi = P
(j)
i + δPi, 解

Hi(Pi, K) < tI 关于 P
(j)
i , K(j)(i = 1, 2, 3) 的摄动线性

化极小值问题

min t : t, δP1, δP2, δP3, δK 满足 t > −ε1

[(P
(j)
1 + δP1)(Aj + αI)T + P

(j)
1 BδKC] + [∗]T < tI

[
−r(P

(j)
2 + δP2)− tI ∗

(P
(j)
2 + δP2)Aj + P

(j)
2 BδKC (1, 1)

]
< 0

[
Ψ11 − tI ∗

Ψ21 Ψ11 − tI

]
< 0 (9)

−τiP
(j)
i < δPi < τiP

(j)
i , i = 1, 2, 3 (10)

(δK)TδK < τ2I, K(j) + δK ∈ K (11)

式 (9) 中,

ψ11 = tanθ{[(P (j)
3 + δP3)Aj + P

(j)
3 BδKC] + [∗]T}

ψ21 = AT
j (P

(j)
3 + δP3)− (P

(j)
3 + δP3)Aj +

(δKC)TBTP j
3 − P j

3 BδKC

式 (10)∼ (11) 中, τ , τi(i = 1, 2, 3) 为摄动幅度.

记相应极小点为 δKj+1.

步骤 4. 令 j = j + 1, K(j) = K(j−1) + δKj , Aj =

Aj−1 + BδKjC, 返回步骤 2.

步骤 5. 若 |t(j − 1)− t(j)| ≤ ε2, 或者 j = J( J 为迭代

次数上限), 则结束迭代.

这里, ε2 是小正数, 用以度量迭代所得反馈增益阵列

K(j) 对应函数值 t(K(j)) 的改变情况, 因而越小越好.

算法 1 迭代结束时, 若 t(j) < 0, 则相应反馈增益 K(j)

满足极点配置要求; 否则, 相应反馈增益 K(j) 不满足极点配

置要求.

注 4. 若认可系统的性能总可以从 K = 0 开始逐步改

善, 则在算法 1 可取初始反馈增益K(1) = 0 进行尝试.

注 5. 式 (10)∼ (11)中摄动幅度越小,则 LMI近似BMI

的误差越小, 但迭代求解期望输出反馈增益的次数往往会增

加.

注意到函数 t(K) 在 K 内可能会有正的极小值, 因而当

迭代所得反馈矩阵序列 K(j) 陷入某个正的孤立极小点附近

时, 迭代到一定次数时将因 |t(j − 1)− t(j)| ≤ ε2 而结束, 但

得不到满足条件的输出反馈增益矩阵K.

为此, 在算法 1 初始化时均匀选取足够多个初始反馈增

益, 并关于每个初始反馈增益利用算法 1 迭代处理, 可得到

如下更有效的算法 2.

算法 2. 带随机初始反馈增益的输出反馈求解算法

步骤 1. 任取正整数 N , 在 K 内随机地均匀生成 N 个

初始反馈增益K
(1)
s (s = 1, 2, · · · , N), 并令 s = 1.

步骤 2. 令 j = 1, K(j) = K
(1)
s .

步骤 3. 同算法 1 的步骤 2, 求出 t(j) = t(K(j)).

若 t(j) < 0, 令 T (s) = t(j), KK(·, ·, s) = K(j), 则

KK(·, ·, s) 是从 K
(1)
s 开始迭代得到的满足极点配置要求的

期望输出反馈增益, 再令 s = s + 1, 返回步骤 2; 否则, 记相

应极小点为 P
(j)
1 , P

(j)
2 , P

(j)
3 .

步骤 4. 同算法 1 的步骤 3, 求出 δKj+1.

步骤 5. 同算法 1 的步骤 4, 即令 j = j + 1, K(j) =

K(j−1) + δKj , Aj = Aj−1 + BδKjC, 再求 t(j) = t(K(j)).

步骤 6. 若 |t(j − 1)− t(j)| ≤ ε2, 或者 j = J (J 为迭代

次数上限), 则令 T (s) = t(j), KK(·, ·, s) = K(j), 结束关于

j 的内循环, 并令 s = s + 1, 返回步骤 2; 除非 s = N , 结束

关于 s 的外循环.

由步骤 3 和步骤 6 中数 T (s) 的定义知, 迭代结束时, 反

馈矩阵系列 KK 中对应向量 TTT ∈ RN 中分量小于 0 的矩阵

都满足极点配置要求.

当极点区域 S(α, θ, r) 对容许集 K 内的输出反馈增益可
配置, 且函数 t(K) 只有有限多个孤立的正的极小值时, 算法

2 往往能求得满足条件的多个输出反馈增益. 这在求解除配

置区域极点外还有其他性能要求的输出反馈控制问题 (如具

有极点配置要求的最优 H∞ 输出反馈问题) 时是有用的.

注 6. 若只求一个期望的输出反馈增益, 则在算法 2 的

迭代过程中一旦 tj < 0, 终止迭代.

3 数值算例

算例 1. 取系统 (1) 中的系数如下[4]

A=



−2 0 0

0 1 1

0 0 1


 , B =




0 0

1 0

0 1


 , C =

[
1 0 −26.668

0 1 −7.317

]

极点区域为 S(1.5, π/4, 3), 有界输出反馈增益集为

K = {K ∈ R2×2 : |K(i, j)| < 5}

注 7. 此系统可稳、可观测, 有一个不可控极点 −2, 故

本系统输出反馈所能实现的最大衰减率 αmax ≤ 2.

取 ε1 = 0.0001, ε2 = 10−8, 最大迭代次数 J = 500, 借

助Matlab 命令 rand (‘state’, 0) 在 K 内随机生成 N = 4 个

初始反馈增益

K
(1)
1 =

[
4.5013 1.6084

2.6886 0.1402

]
, K

(1)
2 =

[
3.9130 0.4353

2.6210 4.8150

]

K
(1)
3 =

[
3.2141 1.1543

0.5530 2.9194

]
, K

(1)
4 =

[
4.2181 3.2373

2.3821 0.9429

]

它们相应闭环极点都不在 S(1.5, π/4, 3) 内.

对 K 和 Pi 的不同摄动幅度 τ, τi, 用算法 2 迭代处理,

得满足极点配置条件的期望反馈增益个数及相应迭代次数如

表 1 所示.

表 1 不同摄动幅度的迭代计算结果

Table 1 Computing results for different perturbations

摄动幅度 (i = 1, 2, 3) 分别迭代次数 期望反馈增益个数

τ = 0.8, τi = 0.4 7, 8, 4, 6 4

τ = 0.4, τi = 0.2 15, 15, 6, 10 4

τ = 0.4, τi = 0.1 15, 15, 7, 10 4

τ = 0.2, τi = 0.1 29, 28, 13, 19 4

τ = 0.1, τi = 0.1 57, 55, 25, 38 4

算法 2 的计算结果表明迭代次数主要取决于增益 K 的

摄动幅度. 尽管摄动幅度较大时用 LMI 近似 BMI 效果差些,

但较大的摄动幅度意味着可以在更大的范围内寻优, 从而减

少迭代次数, 更多实验结果也证明了这一点.

从摄动线性化 LMI 近似 BMI 的效果以及迭代效率来

看, 选择 K 的摄动幅度 τ = 0.4, Pi 的摄动幅度 τi = 0.2 是

比较合适的.



9期 王远钢: 基于 BMI方法的扇形极点约束输出反馈控制 1195

而对同上 ε1, ε2, J , 取 K 和 Pi 的摄动幅度分别为 τ =

0.4, τi = 0.2, 取初始反馈 K(1) = 0, 利用算法 1 迭代 7 次,

得满足要求的静态输出反馈增益

K(8) =

[
0.8467 −2.4837

0.1203 0.0290

]

其相应闭环极点为 −2.3003,−1.6046,−2.0000.

表 1 结果显示无论选取哪一组摄动幅度, 从 4 个初始反

馈出发, 利用算法 2 迭代所得反馈增益均满足极点配置要求.

但对于其他系统未必总如此 (如算例 2).

算例 2. 取系统 (1) 中的系数矩阵 A, B 同算例 1, 但输

出方程 (1b) 的系数矩阵为 CCC2 = [0, 1,−7.317] (即算例 1 中

矩阵 C 的第二行), 极点区域仍为 S(1.5, π/4, 3).

由于测量量的减少, 相应静态输出反馈控制问题的可解

性显然不如算例 1, 为此增大容许输出反馈集, 设

K1 = {K ∈ RRR2×1 : |K(i, j)| < 10}
K2 = {K ∈ RRR2×1 : |K(i, j)| < 100}

取 ε1, ε2, J 同算例 1, K 的摄动幅度 τ = 0.4, Pi 的摄动

幅度 τi = 0.2 (i = 1, 2, 3), 用 Matlab 命令 rand (‘state’, 0)

分别在 K1, K2 内随机生成N = 16 个初始反馈增益, 并用算

法 2 迭代. 结果为:

1) 对于容许输出反馈集 K1, 迭代结束时, 向量 TTT 的所

有分量均大于 0 (增加迭代上限 J 到 2 000, 或者增加初始反

馈增益个数到 N = 64 再计算, 结果仍如此), 说明在容许输

出反馈集 K1 内相应控制问题很可能无解.

2)对于容许输出反馈集K2, 迭代结束时, 向量TTT 有 5个

分量小于 0, 因而迭代结束得到 5 个满足极点配置要求的反

馈增益; TTT 中也有迭代次数 j < J 但相应 T (s) > 0 的元素,

如 T (10) = 5.2650, 相应迭代次数 j = 229, 说明从 K
(1)
10 开

始迭代到 229 次时, K
(230)
10 很可能已到达 t(K) 的某个正的

极小点附近, 所以内循环因 t(K) 的值减小甚微而自然结束.

以下仅是情形 2) 迭代结束时得到的一个期望反馈增益

矩阵及其相应初时反馈增益

K
(1)
2 =

[
21.3685

−2.8035

]
, K

(287)
2 =

[
−51.1740

−6.3074

]

K
(287)
2 相应闭环系统矩阵 AK 的特征值分别为 −2,

−1.5114± 0.0104i.

算例 2 说明: 1) 仅从一个反馈增益初值出发的迭代求

解算法 (如算法 1) 不一定可靠; 2) 输出反馈增益的容许集 K
对问题可解性的影响是必须考虑的.

对比算例 1 和算例 2 中测量方程的系数矩阵, 有
[

k1

k2

]
C2 =

[
0 k1

0 k2

]
C = K̃C

算例 2 结果表明, 若在算例 1 中限制输出反馈增益形式

如上式中的 K̃, 则需要增大 k1, k2 的容许取值范围才能确保

相应区域极点配置问题有解.

在算例 1 中, 与一般形式的增益相比, 形如 K̃ 的增益对

应的控制在物理实现时只用一个传感器, 因而传感器与执行

器的连接结构也要简单. 所以在权衡控制成本时, 对于算例 1

这种问题, 在指定容许集范围内设计反馈增益矩阵有尽可能

多零元素的控制器是有实际价值的. 可以从算法 2 得到的满

足条件的所有输出反馈中寻找.

4 结论

将静态输出反馈极点配置问题用一个新的 BMI 约束优

化问题来表示, 再将相应 BMI 摄动线性化, 给出了求解静态

输出反馈增益的有效求解算法, 它可以克服从单个初始反馈

增益出发的迭代因可能陷入函数 t(K) 的孤立正极小值点附

近而得不到解的缺陷. 文中所给方法可用于求解其他静态输

出反馈或状态反馈下的多指标约束控制问题.
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