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一类符号反对称结构系统的稳定性及其应用

刘 斌 1 张曾科 1 姜 敏 1

摘 要 结合矩阵论中的可反对称条件, 提出一种稳定的具有符号反对称结构的系统, 并将其作为非线性系统的镇定控制目

标. 面向符号反对称结构系统的控制方法存在递推构造法和直接设计方法两种: 递推构造法面向具有上三角结构的系统, 包括

已有逆推控制和逆推自适应控制, 并可具有更多的可调参数; 直接设计法适用于低维系统, 对于一些系统可以设计出更简单的

控制器. 对于 Lorenz 混沌同步系统的仿真说明了面向反对称结构系统直接设计法有效性.
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Stability of a Class of Systems with Sign-skew Symmetric Structure and

Its Applications
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Abstract Combined with skew-symmetrization condition in matrix theory, a class of stable systems with sign-skew

symmetric structure is proposed, and is regarded as the objective of controller design. There are two methods to implement

the design. One is called the direct method, in which the origin systems are transformed into systems with sign-skew

symmetric structure by controller design and controllers simpler than backstepping for some systems can be constructed.

Another is the recursive method, which is suitable for the systems with lower triangular structure, may have more

parameters to tune than traditional backstepping procedure, and includes the backstepping and adaptive backstepping

design procedures. An example of Lorenz systems is presented to show the effectiveness of the direct design method based

on the sign-skew symmetric structure.
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利用系统结构进行控制是控制理论中一直研究

的问题. 利用系统结构的设计步骤如下: 首先, 给出
一种结构的定义; 然后从定义的结构出发得到研究
结果. 例如, 从函数向量得到函数表达方面的上、下
三角结构定义, 在上三角结构方面[1] 已经得到自适

应控制[2]、鲁棒控制[3] 等结论; Grizzle 等[4] 利用微

分几何提出一种对称的概念, 得到一些系统降维方
面的结果; Liu 等[5−6] 对矩阵中的三对角结构进行

研究并给出系统镇定方面的结果; Xi 等[7−8] 从物理

角度出发研究哈密顿系统, 该系统可以分离出一种
特殊的反对称结构矩阵, 可以得到系统的稳定性及
对应李亚普诺夫函数; Wang 等[9−12] 扩展哈密顿系

统, 得到广义耗散哈密顿系统, 此类系统可以分离出
反对称结构矩阵, 这样系统镇定就可转化为设计面
向此类系统的控制器.
符号反对称结构[13] 是反对称阵通过正定对角

矩阵变换所具有的一类特殊性质. 本文将一些符号
反对称矩阵方面的结论引入到线性系统和非线性系
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统的稳定性分析与镇定控制器设计上, 提出一种稳
定的具有符号反对称结构的系统, 并将这种系统作
为镇定控制器设计的目标.
本文的结构如下: 首先介绍相关矩阵方面的定

理, 其中包括反对称矩阵和一类特殊三对角阵的特
征值性质定理, 以及符号反对称矩阵的可反对称化
定理; 其次将符号反对称矩阵的性质引入到线性和
非线性系统的稳定性分析上面; 然后提出面向符号
反对称结构的设计方法, 该方法利用稳定的符号反
对称结构拟线性系统设计非线性系统的镇定控制器;
最后给出仿真说明此类设计方法的有效性.

1 矩阵论的相关定理

本节介绍有关反对称矩阵[14], 及可反对称化矩
阵化的几个性质.

定理 1. 反对称矩阵 A ∈ Rn×n 的特征值实部

为零.
定理 2. 如果一个矩阵 A ∈ Rn×n 可以分解为

反对称阵和对角阵之和, 则满足条件

min aii ≤ Reλ (A) ≤ max aii (1)

定理 2 给出的矩阵的特点是矩阵对角元素以外
的对称元素具有相反的符号, 文献 [13] 将这种特征
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定义如下:
定义 1 (符号反对称结构). 对于矩阵 A = [aij]

∈ Rn×n, 若当 aij = 0 时, aji = 0, 当 aji 6= 0 时,
sgn(aij) = −sgn(aji), 则称该矩阵具有符号反对称
结构.

可见符号反对称结构给出了矩阵的一种符号特

征, 反对称矩阵是一种具有符号反对称结构的特殊
矩阵. 需要研究的是, 在什么样的条件下, 矩阵可以
保持符号反对称特征. 研究发现, 正定对角变换可以
保持矩阵符号特征不变, 于是, 我们将矩阵非对角元
素的反对称性作为变换的标准形, 并引入如下可反
对称化矩阵的定义[13].
定义 2 (可反对称化矩阵). 对于矩阵 A = [aij]

∈ Rn×n, 如果存在对角矩阵D ∈ Rn×n 满足DA 是

反对称阵, 则称矩阵 A 是可反对称化矩阵.
下面给出可反对称化条件的定义.
定义 3 (可反对称化条件). 对于矩阵 A = [aij],

k ≥ 3, 对于给定序列 i1, i2, · · · , ik ∈ {1, · · · , n}, 如
果满足

ai1i2ai2i3 · · · aik−1ik
aiki1 =

(−1)k
ai2i1ai3i2 · · · aikik−1ai1ik

(2)

则称矩阵满足可反对称化条件.
利用上面三个定义, 提出一种可反对称化的矩

阵分解的定理, 其描述如下:
定理 3. 对于矩阵 A = [aij], 如果 A 具有符号

反对称结构, 并且满足可反对称化条件, 则存在正定
对角矩阵 D, 使得 DA 可以分解为反对称阵和对角

矩阵之和.
证明. 见附录. ¤
根据定理 2 和正定矩阵相乘不改变矩阵惯性的

性质[15], 可知对于定理 3 中给出的矩阵特征值实部
的取值范围可以由矩阵的对角元素确定. 下面将利
用这一结论对线性系统进行分析和设计.

2 符号反对称结构系统在线性系统中的应用

2.1 稳定性分析

由李亚普诺夫第一定理可知: 当线性自治系统
的系统矩阵的特征值实部为负时, 该线性系统渐近
稳定. 结合定理 2, 我们给出以下定理.

定理 4. 对于线性系统

ẋxx = Axxx, xxx ∈ Rn (3)

如果矩阵 A 可以分解为反对称矩阵和负定对角矩阵

之和, 则该系统状态渐近稳定.
证明. 由于矩阵 A 可以分解为反对称矩阵和负

定对角矩阵之和, 因此可以判断出 aii < 0. 根据定

理 2, 可知 Reλ (A) < 0. 再根据李亚普诺夫第一定
理, 可知该系统状态渐近稳定. ¤

扩展定理 4, 可以得到如下定理.
定理 5. 考虑自治系统 (3), 当 A 具有符号反对

称结构, 且满足可反对称条件时, 则
1) 若 aii < 0, 则该自治系统是渐近稳定的;
2) 若 aii ≤ 0, 则该自治系统是稳定的.
证明. 当 A 具有符号反对称结构, 且满足可反

对称条件, 根据定理 3, 可知存在正定对角 D, 满足
DA 矩阵可以分解为反对称化矩阵和对角矩阵之和.
当 aii < 0 时, DA 的对角元素 diaii < 0, 故 DA 的

特征值实部小于零. 文献 [15] 中指出矩阵和正定矩
阵相乘不改变矩阵的惯性, 故矩阵 A 的特征值实部

小于零. 再根据李亚普诺夫第一定理可知, 当 aii <

0 时, 自治系统 (3) 渐近稳定. 同理可以知道, 当 aii

≤ 0 时, 自治系统 (3) 稳定. ¤
对于高维系统, 定理 4 和定理 5 中可反对称化

条件的验证是一个很复杂的问题. 而对于几种特殊
形式的矩阵则直接就可以判断其是否满足可反对称

化条件, 结合定理 5, 可以得到以下两个稳定性定理.
定理 6. 线性自治系统

ẋxx =




−k1 a12

−l1a12 −k2
. . .

. . . . . . a(n−1)n

−ln−1a(n−1)n −kn




xxx

ki ≥ 0, li > 0, xxx ∈ Rn

(4)

状态在原点是稳定的. 并且当 ki > 0 时, 系统状态
在原点是渐近稳定的.
证明. 此时可以验证系统 (4) 的系统矩阵满足

可反对称化条件, 也可以直接构造对角正定阵D, 将
系统矩阵反对称化. 令D = diag {d1, · · · , dn},其中
d1 = 1, di = di−1li−1, i = 2, · · · , n. 令 E = [eij] =
DA, 其中

A =




−k1 a12

−l1a12 −k2
. . .

. . . . . . a(n−1)n

−ln−1a(n−1)n −kn




(5)
eij = diaij, eji = djaji (6)

当 |i− j| > 1 时, aij = aji = 0 ⇒ eij = eji = 0; 当
j− i = 1时, eji = djaji = diliaji = −diaij = −eij.
即 E 可以分解为反对称化矩阵和对角矩阵之和, 当
aii < 0 时, DA 的对角元素 diaii < 0, 故 DA 的特
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征值实部小于零. 文献 [15] 中指出矩阵和正定矩阵
相乘不改变矩阵的惯性, 故 A 的特征值实部小于零.
根据李亚普诺夫第一定理, 当 aii < 0 时, 自治系统
(4) 渐进稳定. 同理可以知道, 当 aii ≤ 0 时, 自治系
统 (4) 稳定. ¤

定理 7. 线性自治系统

ẋxx =




−k1 a12 · · · a1n

−l1a12 −k2

...
. . .

−ln−1a1n −kn




xxx

ki ≥ 0, li > 0, xxx ∈ Rn (7)

状态在原点是稳定的. 并且当 ki > 0 时, 系统状态
在原点是渐近稳定的.

2.2 镇定控制器设计

已有的很多方法可以设计线性系统的镇定控制

器, 这里利用符号反对称结构设计镇定控制器, 给出
如下定理:
定理 8. 对于系统 ẋxx = Axxx + Buuu, 如果存在控

制器 uuu = Kxxx, 满足矩阵 A + BK 的对角元素小于

零, 非对角部分组成的矩阵具有符号反对称结构, 且
满足可反对称化条件, 则该控制器是镇定控制器.

该定理对于一般线性系统来说, 有效性不如求
解黎卡提方程方法. 但是对于一些特殊结构的矩阵
A, 如类似于式 (4) 和式 (7) 的系数矩阵, 则有可能
设计出鲁棒镇定控制器.
前面给出了符号反对称结构在线性系统的应用,

下面将给出该种结构在非线性系统稳定性分析和镇

定控制器设计方面的应用.

3 符号反对称结构在非线性系统中的应用

将符号反对称结构引入非线性系统的难点在于

如何得到对应的系统矩阵, 即对于非线性系统的全
部状态来说, 很难得到一个能反映系统稳定性的常
数矩阵或函数矩阵. 下面将分别给出符号反对称结
构在非线性系统的稳定性分析及非线性系统镇定上

的应用.

3.1 稳定性分析

简单起见, 考虑如下非线性仿射系统

ẋxx = fff (xxx) + ggg (xxx)uuu, xxx ∈ Rn (8)

其中 fff (000) = 000. 如何利用符号反对称结构分析系统
(8) 的稳定性? 有两种方法可以得到系统 (8) 的系
统矩阵: 一种是在平衡点处对系统进行雅可比线性
化, 得到平衡点附近的近似线性模型, 然后可以套用

符号反对称结构在线性系统稳定性分析方面的结论,
得到符号反对称结构在非线性系统稳定性分析方面

的局部结果; 另一种方法是通过将非线性系统等价
化为拟线性系统[16]

ẋ̇ẋx = A (xxx)xxx + B(xxx)uuu, xxx ∈ Rn (9)

其中拟线性系统的系统矩阵 (A(xxx), B(xxx)) 满足
A (xxx)xxx = fff(xxx), B(xxx) = ggg(xxx). 与雅可比线性化
模型不同, 这种拟线性化得到的系统矩阵不是唯一
的, 如果函数矩阵 E(xxx) 满足 E(xxx)xxx = 0, 则可以验
证 (A(xxx), B(xxx)) 和 (A(xxx) + E(xxx), B(xxx)) 都是拟线
性系统的系统矩阵. 例如, 对于非线性系统

ẋ1 = x1x2

ẋ2 = x2
2 + u

(10)

该系统在原点处对应的线性系统为[
ẋ1

ẋ2

]
=

∂ [x1x2, 0]T

∂ [x1, x2]
T
|x1=x2=0 +

[
0
1

]
u =

[
0 0
0 0

][
x1

x2

]
+

[
0
1

]
u

(11)
非线性系统 (10) 在全部状态空间范围内对应的拟线
性形式可以为

[
ẋ1

ẋ2

]
=

[
0 x1

0 x2

][
x1

x2

]
+

[
0
1

]
u =

A (xxx)

[
x1

x2

]
+ BBBu

(12)

也可以得到如下形式的拟线性系统
[

ẋ1

ẋ2

]
=

[
x2 0
0 x2

][
x1

x2

]
+

[
0
1

]
u =

A1 (xxx)

[
x1

x2

]
+ BBBu

(13)
从式 (11)∼ (13) 可以看到系统对应的雅可比线性化
模型和拟线性系统模型的一个本质区别: 雅可比线
性化模型只有一个, 而拟线性系统模型可以有多个.
如果确定非线性系统对应的拟线性系统形式,

对于系统处于的每一个状态, 就可以将原系统看
成是一个对应的线性系统, 其对应的系统矩阵是
(A(xxx), B(xxx)). 这样, 就可以尝试利用线性系统的设
计方法, 在局部对拟线性系统对应的线性系统进行
设计.
为了从全局研究系统的稳定性, 采用了第二种

方法对非线性系统进行分析. 由于基于拟线性系统



9期 刘 斌等: 一类符号反对称结构系统的稳定性及其应用 1103

的设计方法在一般情况下不可能有理论上的稳定性

证明, 我们对拟线性系统的进行结构限制, 引入了符
号反对称结构的拟线性系统. 下面将符号反对称结
构和可反对称化条件的定义由常数矩阵推广到函数

矩阵.
定义 4 (符号反对称结构). 当一个函数矩阵

A (xxx) = [aij (xxx)], 对于 xxx ∈ Rn, 满足 aij (xxx) = 0, 如
果 aji (xxx) = 0, 当 aji (xxx) 6= 0时, aij (xxx) = −aji (xxx),
则称该矩阵具有符号反对称结构.
定定定义义义 5 (可反对称化条件). 对于矩阵 A (xxx) =

[aij (xxx)], 对于给定序列 i1, i2, · · · , ik ∈ J , 如果满足

ai1i2 (xxx) ai2i3 (xxx) · · · aik−1ik
(xxx) aiki1 (xxx) =

(−1)k
ai2i1 (xxx) ai3i2 (xxx) · · · aikik−1 (xxx) ai1ik

(xxx)

(14)

则称矩阵满足可反对称化条件.
利用函数矩阵的符号反对称结构和可反对称化

条件, 可以得到如下定理.
定理 9. 考虑拟线性系统 ẋxx = A (xxx)xxx, 当 A (xxx)

具有符号反对称结构, 满足可反对称化条件, 当
aii (xxx) < 0 时, 系统是渐近稳定的, 当 aii (xxx) ≤ 0
时, 系统是稳定的.
同线性系统一样, 有许多符号反对称函数矩阵

形式直接满足可反对称化条件. 这里给出两种特殊
形式的符号反对称结构拟线性系统, 并对这两种形
式给出如下稳定性定理.
定理 10. 考虑如下拟线性系统

ẋxx =




−k1 (xxx) a12 (xxx)

a′12 (xxx) −k2 (xxx)
. . .

. . . . . . a(n−1)n (xxx)
a′(n−1)n (xxx) −kn (xxx)




xxx

a′(i−1)i (xxx) = −lia(i−1)i (xxx)

ki (xxx) ≥ 0, li > 0, xxx ∈ Rn

系统在原点是稳定的, 当 aii (xxx) < 0 时, 系统状态在
原点是渐近稳定的.
定理 11. 对于如下拟线性系统

ẋxx =




−k1 (xxx) a12 (xxx) · · · a1n (xxx)
−l1a12 (xxx) −k2 (xxx)

...
. . .

−ln−1a1n (xxx) −kn (xxx)




xxx,

ki (xxx) ≥ 0, li > 0, xxx ∈ Rn (15)

系统状态在原点是渐近稳定的. 同理可证, 当 ki(xxx)
< 0 时, 系统状态在原点是渐近稳定的.

定理 10 和定理 11 所示的系统具有鲁棒性, 即
使我们不知道参数 l1 的具体数值, 只要知道系统具
有的广义结构, 就可以判断出系统的渐近稳定性. 如
果对角阵是半负定的, 不能直接得到渐近稳定性. 此
时, 需要结合不变集定理或 Babalat 引理来得到系
统的渐近稳定性.
下面将给出如何利用稳定的符号反对称结构拟

线性系统来设计非线性系统的镇定控制器, 即给出
面向符号反对称结构的控制器设计方法.

3.2 面向符号反对称结构的控制

上述关于一类符号反对称结构系统稳定性方面

的结论, 可以用来设计非线性系统的镇定控制器, 使
闭环系统对应的拟线性系统的系统矩阵具有稳定的

符号反对称结构. 这种面向符号反对称结构的控制
器设计方法具体可以分成两种: 1) 递推构造法, 主
要是针对上三角结构系统采用坐标变换设计进行控

制其构造, 类似与逆推设计过程, 最终得到的闭环拟
线性系统具有一个稳定的符号反对称结构; 2) 直接
构造法, 对比原系统系数矩阵, 直接设计控制器使系
统化为符号反对称结构系统.
3.2.1 递推构造法

在文献 [5] 中已经给出了面向三对角结构的递
推控制过程, 该递推控制包括逆推控制. 由定理 10
可知, 稳定的符号反对称结构包括稳定的三对角结
构, 这里进一步给出类似于逆推自适应控制的控制
方法.

下面针对下三角结构的非线性未知参数系统进

行镇定, 说明通过变换和控制器设计可以得到一组
具有符号反对称结构的稳定系统. 对于如下结构的
系统:

ż1 = z2 + θθθTϕϕϕ1 (z1)
...

żn−1 = zn + θθθTϕϕϕn−1 (z1, · · · , zn−1)
żn = u + θθθTϕϕϕn (z1, · · · , zn)

(16)

其中, ϕϕϕ1 (0) = · · · = ϕϕϕn (0), θθθ ∈ Rn. 对应的自适
应逆推法在文献 [2] 中给出, 下面给出面向反对称结
构的递推设计法, 与自适应逆推一样, 每步进行坐标
变换, 并同时设计参数更新律: 令参数 c1, c2, · · · , cn

为选定的正实数, 设计步骤如下:
步骤 1. 定义新变量 x1 = z1, 考虑如下方程

ẋ1 = z2 + θθθTϕϕϕ1 (z1, z2) (17)

令 θ1 是未知参数向量 θθθ 的一个估计, 将 z2 设为虚

拟控制器, 得到如下控制律

α1 (x1) = −k1x1 − θθθT
1 ϕϕϕ1 (x1) (18)
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和参数更新律

θ̇θθ1 = −x1ϕϕϕ1 (x1) (19)

步骤 2. 定义新变量 x2 = z2 − α1 (x1), 则得到
如下动态方程

ẋ2 = ż2 − α̇1 (x1) =

z3 + θθθTϕϕϕ2 (x1, z2)− α̇1 (x1) (20)

令 θθθ2 是未知参数向量 θθθ 的一个估计, 将 z3 视为虚

拟控制器, 得到如下控制律

α2 (x1, x2) =

−k2x2 −
(
θθθTϕϕϕ2 (x1, z2)− α̇1 (x1)

)
− l1x1 (21)

和参数更新律

θ̇̇θ̇θ2 = −x2ϕϕϕ2 (x1, x2 + α1(x1)) (22)

步骤 iii. 定义新变量 xi = zi − αi−1 (x1, · · · ,
xi−1), 则得到如下动态方程

ẋi = żi − α̇i−1 (x1, · · · , xi−1) =
zi+1 + θθθTϕϕϕi (z1, · · · , zi)− α̇i−1 (x1, · · · , xi−1)

(23)
令 θθθi 是 θθθ 参数估计, zi+1 为虚拟控制器, 得到虚拟
控制器

αi(·) = −kixi − (θθθTϕϕϕ2(x1, z2)−
α̇i−1(x1, · · · , xi−1))− li−1xi−1 (24)

和参数更新律

θ̇θθi = −xiϕϕϕi (x1, · · · , xi) (25)

步骤 nnn. 定义新变量 xn = zn − αn−1(x1, · · · ,
xn−1), 则得到如下动态方程

ẋn = żn − α̇n−1 (x1, · · · , xn−1) =
u + θTϕϕϕn (x1, z2)− α̇n−1 (x1, · · · , xn−1)

(26)

令 θi 是 θi 参数估计, 得到实际控制器

u(·) = −kixi − (θTϕϕϕ2(x1, z2)−
α̇i−1(x1, · · · , xi−1))− li−1xi−1 (27)

和参数更新律

θ̇n = −xnϕϕϕn (x1, · · · , xn) (28)

得到的系统具有如下形式




ẋ1

ẋ2

...
ẋn




=




−k1 1

−l1 k2
. . .

. . . . . . 1
−ln−1 −kn







x1

x2

...
xn




+




ϕϕϕT
1

ϕϕϕT
2

. . .

ϕϕϕT
n







θ − θ1

θ − θ2

...
θ − θn




(29)




θ̇ − θ̇1

θ̇ − θ̇2

...
θ̇ − θ̇n




=




−ϕ1

−ϕ2

. . .

−ϕn







x1

x2

...
xn




(30)

可知该系统具有结构稳定性, 且渐近稳定于原点.
3.2.2 直接构造法

递推构造法是通过坐标变换一步一步地构造出

稳定的具有符号反对称结构的拟线性系统, 而对一
些可以直接构造出此类结构的反对称系统, 该方法
称作直接构造法. 首先把系统转换成拟线性系统形
式, 找到一个与拟线性系统表示接近具有反对称结
构稳定性的拟线性系统, 设计控制器, 使拟线性系统
具备这种形式, 得到如下定理.
定理 12. 对于系统

ẋxx = A(xxx)xxx + B(xxx)uuu (31)

如果存在反馈

uuu = K(xxx)xxx (32)

满足

A (xxx) + B(xxx)K(xxx) = C(xxx) (33)

其中C (xxx)具有符号反对称结构,且满足可反对称化
条件,当 cii (xxx) ≤ 0时,系统状态稳定,当 cii (xxx) < 0
时, 系统状态渐近稳定.
符号反对称结构的直接构造法的关键, 在于选

择合适的拟线性系统作为控制目标. 故该方法适
合于低维系统的控制, 而不适合于对高维系统的
控制.

4 仿真

由于反对称结构的递推构造法包括逆推设计方

法, 而逆推设计已有很多成功的应用, 这里不再举例
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说明. 本节给出一个利用符号反对称结构进行直接
设计的仿真实例. 考虑 Lorenz 同步系统[17], 驱动系
统模型和相应系统模型分别如下

ẋ1 = σ (y1 − x1) ,

ẏ1 = ρx1 − y1 − x1z1,

ż1 = −βz1 + x1y1,

ẋ2 = σ (y2 − x2) + u1

ẏ2 = ρx2 − y2 − x2z2

ż2 = −βz2 + x2y2

(34)

其中 σ, ρ, β > 0. 令同步系统状态误差分别为

ex = x2 − x1, ey = y2 − y1, ez = z2 − z1 (35)

可得到如下拟线性系统形式



ėx

ėy

ėz


=




−σ σ 0
ρ− z1 −1 −ex − x1

y1 ex + x1 −β







ex

ey

ez


 +




u1

0
0


 (36)

得到系数矩阵, 给出一个接近式 (36) 的稳定的符号
反对称结构矩阵为

A(·) =




−σ −k1 (ρ− z1) −k1y1

ρ− z1 −1 −ex − x1

y1 ex + x1 −β


 (37)

于是镇定控制器可通过求解如下方程得到

A (ex, ey, ez, x1, y1, z1)




ex

ey

ez


−




−σ σ 0
ρ− z1 −1 −ex − x1

y1 ex + x1 −β







ex

ey

ez


 =




u1

0
0




(38)

得到的镇定控制器为

u1 = −σey − k1 (ρ− z1) ey − k1y1ez (39)

将式 (39) 代入式 (36), 得到如下系统



ėx

ėy

ėz


 = A (ex, ey, ez, x1, y1, z1)




ex

ey

ez


 (40)

由定理 8, 可得该系统状态渐近稳定. 选取参数 σ =
10, β = 8/3, ρ = 28, 初始状态为 x1(0) = 20, y1(0)

= 5, z1(0) = 2, x2(0) = 24, y2(0) = 20, z2(0) = 28,
利用控制律 (39), 得到如图 1 所示的反应曲线, 仿真
结果说明两个系统实现了同步.

图 1 Lorenz 同步系统的状态反应曲线

Fig. 1 Synchronized states of modified Lorenz system

5 结论

本文给出了一类稳定的具有符号反对称结构的

系统, 该类系统包括一类系数矩阵符号反对称的线
性系统和一类拟线性系数矩阵具有符号反对称结构

的拟线性系统. 该类系统的特点是通过对角矩阵变
换具有反对称的系数矩阵, 具有负的特征值实部. 提
出了面向稳定的符号反对称结构系统的控制方法,
该方法的目标是将给定系统通过坐标变换和控制器

设计转化为稳定的具有符号反对称结构的系统, 包
括递推构造法和直接控制法两种. 前者针对上三角
结构非线性系统通过坐标变换和控制器设计递推构

造出具有符号反对称结构的拟线性系统, 包括了已
有的逆推控制和逆推自适应控制和面向三对角结构

的递推构造法, 后者针对低维拟线性系统直接设计
控制器使原系统化为具有符号反对称结构的拟线性

系统, 包括面向三对角结构的直接构造法, 并具有
其优点: 可以构造出结构更简单的控制器. 通过对
Lorenz 混沌同步系统的仿真说明了面向符号反对称
结构的直接构造法的有效性.

附录

定义 6[16]. 当 n ≥ 3 时, 对于有限序列 j1, · · · , jn ∈ J ,

其中 J 是长度 1, · · · , n 的集合, 满足

aj1,j2 · · · ajn−1,jnajn,j1 = aj2,j1 · · · ajn,jn−1aj1,jn (A1)

则称如果方阵 A 满足 SY Mn 条件.

定义 7. 如果方阵 A 满足当 aij = 0 时, aji = 0; 当 aij

6= 0 时, sgn(aij) = sgn (aji), 则称矩阵 A 是组合对称的.

引理 1[18]. 存在正定对角阵 D 使得矩阵 DA 是对称化

矩阵, 当且仅当 A 是组合对称的, 对于 n ≥ 3, 满足 SY Mn

条件.
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定理 3的证明.

令 C = [cij ] = A − diag {a11, · · · , ann}, E = [eij ] =

[|cij |], 则由 C 具有反对称结构, 可以得到如下关系

C = E ◦ F (A2)

其中 ◦ 表示 Hadamard 积, E = [eij ] 满足下列条件, 对于有

限序列 j1, · · · , jn ∈ J

eij = 0, eji = 0; eij > 0, eji > 0 (A3)

ej1,j2 · · · ejn−1,jnejn,j1 = ej2,j1 · · · ejn,jn−1ej1,jn (A4)

F = [fij ] 满足 fij = −fji ∈ {−1, 1}. 由引理 1, 可知存在正

定对角阵 D 使得矩阵 DE 是对称化矩阵. 于是, 对于对角阵

D, 矩阵 A 可以得到下列关系

DA = DC + Ddiag {a11, · · · , ann} =

D(E ◦ F ) + Ddiag {a11, · · · , ann} =

(DE) ◦ F + Ddiag {a11, · · · , ann}
(A5)

由于 (DE)◦F 是反对称阵, Ddiag {a11, · · · , ann}是对角阵,

得证. ¤
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