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摘    要   在全球导航卫星系统 (GNSS)可见卫星数量不足或观测几何构型退化的受限环境下, 针对 GNSS/蜂窝机会信号

融合定位中观测质量差异大、非线性优化易陷入不利局部极值甚至发散的问题 , 提出一种基于模拟退火 Levenberg-
Marquardt 优化的融合定位方法 . 首先 , 在迭代扩展卡尔曼滤波状态估计框架下 , 将模拟退火机制引入 Levenberg-
Marquardt优化过程, 对未满足确定性接受条件的候选步采用概率接受准则, 以提高退化观测条件下的迭代收敛可靠性,
并给出算法的收敛性分析. 其次, 构建由定位精度因子与伪距残差驱动的双因子动态加权机制, 增强位置估计的鲁棒性. 进
一步设计指数加权状态平滑方法, 抑制状态估计的瞬时波动, 提高定位轨迹的连续性与稳定性. 仿真与实测结果表明, 所提

方法的三维和高程均方根误差分别为 7.59 m和 6.06 m, 与对比方法中性能最优的双 Dog-leg增量估计方法相比分别降低

约 35.4% 和 45.6%.
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Abstract   In constrained environments, global navigation satellite system (GNSS) may be limited by an insuffi-
cient number of visible satellites or degraded observation geometry. To address large disparities in observation qual-
ity and the tendency of nonlinear optimization to converge to undesirable local minima or even diverge in
GNSS/cellular signals of opportunity fusion positioning, a fusion positioning method based on simulated annealing
Levenberg-Marquardt optimization is proposed. First, within a state estimation framework based on the iterated ex-
tended Kalman filter, a simulated annealing mechanism is incorporated into the Levenberg-Marquardt optimization
process. Candidate steps that fail to satisfy the deterministic acceptance condition are accepted according to a prob-
abilistic acceptance criterion to improve the reliability of iterative convergence under degraded observation condi-
tions. A convergence analysis of the algorithm is also provided. Second, a dual-factor dynamic weighting mechan-
ism driven by position dilution of precision and pseudorange residuals is developed to enhance the robustness of pos-
ition estimation. Furthermore, an exponentially weighted state smoothing method is designed to suppress instantan-
eous fluctuations in the state estimate and improve the continuity and stability of the positioning trajectory. Simu-
lation and field test results show that the proposed method achieves 3D and vertical RMSEs of 7.59 m and 6.06 m,
respectively, representing reductions of approximately 35.4% and 45.6% compared with the double Dog-leg incre-
mental estimation method, which performs best among the comparison methods.
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准确、可靠的导航定位能力是无人系统自主运

行与智能平台协同控制的核心基础[1]. 全球导航卫

星系统 (global navigation satellite system, GNSS)
在开阔环境下能够提供连续、实时的自主定位服

务[2−4]. 然而, 在高密度城市环境中, 定位技术仍面临

诸多挑战[5−9]. 建筑物遮挡、隧道遮蔽及植被覆盖等

因素均可导致卫星信号深度衰落甚至完全阻断, 使
接收机可见卫星数量显著减少, 进而造成定位服务

性能严重下降或中断, 对依赖连续位置信息的自主

导航任务构成直接威胁. 因此, 在遮蔽环境中引入

辅助定位观测源以增强 GNSS的连续性与可靠性,
对提升无人系统自主导航能力具有重要意义.

为此, 研究者们逐渐关注利用环境机会信号

(signals of opportunity, SOPs)作为辅助定位源.
此类非导航无线信号涵盖蜂窝网络、数字电视、Wi-
Fi、蓝牙以及超宽带等, 可用于构建多源融合定位

系统[10−12]. 在各种机会信号中, 蜂窝机会信号因其覆

盖广、信号强度强、带宽高以及基础设施成熟等优

势, 成为最具应用潜力的辅助定位信号之一[13−14].
近年来, GNSS与蜂窝机会信号的融合受到广

泛关注, 相关研究主要集中于滤波方法和优化策略

两个方面. 早期基于优化的方法包括最速下降和最

小二乘求解. 龚福祥等[15] 提出一种基于最速下降的

全球定位系统 (global positioning system, GPS)伪
距与蜂窝机会信号融合方法; 文献 [16]构建紧耦合

加权最小二乘框架进行 GNSS/蜂窝机会信号融合.
Li等[17] 进一步提出针对北斗导航卫星系统 (BeiDou
navigation satellite system, BDS)-5G融合定位的

高斯−牛顿迭代加权最小二乘模型. 基于滤波的方

法也得到广泛研究. 文献 [18]利用扩展卡尔曼滤波

(extended Kalman filter, EKF)将 GNSS伪距观测

与蜂窝机会信号的到达时间差 (time difference of
arrival, TDOA)观测进行融合; 文献 [19]提出一种

基于粒子滤波的融合方法, 以增强信号遮挡条件下

的鲁棒性. 此外, 启发式与优化启发方法也被探索.
文献 [20]构建 BDS-5G信号的到达时间 (time of
arrival, TOA)/到达时间差 TDOA融合定位模型,
提出一种多目标粒子群优化 (mult i -object ive
particle swarm optimization, MOPSO)算法. 从系

统角度看, 近期研究聚焦于 GNSS/5G的实际集成

及智能手机应用. Li等[21−22] 提出自适应切换与多源

融合策略, 结合卫星仰角、载噪比、载波相位和多普

勒观测, 提高了系统鲁棒性. Sun等[23] 利用 5G基站

的到达角 (angle of arrival, AOA)估计与 GNSS卫
星 TOA量测实现混合定位, 并通过移动平均平滑

抑制原始定位解中的噪声影响. 近两年来, 相关研

究进一步向实际系统集成与复杂环境鲁棒性提升方

向发展. 文献 [24]基于智能手机实测数据, 提出一

种基于 AOA量测的 GNSS/5G紧耦合融合定位方

法; Zhou等[25] 提出一种 GNSS辅助的 5G NR鲁棒

跟踪与深耦合定位方法, 将 EKF融合状态反馈至

5G NR信号跟踪环路, 以提高复杂遮挡环境下的信

号跟踪稳定性和定位精度 ;  D e n g 等 [ 2 6 ] 面向

GNSS/5G/惯性测量单元紧耦合系统, 提出一种多

源故障容错鲁棒导航方法.
上述方法从不同角度推进了 GNSS/蜂窝机会

信号融合定位研究, 并验证了蜂窝信号对 GNSS遮
蔽环境定位性能的补偿作用. 然而, 在城市峡谷等

复杂遮蔽环境中, 可见卫星数量减少、观测几何退

化以及蜂窝信号的非视距、多路径等因素相互耦合,
使融合定位过程仍面临鲁棒性不足与估计稳定性下

降的问题, 相关方法仍有进一步提升空间.
EKF是众多组合导航系统中的基础状态估计

方法. 然而, EKF通常围绕预测状态进行单次线性

化更新, 其线性化误差在强非线性条件下可能引入

状态估计偏差, 甚至导致滤波发散. GNSS/蜂窝机

会信号伪距观测模型的非线性特征相对温和, 采用

粒子滤波 (particle filter, PF)或无迹卡尔曼滤波

(unscented Kalman filter, UKF)等高阶非线性滤

波方法计算开销较大, 难以兼顾实时性与计算效率.
相比之下, 迭代扩展卡尔曼滤波 (iterative exten-
ded Kalman filter, IEKF) 在保持较高计算效率的

同时, 每次更新过程中对测量模型进行多次线性化,
利用最新状态估计不断更新雅可比矩阵, 从而提高

了对非线性的近似精度. 然而, 在可见卫星数量不

足或观测几何条件恶化的情况下, 传统 IEKF的鲁

棒性仍然不足. 为此, 已有研究将数值优化方法引

入 IEKF的迭代更新过程以提高收敛性, 代表性方

法包括拟牛顿法 (quasi-Newton method, QN)[27]、
Levenberg-Marquardt (LM)方法及基于信赖域的

双 Dog-leg方法[27−30].
拟牛顿法通过引入控制矩阵保持近似海森矩阵

正定性, 在一定程度上改善了 IEKF的数值稳定性.
然而, QN改进的 IEKF仍依赖局部一阶泰勒展开,
当观测几何条件恶化或系统可观测性不足时, 近似

海森矩阵对目标函数真实曲率的刻画能力下降, 搜
索方向可能产生偏差, 导致迭代收敛至局部最优甚

至滤波发散. LM方法[27] 在高斯−牛顿更新中添加

阻尼项, 改善了 IEKF在非线性条件下的数值稳定

性. 然而, 该策略较为保守的步长选择机制在一定

程度上制约了算法的收敛速度. 双 Dog-leg增量估

计方法[30] 结合多方向搜索与自适应步长机制增加

了搜索灵活性. 然而, 该方法仍为确定性局部优化

方法, 依赖局部梯度信息驱动搜索, 在非凸误差面
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中仍可能陷入局部最优. 近期提出的迭代不变卡尔

曼滤波框架[31], 通过在量测更新阶段引入基于高斯−
牛顿方法的迭代重线性化, 在保留不变误差结构的

同时提高了非线性状态估计精度, 但其本质仍依赖

于局部线性化与梯度信息驱动的迭代寻优机制. 上
述改进方法虽在不同层面提升了 IEKF的数值稳定

性与收敛性能, 但均以局部梯度信息为驱动, 本质

上仍属确定性局部优化策略, 缺乏探索非局部区域

的能力.
传统等权或固定权重融合策略通常无法准确反

映各观测量对定位精度的实际贡献. 尤其在复杂环

境下, 低质量观测易对融合解产生不利影响, 从而

降低系统整体定位性能. 针对异质观测在精度与可

靠性方面存在的显著差异, 已有研究提出多种自适

应加权方法, 以提升融合定位系统的鲁棒性与定位

精度. 现有加权策略大多依据单一指标构建. 一类

方法基于观测噪声或信号质量进行加权, 文献 [16]
基于卫星仰角对 GNSS观测进行加权处理, 仰角越

高的卫星被赋予越大的权重, 但所有 5G基站权重

固定设置为 1. Bai等[32] 提出多速率自适应卡尔曼

滤波方法融合 GNSS与不同采样率的 5G观测, 结
合距离相关噪声协方差模型与在线参数自适应调整

机制, 更准确地刻画测量不确定性. Jiao等[33] 仅接

入信号强度较高的 5G基站, 提出迭代卡尔曼滤波

方法, 通过双重异常检测与遗忘因子自适应调节机

制实现观测权重与多系统测量噪声的动态更新, 提
升了复杂环境下的定位稳定性.

然而, 定位精度不仅受测量噪声影响, 还与观

测节点的几何构型相关[34−35]. 为此, 另一类方法从几

何角度构建权重, Wang等[36] 提出自适应最优选择

方法, 通过优化 5G基站原始测量改善 BDS/5G融

合定位精度. 在多基站场景中, 不同基站的信号质

量、空间分布以及与卫星耦合构成的观测几何条件

均存在显著差异, Cao等[37] 将定位精度因子 (posi-
tion dilution of precision, PDOP) 作为加权指标提

升定位精度, 以减弱不利几何条件对定位性能的影

响. 此外, 还有研究采用信号强度指标或几何因子

进行加权处理[38]. 近期, 部分研究尝试引入更复杂

的自适应加权机制. Huang等[39] 提出一种基于强化

学习与信息矩阵融合优化的卡尔曼滤波定位标定方

法, 通过 Actor-Critic网络动态调整状态协方差矩

阵. Ge等[40] 提出一种基于可信度的多传感器融合

方法, 通过对各传感器观测的可信度进行在线评估

与动态加权, 为异质观测源加权策略提供了新的思

路. 然而, 现有方法或仅依据单一评价指标构建权

重模型, 或虽引入学习机制、可信度评估等更复杂

手段, 仍局限于单个观测量层面, 难以同时兼顾观

测几何结构与测量质量的综合差异; 同时, 对多基

站组合所形成的不同融合解之间的质量差异考虑不

足, 限制了复杂环境下融合定位性能的进一步提升.
针对上述问题, 本文提出一种基于模拟退火

Levenberg-Marquardt (SA-LM) 优化的 GNSS/蜂
窝机会信号融合定位方法, 主要贡献如下:

1)针对现有方法多依赖确定性局部优化策略、

缺乏探索非局部区域能力而易过早收敛于局部极值

的问题, 设计模拟退火 Levenberg-Marquardt (SA-
LM)优化算法, 并给出收敛性理论分析. 通过对非

改进候选步的概率接受机制, 一定程度上提高迭代

收敛可靠性.
2)为兼顾观测几何结构与测量质量差异, 提出

基于位置精度因子与伪距残差的双因子加权机制,
联合评估观测几何质量与测量一致性, 进而获得更

为可靠的融合结果. 此外, 设计指数加权状态平滑

方法, 对历史状态估计施加指数衰减权重, 抑制定

位解的瞬时波动, 提高定位轨迹的连续性与稳定性.
3) 搭建 GNSS/蜂窝机会信号实验采集平台,

在开阔及林荫道环境下进行融合定位实验. 仿真与

实测结果表明, 所提方法在定位精度上具有显著提升.
本文内容安排如下: 第 1节为状态估计问题建

模, 首先介绍 GNSS/蜂窝机会信号融合定位的测量

模型与状态估计方法, 并分析观测几何退化对定位

性能的影响; 第 2节为 GNSS/蜂窝机会信号融合定

位方法, 重点介绍基于 SA-LM的迭代求解优化算

法以及基于 PDOP与残差的双因子加权融合机制;
第 3节为实验验证部分, 简要说明实验平台与测试

场景, 并结合仿真与实测实验, 对所提方法进行分

析与验证; 第 4节对全文工作进行总结.

 1　状态估计问题建模

针对 GNSS/蜂窝机会信号融合定位问题, 构建

了两类关键观测模型, 即 GNSS卫星伪距观测模型

与蜂窝机会信号伪距观测模型. 图 1展示了典型城

市环境下接收机的信号传播场景, 信号来源包括数

量有限的可见 GNSS卫星以及蜂窝基站, 并刻画了

实际环境中常见的视距与非视距传播路径. 实线箭

头表示视距信号, 虚线箭头表示受建筑物等障碍物

遮挡或反射所形成的非视距传播信号.

 1.1　测量模型

ru = (x,

y, z)T δtu

j

rsv, j = (xsv, j , ysv, j , zsv, j)
T

j

ρGNSSj dj

基于 GNSS的定位原理, 接收机位置 

 及接收机钟差  需通过至少四颗卫星的伪

距观测方程联立求解获得. 第  颗卫星的位置表示

为 . 在对电离层延迟和

对流层延迟等大气误差进行改正后, 卫星  的伪距

观测值   可建模为真实几何距离   与钟差等
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cδtu c εGNSSj效距离  的线性组合, 其中  为光速,   表示

伪距观测的综合残差.

dj =
√
(x− xsv, j)2 + (y − ysv, j)2 + (z − zsv, j)2 (1)

ρGNSSj = dj + cδtu + εGNSSj , j = 1, 2, 3, · · · , M (2)

i rbs, i =

(xbs, i, ybs, i, zbs, i)
T i

ρBSi

假设所有基站坐标均已知, 且各基站间已实现

精确时间同步. 第   个基站的位置表示为  

. 基站  与接收机之间的伪距记

为 :

ρBSi =
√
(x− xbs, i)2 + (y − ybs, i)2 + (z − zbs, i)2 +

cδtb + εbsi (3)

δtb εbsi其中,   为接收机时钟与基站时钟之间的误差; 
表示测量噪声.

i

为消除接收机钟差对蜂窝机会信号测距的影

响, 采用基站间伪距差分方法, 将各基站的绝对伪

距观测转换为基站间的伪距差观测, 从而减少待估

未知参数数量, 提升方程组求解的稳定性[41−42]. 将距

离接收机最近的基站作为参考基准, 并定义为基站

1. 基站  相对于该基准的观测伪距差记为

rBSi, 1 = ρBSi − ρBS1 , i = 2, 3, · · · , N (4)

 1.2　状态估计

k

为实现 GNSS/蜂窝机会信号的紧耦合融合, 建
立了迭代扩展卡尔曼滤波的状态估计方法. 该方法

在预测与更新阶段对伪距观测与伪距差分观测进行

统一建模, 同时显式考虑二者在物理属性及误差特

性方面的差异. 时刻  的系统状态向量定义为:

x(k) =
[
rTu(k), ṙ

T
u(k), x

T
clk, u(k)

]T
(5)

ṙu(k) = [ẋu(k), ẏu(k), żu(k)]
T

xclk, u(k) =
[
cδtu(k), cδṫu(k)

]T
c

其中,   表示接收机的

速度向量;   为接收机

钟差与钟漂经光速  归算后的等效误差向量.
假设接收机保持相对恒定的运动状态, 采用恒

速 (constant velocity, CV) 模型对其运动过程进行

描述. 基于该假设, 系统状态的先验预测可表示为:

x̂(k|k − 1) = Ax̂(k − 1) (6)

P (k|k − 1) = AP (k − 1)AT +Qw (7)

P (k|k − 1) P (k − 1) k

x̂(k|k − 1) k − 1 x̂(k − 1)

A

其中,   和  分别为  时刻状态预

测   和   时刻状态估计   的误

差协方差矩阵; 状态转移矩阵  为块结构:

A =

[
Aδt 06×2

02×6 F

]
, Aδt =

[
I3 δtI3

03 I3

]

F =

[
1 δt

0 1

]
(8)

δt

Qw

其中,   表示观测采样时间间隔. 过程噪声协方差

 为:

Qw = blkdiag(Qpv, Qclk, u) (9)

Qpv =


δ3t
3
Qxyz

δ2t
2
Qxyz

δ2t
2
Qxyz δtQxyz

 (10)

blkdiag(∗1, · · · , ∗n) ∗1, · · · , ∗n
Qxyz = diag{ax, ay, az}

Qclk, u

其中,   表示由矩阵 
构成的对角块矩阵;   表示

各方向上的加速度噪声强度矩阵;   表示接收

机钟差的过程噪声协方差矩阵[41].
非线性观测模型可表示为:

z(k) = g(x(k)) + e(k) (11)

z(k)其中,   同时包含 GNSS伪距观测与蜂窝基站间

伪距差观测, 具体形式为:

z(k) =
[
ρGNSS1 , · · · , ρGNSSM , rBS2, 1, · · · , rBSN, 1

]T
(12)

g(x(k))相应的非线性观测函数  可表示为:

g(x(k)) =

∥ru(k)− rsv, 1(k)∥+ cδtu(k)

...

∥ru(k)− rsv, M (k)∥+ cδtu(k)

∥ru(k)− rbs, 2(k)∥ − ∥ru(k)− rbs, 1(k)∥
...

∥ru(k)− rbs, N (k)∥ − ∥ru(k)− rbs, 1(k)∥


(13)
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图 1    定位场景示意图

Fig. 1    Schematic diagram of the positioning scenario
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e(k)观测噪声  服从零均值高斯分布, 其协方差矩阵

为[43]:

R(k) = blkdiag(RGNSS, RBS) (14)

RGNSS RBS其中,   和  分别表示 GNSS伪距观测噪声

和蜂窝基站测距观测噪声的协方差矩阵.

n

n

在扩展卡尔曼滤波 IEKF迭代更新过程中, IEKF
采用逐次线性化方式进行状态修正, 其中  表示第

 次迭代. 具体步骤如下:
1)雅可比矩阵计算:

Gn(k) =
∂g(x̂n(k))

∂x̂n(k)
(15)

2)卡尔曼增益计算:

Kn(k) = P (k|k − 1)GT
n(k) ×(

Gn(k)P (k|k − 1)GT
n(k) +R(k)

)−1

(16)

3)状态更新:

x̂n+1(k) = x̂(k|k − 1) +Kn(k)
(
z(k)− g(x̂n(k)) −

Gn(k)
(
x̂(k|k − 1)− x̂n(k)

))
(17)

4)收敛判据:
∥x̂n+1(k)− x̂n(k)∥ ≤ ζ1

ζ1

当满足  时停止迭代, 其
中  为预设的收敛阈值.

尽管 IEKF能够通过迭代线性化提高非线性观

测条件下的状态估计精度, 但估计性能仍高度依赖

于观测质量与观测几何结构. 因此, 有必要进一步

分析 GNSS/蜂窝机会信号融合定位中几何退化对

定位性能的影响.

 1.3　融合定位中退化问题分析

在高斯噪声假设及一阶线性化条件下, IEKF
的状态更新过程在局部线性化意义下与高斯−牛顿

方法等价[28, 30], 融合定位问题可建模为如下非线性

最小二乘形式:[
z(k)

x̂(k|k − 1)

]
=

[
g(x(k))

x(k)

]
+ ε(k) (18)

ε(k) ∼ N(0, Qh) Qh

Qh = blkdiag(R(k), P (k|k − 1))

f(x(k))

其中,  ,   为块对角矩阵, 定义为

. 进而, 加权残差向

量  表示为:

f(x(k)) =

[
R− 1

2 (k) (z(k)− g(x(k)))

P− 1
2 (k|k − 1) (x̂(k|k − 1)− x(k))

]
(19)

对应目标函数为:

F (x(k)) =
1

2
∥f(x(k))∥2 (20)

对目标函数进行局部线性化后, 可采用高斯−
牛顿类方法求解状态增量. 雅可比矩阵可表示为

J(x(k)) =

[
−R− 1

2 (k)G(k)

P− 1
2 (k|k − 1)I

]
(21)

G(k)其中,   表示观测模型关于状态变量的一阶导数

矩阵, 用于刻画状态空间到观测空间之间的局部线

性映射关系.
进一步地, IEKF状态更新过程可表示为

δx = −
(
JTJ

)−1
JTf (22)

其对应的信息矩阵为

H = JTJ = GTR−1G+ P−1 (23)

G

H

当可用卫星与基站相对于接收机的空间几何分

布不均衡时, 观测雅可比矩阵  的各行向量趋于线

性相关, 条件数增大, 导致信息矩阵  的最小特征

值显著减小, 法方程呈病态甚至趋于奇异.
为量化病态程度, 引入谱条件数[44] 定义为

κ2(H) =
λmax(H)

λmin(H)
(24)

λmax(·) λmin(·)
λmin(H)

其中,   与  分别表示矩阵的最大与最小

特征值. 当  趋近于零时, 信息矩阵条件数

迅速增大, 此时状态增量求解对观测噪声与线性化

误差将表现出较高敏感性. 即使微小扰动, 也可能

导致估计增量显著放大, 从而降低迭代求解的数值

稳定性与收敛可靠性.
由于 IEKF本质上属于局部迭代优化方法, 其

收敛性能高度依赖于局部线性化精度与初始状态估

计质量. 当观测条件较差或初始估计偏离真实状态

较远时, 基于局部二次近似的高斯−牛顿迭代方向

可能无法准确反映目标函数的真实下降趋势, 从而

导致迭代过程中出现振荡、收敛缓慢甚至陷入局部

最优等问题. 特别是在低观测或退化场景下, 线性

化误差会在连续迭代过程中不断累积. Dog-leg方
法在接近退化区域时, 其搜索路径可能偏离真实下

降方向, 导致信赖域更新效率下降. 尽管 LM算法

通过引入阻尼因子在一定程度上提高了迭代过程的

稳定性, 但本质上仍属于基于局部梯度信息的优化

方法.

 2　GNSS/蜂窝机会信号融合定位方法

针对观测几何退化与观测质量差异共同引起的

数值不稳定问题, 本文提出一种 GNSS/蜂窝机会信

号融合定位方法. 该方法主要包括两个关键模块:
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基于 SA-LM迭代求解优化的 IEKF融合定位模块,
以及基于 PDOP与残差的双因子加权融合模块. 整
体系统架构如图 2所示.
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图 2    定位算法系统架构

Fig. 2    System architecture of the positioning algorithm
 

 2.1　基于 SA-LM 的迭代求解优化算法

本文引入模拟退火机制以一定概率接受非改进

候选步, 增强算法跳出局部极值的能力, 提出一种

SA-LM 迭代求解优化算法. 在每次迭代中, SA-
LM算法通过求解如下问题计算状态更新量:

min
δx(k)

1

2
∥J(x(k))δx(k) + f(x(k))∥22

s.t. ∥δx(k)∥ ≤ ∆ (25)

∆ > 0其中,   为信赖域半径.
n ∇F (x̂n(k)) =

JT(x̂n(k))f(x̂n(k))

在第  次迭代中, 梯度可表示为 

. 在此基础上构造自适应阻尼因

子为:

λn = µn
∥∇F (x̂n(k))∥

1 + ∥∇F (x̂n(k))∥
(26)

µn

λn

其中,   为阻尼尺度参数. 随着当前梯度范数的变

化,   自适应调整, 从而动态调节梯度下降与高斯−
牛顿更新在迭代过程中的作用.

δx̂n(k)基于 LM方法的状态更新量  可通过求

解以下方程获得[43]:

δx̂n(k) = −
(
JT(x̂n(k))J(x̂n(k)) + λnI

)−1 ×

JT(x̂n(k))f(x̂n(k)) (27)

通过实际下降量与预测下降量之比来评估步长

质量:

ρn =
∥f(x̂n(k))∥2 − ∥f(x̂n(k) + δx̂n(k))∥2

∥f(x̂n(k))∥2 − ∥f(x̂n(k)) + J(x̂n(k))δx̂n(k)∥2
(28)

不同于传统 LM 方法对未达到确定性接受条

件的候选步直接拒绝, 所提算法在 LM迭代更新中

引入Metropolis准则, 在保留 LM高效局部收敛能

力的同时, 该机制增强了搜索过程的局部探索能力,
为算法离开部分不利局部区域提供了可能, 并有助

于缓解其对初始值的敏感性.
Metropolis接受因子定义为:

Pn = exp
(
− p0 − ρn

Tn

)
(29)

Tn > 0 n p0 ∈
(0, 1)

其中,   表示第  次迭代时的温度参数; 
 为预设阈值.

rn = e−v +
(
e−1/v − e−v

)
rand(1) v >

1 Pn ≥ rn

定义 , 其中 

. 若满足 , 则更新候选状态.
SA-LM伪代码如算法 1所示. 在所给假设条件

下, 该算法的迭代序列至少存在一个满足一阶最优

性条件的平稳聚点, 详细收敛性分析见附录 A.

　  算法 1. SA-LM 算法

f(x) x0 ϵ

ζ1 µ0 > m > 0 0 < p0 < p1 < p2 < 1 c0 > 1 0 < c1

< 1 0 < γ < 1 T0 > 0 v > 1

输入. 非线性残差函数 , 初始估计 , 收敛阈值 、

, 参数 ,  ,  , 

, 降温速率 , 初始温度 ,  .

∥f(x)∥2 x̂(k)输出. 使  最小的优化解 .

n← 0 x̂n(k)← x0 µn ← µ0 Tn ← T0令 ,  ,  ,  .

while true do

f(x̂n(k)) J(x̂n(k))1) 计算当前残差  及其雅可比矩阵 ,

 并计算梯度

∇F (x̂n(k)) = JT(x̂n(k))f(x̂n(k))

∥∇F (x̂n(k))∥ ≤ ϵ x̂(k)← x̂n(k)

x̂(k)

2) 若 , 则令 , 停止迭代

 并返回 ;

λn

δx̂n(k)

3) 根据式 (26)计算自适应阻尼参数 , 并由式 (27)

 计算更新量 ;

ρn

Pn

4) 根据式 (28)计算增益比 , 再由式 (29)计算接受

 因子 , 并生成模拟退火接受阈值

rn = e−v +
(
e−

1
v − e−v

)
rand(1)

5) 根据模拟退火接受准则更新迭代解:

x̂n+1(k) =

{
x̂n(k) + δx̂n(k), Pn ≥ rn

x̂n(k), Pn < rn

Pn≥rn
∥∥[δx̂n(k)]1:3

∥∥≤ζ1 x̂(k)← x̂n+1(k)

x̂(k);

6) 若  且 , 令 ,

 停止迭代并返回 

µn+17) 更新阻尼尺度参数 :

µn+1 =


c0µn, min(λn, ρn) < p1

max{c1µn, m}, min(λn, ρn) > p2

µn, 其他

Tn+1 ← γTn8) 更新温度 ;

n← n+ 19) 令 ;

end while
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 2.2　基于 PDOP 与残差的双因子加权融合方法

Ωℓ

为刻画不同基站与卫星组合下参数估计的可靠

性, 本文引入位置精度因子 PDOP与伪距残差, 构
建综合不确定性指标 , 以实现加权融合.

N ≥
E

由于蜂窝伪距观测采用基于参考基站的差分形

式, 每个有效观测均由一对基站生成. 单次定位过

程中, 从  (N   2)个可用基站中选取两个基站构

成观测组合. 所有可能的基站组合数量记为 , 表
示为:

E = C2
N =

N !

(N − 2)!× 2!
(30)

Dℓ ℓ

ℓ

令  表示第  个组合对应的 PDOP取值, 第
 个组合对应的不确定性指标定义为:

Ωℓ =
√
εTℓ εℓ ×Dℓ, ℓ = 1, 2, · · · , E (31)

残差向量为:

εℓ = zℓ − gℓ(x̂ℓ) (32)

zℓ ℓ gℓ(x̂)式中,   为组合  对应的观测向量;   表示相应

的非线性观测函数. 不同组合下参数估计值的权重

由不确定性指标的平方倒数进行归一化得到:

wℓ =

1

Ω2
ℓ

E∑
ℓ′=1

1

Ω2
ℓ′

(33)

加权融合位置估计为:

x̂w =

E∑
ℓ=1

wℓx̂ℓ (34)

考虑融合定位结果在时间维度上仍存在一定随

机波动, 而真实目标的运动轨迹通常具有连续性与

平滑性. 受文献 [33]中遗忘因子思想的启发, 本文

将历史时刻状态估计值引入当前时刻的位置估计过

程, 构建如下指数加权平滑模型:

x̂(k) = dx̂(k − 1) + (1− d)x̂w(k) (35)

d其中,   为遗忘因子, 用于调节历史信息与当前估计

之间的权重分配.
然而, 传统遗忘因子随迭代次数增加衰减速度

较快, 历史信息对当前估计的约束能力逐渐减弱,
不利于长时间运行条件下的轨迹平滑. 为此, 本文

采用分数阶时间调节项对遗忘因子加以改进.

d =
1− b

1− b(k+1)α
(36)

0 < b < 1 α ∈ (0, 1)

b α

其中,   为指数衰减基数;   为分数

阶参数. 本文设定  的值为 0.99,   为 0.7.

 3　仿真与实测结果分析

以上对所提融合方法的关键模块进行了详细阐

述, 接下来将对该方法进行实验验证与评估. 首先,
介绍实验平台与设备配置及测试场景等实验设置;
其次, 与现有融合定位方法进行整体性能对比, 以
验证所提方法的有效性; 再次, 在统一的加权融合

机制下, 对比不同迭代优化算法的定位性能, 验证

所提 SA-LM算法在不同测距噪声水平下的求解稳

定性; 然后, 对加权融合模块的关键组件进行消融

分析, 分别量化双因子加权机制与指数状态平滑策

略对定位性能的贡献; 最后, 进一步开展核心模块

耦合消融实验, 量化各模块单独提升、协同提升

幅度.

 3.1　实验设置

 3.1.1　实验平台和设备

为全面评估所提方法在不同观测条件下的定位

性能, 本文搭建了 GNSS与蜂窝机会信号采集平台.
实验平台如图 3所示, 由硬件采集平台与软件解析

系统两部分组成. 硬件采集平台主要包括北云 X1
设备与 USRP X310 软件定义无线电 (software
defined radio, SDR). 北云 X1用于 GNSS信号接

收与解析, 并输出实时动态差分 (real-time kin-
ematic, RTK)定位数据, 用作实验参考轨迹; USRP
X310 负责蜂窝下行信号的射频采集与基带处理,
配备两副 BY500全向天线, 分别接收 1 835.6 MHz
与 2 140.0 MHz两个频段的蜂窝机会信号. 上述两

个频段均采用频分双工 (frequency division du-
plex, FDD)模式, 上下行链路占用独立频率, 可保

证下行参考信号持续可用于伪距测量. 此外, 系统

集成 GPS驯服振荡器 (GPS-disciplined oscillator,
GPSDO), 为 GNSS与蜂窝机会信号处理提供了统

一的高精度时钟基准, 确保了两类观测量的时间同

步精度. 软件解析系统运行于联想拯救者 Y9000P

 

USRP X310 GNSS 天线

北云 X1 GNSS 天线

联想拯救者 Y9000P IAH7H

北云 X1

移动电源

USRP X310 

FieldFox N9918A 频谱仪

频谱仪定向天线 

图 3    GNSS与蜂窝机会信号融合定位实验平台

Fig. 3    GNSS and cellular signals of opportunity fusion
positioning experimental platform

x 期 姚志强等: 基于 SA-LM优化的 GNSS/蜂窝机会信号融合定位方法 7



IAH7H笔记本电脑平台, 并基于 C++ 与 MAT-
LAB联合开发. GNSS处理模块实现卫星钟差补偿、

对流层延迟与电离层延迟改正等预处理功能; 蜂窝

机会信号处理模块实现基站钟差建模与补偿, 并完

成伪距观测量的提取. 需要指出的是, 所提方法与

具体卫星系统无关. 本文选取北斗卫星信号与蜂窝

机会信号开展融合定位实验验证, 所得结论同样适

用于其他卫星导航系统.

 3.1.2　测试场景

A B

C/N0

外场测试在两类典型场景下开展, 测试轨迹与

实验环境如图 4所示, 图 4中倒三角标注蜂窝基站

的位置. 测试区域周围存在建筑物、树木及地形起

伏等因素, 实验环境兼具视距与非视距传播条件,
基站信息详见表 1. 场景 1为湘潭大学第二田径场

(开阔环境), 实验平台沿点  至点  逆时针运动,
实时采集北斗卫星信号和蜂窝机会信号, 采样频率

均为 1 Hz. 该场景卫星信号稳定且质量较高, 可提

供可靠的参考轨迹, 因此本文通过离线筛选卫星构

造不同观测几何, 对算法性能进行受控评估. 蜂窝

辅助观测源选用物理小区标识 (physical cell iden-
tity, PCI)分别为 135、33和 447的三个小区信号.
由于 PCI为 236的小区信号较弱, 且测量过程中频

繁出现观测缺失, 因此未纳入实验. 为分析卫星观

测几何对融合定位性能的影响, 构造两种典型卫星

构型. E1为方位分散型卫星构型, 其方位角跨度大、

空间分布相对分散, 观测几何条件相对较好, 如
图 5(a). 其中, C3存在间歇性失锁, 实际参与定位

卫星数为 2 ~ 3颗; E2为方位受限型卫星构型, 为
模拟城市峡谷环境下的卫星遮挡, 仅保留仰角大于

30°、  大于 35 dB-Hz, 且方位角位于 90° ~
150° 与 270° ~ 330° 两个扇形区域内的卫星, 最终

可用卫星集合为 C1、C7、C26、C40和 C59, 如图 5(b)
所示.

C D

场景 2选取湘潭大学博学路 (林荫道环境)路
段, 实验平台沿  至  点行进, 实时采集北斗卫星

观测数据. 该路段两侧树木密集, 且一侧临近高楼,
可用卫星数仅为 2 ~ 3颗, 信号质量显著下降. 由于

该场景下无法采集真实的蜂窝测距观测数据, 因此

[µ, σ]

蜂窝测距数据采用半仿真方式生成. 以基站 33、
135和 236的位置坐标和 RTK参考轨迹的估计坐

标为基础, 通过几何解算获得基站至待测点的理论

测距值, 并叠加高斯噪声  模拟实际测距误差.
据此共设置三组噪声参数, 对应实验 E3、E4、E5,
由存在系统偏差的低噪声逐步过渡至中等噪声. 每
组实验独立重复 100次, 并取均值作为最终评估结

果. 上述两类测试场景及其观测配置汇总见表 2.

 3.1.3　算法参数设置与评价指标

µ0 = 10−3 Nmax = 1 000

ζ1 = 10−5

ϵ = 10−5

c0 = 5.00 c1 = 0.01 p0 =

0.20 p1 = 0.60 p2 = 0.85

T0 = 103 v = 200 γ = 0.8

基于 IEKF 与高斯−牛顿方法的等价性原理,
将滤波更新过程等价为非线性最小二乘问题, 并采

用 SA-LM算法进行迭代求解. 后续所有实验的 SA-
LM参数均统一配置如下: 在迭代求解方面, 初始步

长设为  , 最大迭代次数为  ;
当位置估计增量小于阈值  或梯度向量范

数小于阈值  时迭代终止. 在步长自适应调

整方面, 相关参数设置为 、 、

、 、 , 用于根据每步迭代的下

降效果动态调整信赖域步长. 在模拟退火机制方面,
初始温度设为 ,  , 冷却率为 ,
以增强算法跳出局部极值的能力.

k

x̂(k) = (x̂(k),

ŷ(k), ẑ(k))T x(k) = (x(k), y(k), z(k))T K

为定量评估定位性能, 采用均方根误差 (root
mean square error, RMSE) 作为评价指标. 设第 

时刻的估计位置与真实位置分别为  

 和  ,  其中  

 

PCI = 135

PCI = 447

运动轨迹 A
B

PCI = 236

PCI = 33

C

D

 

图 4    外场实验测试场景

Fig. 4    Field experimental test scenario

 

表 1    蜂窝基站信息

Table 1    Cellular base station information

小区标识 频段 (MHz) 双工模式 坐标 (经度, 纬度, 高度) 位置

135 1 835.6 FDD (112.854 8, 27.889 2, 116.3) 法学院

33 2 140.0 FDD (112.856 1, 27.891 1, 134.6) 第三教学楼

447 1 835.6 FDD (112.860 6, 27.884 8, 85.1) 琴湖宿舍

236 2 140.0 FDD (112.857 0, 27.885 8, 84.0) 南山阶梯教室
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erms表示总时间步数, 令  表示 RMSE的取值, 则有:

erms =

√√√√ 1

K

K∑
k=1

∥x̂(k)− x(k)∥2 (37)

RMSE3D RMSEH RMSEV

在此基础上, 本文采用三维、水平与高程方向均方

根误差 ( 、 、 ) 作为定量评

价指标, 分别反映融合定位方法的整体定位精度、

水平面定位精度与高程估计精度.

 3.2　定位方法整体性能对比

本节在开阔与林荫道两类场景下, 将所提方法

与五种基准定位方法[15, 17, 20, 27−30] 进行性能对比, 以
验证所提方法的整体有效性.

2.43× 104

60◦

由前述卫星可见性及观测几何分析可知, 组合

E1在部分历元存在可见卫星数量减少的情况, 几
何约束能力明显减弱. 其 PDOP值高达 51.80, 法
方程条件数达到 , 表明定位模型具有较

强的病态性. 同时, 可见卫星高度角主要集中于 

附近, 高程方向的几何约束相对较弱, 因而整体观

测几何条件发生明显退化. 在此基础上, 表 3给出

了两种卫星/蜂窝基站退化构型下各方法融合定位

RMSE3D RMSEV

RMSE的结果. 对于组合 E1, WLS方法出现明显

发散, 表明传统最小二乘法对观测几何退化较为敏

感. SA-LM 的   与   分别为 7.59 m
和 6.06 m, 相较于对比方法中最优的 DDIE, 误差

分别降低约 35.4% 和 45.6%.

RMSEV

相比之下, 组合 E2的观测几何条件有所改善,
其 PDOP降至 12.04, 法方程条件数降低至 984.84.
从表 3可以看出, LM、WLS、SDHA和MOPSO等

方法的  均较 E1明显减小, 说明观测几何改

善能够在一定程度上缓解模型病态性及误差放大问

题. 然而, DDIE和 SA-LM在 E2下的高程误差较

E1略有增加, 表明递推融合方法的定位性能并非

仅由观测几何决定, 还受具体观测误差及滤波递推

过程的共同影响. 尽管如此, SA-LM在 E1和 E2下
均取得了最低的三维定位误差. 此外, 图 6给出了 SA-
LM与 DDIE的定位轨迹. 图 6(a) E1中, 两种方法

的估计轨迹总体均与参考轨迹较为吻合; E2中, 水
平方向的几何约束相对减弱, 两种方法的轨迹偏差

均有所增大, 但 SA-LM的轨迹偏离程度相对较小,
表明其加权融合机制能够在不利几何条件下对定位

误差起到一定抑制作用.

[µ, σ] =

[5, 5] RMSE3D RMSEV

RMSEH

[µ, σ] =

表 4汇总了各定位方法在不同高斯噪声条件

下的定位 RMSE结果. 在低噪声条件 E3 (
) 下, DDIE 方法的   和   分别

为 8.82 m和 6.21 m, 低于 SA-LM方法的 15.04 m
和 14.64 m. 然而, SA-LM 方法的  为 3.44 m,
低于 DDIE方法的 6.25 m, 表现出更好的水平定位

精度. 随着蜂窝测距噪声及系统偏差增大, 各方法

的鲁棒性差异逐渐显现. 中等噪声条件 E4 (
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(a) 方位分散型卫星构型
(a) Azimuth-dispersed
satellite configuration
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(b) 方位受限型卫星构型
(b) Azimuth-constrained
satellite configuration 

图 5    两种典型北斗卫星构型的天空图

Fig. 5    Skyplots of two representative BeiDou satellite
configurations

 

表 2    测试场景与观测配置

Table 2    Test scenarios and observation configurations

场景 数据来源 配置项 参数取值

场景 1
开阔环境

北斗/
蜂窝实测

PCI 135, 33, 447

E1卫星集合 C3, C35, C40

E2卫星集合 C1, C7, C26, C40, C59

场景 2
林荫道环境

北斗实测/
蜂窝半仿真

可用卫星数 2 ~ 3颗

E3蜂窝测距噪声 [µ, σ]=[5, 5] m

E4蜂窝测距噪声 [µ, σ]=[10, 8] m

E5蜂窝测距噪声 [µ, σ]=[20, 10] m

重复次数 100次

 

表 3    两种北斗卫星/蜂窝基站退化构型下融合定位

RMSE比较 (m)
Table 3    RMSE comparison of fusion positioning under
two degraded configurations of BeiDou satellites and

cellular base stations (m)

卫星基站组合 方法 RMSE3D RMSEH RMSEV

E1

LM[27] 74.79 12.35 73.76

WLS[17] 150 670 417.40 14 149 889.48 140 901 624.70

SDHA[15] 55.75   9.72 54.90

MOPSO[20] 75.04 12.53 73.98

DDIE[30] 11.75   3.77 11.13

SA-LM   7.59  4.57  6.06

E2

LM[27] 37.54 17.73 33.11

WLS[17] 34.80 16.23 30.81

SDHA[15] 23.85 10.44 21.46

MOPSO[20] 37.54 17.72 33.12

DDIE[30] 17.17   9.12 14.57

SA-LM 10.32   7.40   7.21
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[10, 8] RMSE3D

RMSE3D

[µ, σ] = [20, 10] RMSE3D

RMSEH RMSEV

RMSE3D

RMSEV

) 下, DDIE的  急剧升至 20.34 m,
表明其对测距噪声与偏置较为敏感, 在信赖域收缩

时难以有效处理带偏差的观测量. LM与 SDHA的

三维误差亦明显增大, MOPSO受种群随机性影响

误差波动显著. 相比之下, SA-LM的  仅升

至 15.14 m, 误差增幅最小, 鲁棒优势开始凸显. 高噪

声条件E5 ( ) 下, SA-LM的 、

、  分别为 15.21 m、5.18 m和 14.29 m,
性能保持稳定; DDIE 的   增至 39.38 m,

 达到 35.86 m; LM和 SDHA的定位误差进

一步增大, MOPSO的性能波动也更加明显. WLS
在三种噪声条件下均受法方程病态影响而无法收

敛. 综合来看, 所提方法在噪声与偏差逐步增大的

过程中始终保持最低的误差增幅, 这一特性源于加

权机制与优化算法在抗偏差与抗局部最优两个层面

的协同作用, 在复杂测距误差环境下具有明显优势.
图 7给出了三种噪声条件下 SA-LM与DDIE、SDHA
的定位轨迹对比.

 3.3　SA-LM 优化算法性能分析

为验证所提 SA-LM优化算法在 GNSS/蜂窝

机会信号融合定位中的性能优势, 本节在开阔环境

真实采集数据与林荫道半仿真数据上分别开展对比

实验. 所有对比方法均统一采用双因子动态加权机

制与指数加权状态平滑策略, 以排除加权机制差异

对实验结果的干扰, 仅以迭代优化算法作为对比变

量. 具体而言, 在相同 IEKF定位框架下, 分别引入

LM、BFGS和 DDIE三种迭代优化算法, 并记为

LM-IEKF、BFGS-IEKF 和 DDIE-IEKF. 其中,
BFGS是一种典型的拟牛顿法; 本文则将所提 SA-
LM用于 IEKF的迭代求解.

RMSE3D

RMSEV

RMSE3D

表 5给出了不同迭代优化算法在开阔环境 E1、
E2组合下的定位精度对比结果. 在 E1卫星/基站

组合下, BFGS-IEKF 的   高达 41.72 m,
 达 40.82 m. BFGS-IEKF中的 BFGS依赖

秩二更新对 Hessian矩阵进行迭代近似, 当观测几

何退化、法方程矩阵条件数较大时, 梯度信息可靠

性下降, 曲率估计误差逐步放大, 导致搜索方向失

真. LM-IEKF与 DDIE-IEKF在 E1下的 

分别为 8.32 m与 7.90 m, DDIE-IEKF略优于 LM-
IEKF. DDIE在观测几何条件较好时能够更充分地

利用信赖域内曲率信息, 步长选择更为灵活, 在低
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图 6    开阔环境下 SA-LM与 DDIE的定位轨迹对比

Fig. 6    Positioning trajectory comparison between SA-LM and DDIE in the open-sky environment

 

表 4    不同蜂窝测距噪声条件下融合定位 RMSE比较 (北斗实测数据/蜂窝半仿真数据) (m)
Table 4    RMSE comparison of fusion positioning under different cellular ranging noise conditions (field test BeiDou

data/semi-simulated cellular data) (m)

方法
E3 E4 E5

RMSE3D RMSEH RMSEV RMSE3D RMSEH RMSEV RMSE3D RMSEH RMSEV

LM[27] 43.74 10.96 42.34 53.56 15.73 51.20 71.04 21.52 67.71

WLS[17]   —   —   —   —   —   —   —   —   —

SDHA[15] 24.40 4.64 23.96 29.97 7.86 28.92 43.71 12.37 41.93

MOPSO[20] 3 350.98 1 055.43 3 179.98 4 538.81 1 474.40 4 292.84 4 643.85 1 513.76 4 390.03

DDIE[30] 8.82 6.25 6.21 20.34 10.60 17.36 39.38 16.26 35.86

SA-LM 15.04 3.44 14.64 15.14 4.45 14.47 15.21 5.18 14.29
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RMSE3D

RMSE3D

RMSE3D

RMSE3D RMSEH RMSEV

噪声、高冗余观测条件下具有一定精度优势. 然而,
在 E2 卫星/基站组合下 ,  LM-IEKF 与 DDIE-
IEKF 的   分别为 10.49 m 与 10.50 m,
DDIE的几何适应优势基本消失. 在 E1下, SA-LM
的  为 7.59 m, 相较DDIE-IEKF与 LM-IEKF
分别降低了 3.9% 与 8.8%; 在 E2 下, SA-LM 的

 为 10.32 m. 总体而言, 所提算法 SA-LM
在 E1、E2下 、 、  均达到最

优或与最优基准算法持平的水平, 尤其在 E2场景

下, 虽提升幅度有限, 但仍保持稳定领先, 验证了其

在几何构型退化场景下的稳健性.

RMSE3D

林荫道环境下的实验结果如表 6所示. BFGS-
IEKF在三组条件下定位精度均严重下降, 
分别达 33.75 m、39.98 m和 38.61 m, 且随噪声增

大呈非单调波动, 进一步验证了拟牛顿法在观测几

何退化下数值稳定性不足, 估计结果对噪声扰动较

为敏感. LM-IEKF与 DDIE-IEKF在三组噪声条

件下的定位精度高度接近, 与开阔环境下 DDIE-
IEKF略优于 LM-IEKF的结论有所不同, 在蜂窝

观测的半仿真实验中 ,  随机噪声的引入削弱了

DDIE 步长自适应调节所带来的性能优势, 因此

LM-IEKF与 DDIE-IEKF表现出较为接近的定位

精度.

O(DrD
2
x +D3

x)

JTJ

此外, 为评估各算法的计算效率, 本文统计了

单次迭代复杂度、平均迭代次数与平均单历元定位

耗时, 结果如表 7所示. SA-LM与 LM、DDIE具有

相同阶的单次迭代复杂度 , 其主导

计算开销均来源于正规方程系数矩阵  的构造

及相应线性方程组的求解. SA-LM引入的概率接受

判定仅涉及少量标量运算, 因此不会改变单次迭代
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图 7    林荫道环境下不同蜂窝测距噪声条件的定位轨迹对比 (北斗实测数据/蜂窝半仿真数据)

Fig. 7    Positioning trajectory comparison under different cellular ranging noise conditions in the tree-lined road
environment (field test BeiDou data/semi-simulated cellular data)

 

表 5    开阔环境下不同迭代优化算法的定位精度对比 (m)
Table 5    Positioning accuracy comparison of different iterative optimization algorithms in the open-sky environment (m)

算法
E1 E2

RMSE3D RMSEH RMSEV RMSE3D RMSEH RMSEV

LM-IEKF 8.32 4.57 6.97 10.49 7.42 7.45

BFGS-IEKF 41.72 8.60 40.82 70.76 23.38 68.93

DDIE-IEKF 7.90 4.59 6.43 10.50 7.40 7.48

SA-LM 7.59 4.57 6.06 10.32 7.40 7.21

 

表 6    林荫道环境下不同迭代优化算法的定位精度对比 (北斗实测数据/蜂窝半仿真数据) (m)
Table 6    Positioning accuracy comparison of different iterative optimization algorithms in the tree-lined road

environment (field test BeiDou data/semi-simulated cellular data) (m)

算法
E3 E4 E5

RMSE3D RMSEH RMSEV RMSE3D RMSEH RMSEV RMSE3D RMSEH RMSEV

LM-IEKF 15.49 3.47 15.09 15.61 4.58 14.91 15.67 5.37 14.71

BFGS-IEKF 33.75 7.15 32.83 39.98 9.26 38.78 38.61 9.21 37.35

DDIE-IEKF 15.50 3.47 15.10 15.61 4.58 14.92 15.68 5.38 14.71

SA-LM 15.04 3.46 14.64 15.14 4.45 14.47 15.21 5.18 14.29

x 期 姚志强等: 基于 SA-LM优化的 GNSS/蜂窝机会信号融合定位方法 11



的主导复杂度阶数. BFGS虽具有较低的单次迭代

渐近复杂度, 但其迭代过程中通常需要执行线搜索,
并进行多次附加目标函数评价, 因此实际计算开销

相对较大. 在收敛效率方面, SA-LM的平均迭代次

数为 3.53次, 略低于 DDIE的 3.73次, 并较 LM
和 BFGS分别减少约 29.1% 和 80.7%. 结合平均单

历元定位耗时可以看出, 所提 SA-LM在不增加单

次迭代主导复杂度阶数的情况下, 能够兼顾迭代稳

定性与计算效率, 具有较好的工程应用潜力.

 3.4　加权融合模块消融实验

为验证双因子动态加权与指数加权状态平滑机

制的有效性, 本节在固定采用 SA-LM状态迭代求

解的条件下设计累加式消融实验, 依次引入 PDOP
加权、伪距残差加权和指数加权状态平滑机制, 以
量化加权融合模块内部各组件的边际贡献. 四种消

融配置如表 8所示, 其中基线方法保留传统 IEKF
的预测−更新结构, 采用等权融合; 双因子加权 + 平
滑配置为本文所提完整方法.

消融实验选取 E1、E2与 E5作为代表, E3与
E4的变化规律与 E5基本一致, 因此不再单独列出.
实验结果如图 8所示, 图 8中括号内的百分数表示

各配置相对于基线的误差变化率, 其中负值表示误

差降低, 正值表示误差上升.

RMSE3D RMSEH RMSEV

引入基于 PDOP的加权机制能够有效提升定

位精度, 但其改善幅度与观测几何构型密切相关.

在高程几何退化的 E1中, 相比基线, PDOP加权

使 、 、  分别降低约 55.8%、

RMSE3D

RMSEH

RMSEV

43.1% 和 57.2%, 这说明 E1场景中各分组 PDOP
值差异更为明显, 权重区分度较高, 因此 PDOP加

权能够有效抑制几何质量较差分组对融合结果的影

响. 然而在水平几何约束不足的 E2中, 上述改善幅

度分别降低至 21.5%、26.3% 和 18.5%; 在噪声最强

的林荫道场景 E5 中, PDOP 加权对   与

 仍有一定改善, 分别降低 11.5% 和 44.1%,
但  反而上升约 1.0%. 由此可见, 在观测几何

退化与测距噪声共同作用的场景下, 仅依赖 PDOP
难以同时反映不同子组合的几何质量与观测可靠

性, 因此有必要进一步引入伪距残差信息.

RMSE3D RMSEH RMSEV

RMSE3D RMSEH RMSEV

RMSE3D

RMSE3D RMSEV

RMSE3D RMSEH

RMSEV

在 PDOP加权基础上引入伪距残差, 定位性能进

一步得到提升. 为分析双因子加权相对于单一 PDOP
加权的边际贡献, 计算两者相对误差降低幅度. 在
E1 中, 双因子加权使  、 、

相对于 PDOP加权分别降低约 51.5%、27.3% 和
56.9%; 在 E2中,  、 、  进一

步降低, 降幅分别为 47.5%、37.5% 和 53.7%, 可见

伪距残差信息的引入能够在几何退化条件下进一步

识别观测质量差异, 并减弱低可靠观测对融合结果

的影响 ;  在噪声最强的 E5 中 ,  双因子加权相对

PDOP加权的降幅分别收窄至 7.1%、14.2%、5.9%,
这反映出当观测噪声整体偏大时, 双因子加权的边

际增益相应减弱. 相比基线, 双因子加权在 E1和
E2中的  分别降低约 78.5% 和 58.8%, 在
E5中降低约 17.7%, 印证了联合 PDOP与伪距残

差进行加权的有效性. 双因子加权基础上叠加状态

平滑后, 除个别指标基本持平外, 其余 RMSE指标

均有小幅改善. 这一结果符合预期, 指数平滑的核

心作用并非显著降低各历元的定位误差, 而是利用

相邻时刻状态之间的连续性减小估计结果的瞬时波

动. 综合来看, 完整方法相对基线的累计降幅在 E1、
E2中  与  均达到 60.0% 以上, 最高

超过 80.0%; 在林荫道场景 E5中,  、 、

 也均实现了不同程度的稳定改善. 上述分

析表明, 所提双因子动态加权与状态平滑机制能有

效改善融合定位性能.
此外, 为进一步验证所提加权策略的有效性,

本节对融合结果与各子组合定位结果进行逐历元分

析. 以卫星/三基站组合为例, 每个历元可由不同基

站子组合得到三组初步定位结果, 表 9统计了融合

误差分别优于至少一组、至少两组及全部三组子组

合结果的历元占比, 其中“< 1 Sub”、“< 2 Subs”和
“< 3 Subs”依次对应上述三种情形.

三组实验中, 所提方法在全部历元内均优于至

少一组子组合解, 表明加权融合策略在所测试场景

 

表 7    不同迭代优化算法的计算效率比较

Table 7    Computational efficiency comparison of
different iterative optimization algorithms

算法 单次迭代复杂度 平均迭代次数 平均单历元定位耗时 (s)

LM O(DrD
2
x + D3

x) 4.98 0.016 4

BFGS O(DrDx + D2
x) 18.27 0.018 3

DDIE O(DrD
2
x + D3

x) 3.73 0.002 1

SA-LM O(DrD
2
x + D3

x) 3.53 0.001 8

注: Dx和 Dr分别表示状态向量维数和残差向量维数.

 

表 8    加权融合模块消融实验配置

Table 8    Settings for ablation experiments on
the weighted fusion module

配置 PDOP加权 伪距残差加权 状态平滑

基线 × × ×

PDOP加权 √ × ×

双因子加权 √ √ ×

双因子加权 + 平滑 √ √ √
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下均不退化为最差估计. 在优于至少两组历元占比

上, E1达 93.9%, 高于水平几何退化的 E2. 原因在

于 E1场景中各子组合权重区分度更高, 使得加权

机制能够更有效地压制几何质量较差的子组合 .
E5 中优于三组的历元占比达 29.8%, 高于 E1 与
E2, 表明在观测质量整体退化的条件下, 各子组合

之间的性能差异进一步加剧, 加权融合筛选出最优

估计的能力反而更为突出, 鲁棒优势更加显著.

 3.5　核心模块耦合消融实验

为进一步量化 SA-LM优化模块与双因子加权

模块的独立贡献, 并分析二者联合使用时的耦合增

益, 本节设计核心模块耦合消融实验. 从算法整体

结构出发, 构造基线、仅 SA-LM、仅双因子加权、

SA-LM + 双因子加权以及完整方法五组对比配置,
如表 10所示. 其中, 未启用 SA-LM时组内采用高

斯−牛顿算法迭代求解; 未启用双因子加权时组间

采用等权融合; 完整方法在 SA-LM + 双因子加权

基础上进一步叠加指数加权状态平滑. 该消融实验

同样选取 E1、E2与 E5三组场景作为代表, 实验结

果如图 9所示.

RMSE3D

RMSEH RMSEV

RMSE3D RMSEH RMSEV

图 9中, E1场景下, 仅双因子加权、仅 SA-LM
相对基线均带来一定程度的误差降低. 仅 SA-LM
的  降幅为 11.0%, 而仅双因子加权的降幅

达 56.2%, 在 、  上呈现相同规律. 二
者联合后,  、 、  相较基线分

RMSE3D

RMSE3D RMSEH RMSEV

RMSE3D

RMSEH RMSEV

RMSE3D

别降低 63.7%、39.8% 与 68.3%, 明显优于任一单独

模块. E2场景中, 三种配置相对基线的降幅规律与

E1相似, 仅 SA-LM、仅双因子加权的  降

幅分别为 4.9% 与 38.3%, 联合后降幅达 46.8%. 这
表明在该场景的观测几何条件下, 双因子加权虽独

立贡献显著, 但 SA-LM对组内迭代求解稳定性的

改善能够进一步提升各分组解的可靠性, 使双因子

权重更准确地反映真实观测质量, 二者呈现出正向

协同效应. 完整方法在联合配置基础上叠加状态平

滑后,  、 、  进一步降低, 相
较基线降幅分别达 48.0%、38.4% 与 54.4%. E5场
景中, 仅 SA-LM、仅双因子加权相对基线的降幅整

体较为接近, 在  上分别为 12.7% 与 14.3%,
在  上为 12.7% 与 30.0%, 在  上为

12.8% 与 11.2%, 该指标下 SA-LM略高于双因子

加权, 二者独立贡献相对均衡. 联合后  降

幅为 19.4%, 明显低于两者之和 (12.7% + 14.3% =
27.0%), 这说明在该场景下, 两模块对误差的抑制

作用存在较大重叠, 使得联合使用所带来的额外性

能增益相对有限. 尽管如此, 联合配置及完整方法

仍在三项指标上取得全场景最优结果, 完整方法进

一步将三项误差降至 14.57 m、4.99 m、13.68 m, 表
明状态平滑机制对抑制历元间估计波动仍具有稳定

贡献.
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图 8    加权融合模块消融实验定位误差对比

Fig. 8    Positioning error comparison of ablation experiments on the weighted fusion module

 

表 9    所提方法优于各子组合的历元比例 (%)
Table 9    Epoch ratio of the proposed method

outperforming sub-combinations (%)

实验 < 1 Sub < 2 Subs < 3 Subs

E1 100.0 93.9 20.6

E2 100.0 85.6 14.4

E5 100.0 88.3 29.8

 

表 10    核心模块耦合消融实验配置

Table 10    Settings for ablation experiments on
core-module coupling

配置 SA-LM优化 双因子加权 状态平滑

基线 × × ×

仅 SA-LM √ × ×

仅双因子加权 × √ ×

SA-LM + 双因子加权 √ √ ×

完整方法 √ √ √

x 期 姚志强等: 基于 SA-LM优化的 GNSS/蜂窝机会信号融合定位方法 13



综合来看, 双因子加权模块的独立贡献在多数

场景与指标上大于 SA-LM模块, 是优化组间融合

权重、抑制观测几何退化影响的主要来源. SA-LM
模块虽独立贡献相对有限, 但通过提升组内迭代求

解的稳定性, 为双因子加权提供了更可靠的组内解.
二者耦合在三个场景中均显著优于任一单独模块,
验证了 SA-LM优化模块与双因子加权模块之间存

在稳定且有益的协同关系.

 4　结束语

本文针对退化环境下卫星/蜂窝机会信号融合

定位中存在的观测质量差异大、观测几何退化导致

非线性优化易陷入局部极值以及滤波收敛不稳定等

问题, 提出了一种基于模拟退火 Levenberg-Marq-
uardt优化的定位方法. 在优化求解层面, 通过将模

拟退火机制引入 Levenberg-Marquardt迭代优化

过程, 增强算法跳出部分不利局部区域的能力, 从
而在一定程度上提升复杂场景下的收敛稳健性. 在
信息融合层面, 设计了基于 PDOP与伪距残差的双

因子动态加权方法, 使融合过程能够同时刻画观测

几何质量与测量一致性, 进一步提高了信息融合的

鲁棒性. 此外, 引入指数加权状态平滑, 有效抑制了

历元间状态估计的随机波动. 在工程验证层面, 搭
建了可同时支持卫星信号与蜂窝机会信号采集与处

理的实验平台, 证明了其工程可行性. 所提方法为

受限环境下的多源融合定位提供了一种有效解决方

案, 并具有一定的扩展性, 可推广至其他基于测距

的机会信号融合定位场景, 对无人系统自主导航、

城市车辆精确定位等应用具有一定的参考价值.

 附录 A　SA-LM 算法收敛性分析

本附录对正文算法 1所示 SA-LM算法的收敛

性质进行理论分析. 记非线性最小二乘目标函数为

F (x) =
1

2
∥f(x)∥2 , ∇F (x) = JT(x)f(x) (A1)

为便于后续分析, 给出如下基本假设.
D ⊂ RDx

xn ∈ D
x+
n ∈ D D = diam(D) D

假设 A1 (有界性). 存在紧集 , 使算法

产生的所有迭代点及候选点均满足   且

. 其中,   表示集合   的直径.
D Ω

f Ω J Ω

LJ > 0 x

y ∈ Ω ∥J(x)− J(y)∥ ≤ LJ∥x− y∥ D
f J κ > 0

Mf > 0 x ∈ D ∥J(x)∥ ≤ κ

∥f(x)∥ ≤Mf x ∈ D ∥∇F (x)∥
≤ κMf G = κMf

假设 A2 (光滑性). 存在包含  的开凸集 , 使
得  在  上连续可微, 且其雅可比矩阵  在  上

Lipschitz连续, 即存在常数 , 使得对任意 、

,  均有  .  由   的

紧致性以及   和   的连续性 , 存在常数   和

,  使得对任意  ,  均有   和

. 因此, 对任意 , 均有 

, 记 .
{Tn}

Tn = T0γ
n T0 > 0 0 < γ < 1 n = 0, 1, 2, · · ·∑∞

n=0 Tn = T0/(1− γ) <∞

假设 A3 (降温规则 ) .  温度序列   满足

, 其中 ,  ,  ,
故 .

An = JT
nJn + λnI λn > 0 δn

Anδn = −∇Fn ∥Jn∥ ≤ κ ∥∇Fn∥ ≤ G

xn x+
n ∈ D x+

n = xn + δn diam(D) ≤ D

Predn := −∇FT
n δn − 1

2δ
T
nJ

T
nJnδn

引理 A1 (LM 模型预测下降量的正性及上下

界) 设  , 其中  , LM 步  

满足  . 若  ,  , 且
、 , 其中 ,  , 则

预测下降量  满足

∥∇Fn∥2

2(κ2 + λn)
≤ Predn ≤ Pmax :=

1

2
κ2D2 +GD

(A2)

Pmax n

Predn > 0

其中   是与迭代次数   无关的常数 .  特别地 ,
.

λn > 0 An ≻ 0 An

Anδn = −∇Fn δTn ∇FT
n δn = −δTnAnδn

Predn Predn ≥ 0

证明. 由于 , 有 , 因而  可逆.
由   左乘   得  ,
代入  定义, 得 .

JT
nJn ⪯ An Predn ≥ 1

2δ
T
nAnδn =

1
2 ∇F

T
n A−1

n ∇Fn ≥ ∥∇Fn∥2/(2λmax(An)) ≥ ∥∇Fn∥2

(2(κ2 + λn)) λmax(An)≤∥Jn∥2 + λn ≤ κ2 + λn

下界 :  由   得  

 /

, 其中 .
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图 9    核心模块耦合消融实验定位误差对比

Fig. 9    Positioning error comparison of ablation experiments on core-module coupling
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Anδn = −∇Fn δTn
∥∇Fn∥ ≤ G λn∥δn∥2 ≤ −∇FT

n δn ≤
G∥δn∥ ∥δn∥ = ∥x+

n − xn∥ ≤ D xn x+
n ∈ D

λn∥δn∥2 ≤ GD ∥Jn∥ ≤ κ 1
2δ

T
nJ

T
nJnδn ≤

1
2κ

2D2 Predn ≤ Pmax n

上界: 由  左乘  并结合Cauchy-
Schwarz 及  , 得  

; 再由  ( 、 )
得 , 并由  得 

. 两式相加即得  , 且该界与  

无关.  □

p0 > 0 Tn > 0 Tn → 0 Predn > 0

ρn = Aredn/Predn, Pn = exp(−(p0 −
ρn)/Tn) Aredn = F (xn)− F (x+

n ) rn ≤ Pn

n rn ∼ U(e−v, e−1/v)

v > 1

引理 A2 (模拟退火接受机制的渐进确定性界).
设  ,   且  . 对满足   的

候选步, 定义  

, 其中 . 按 

接受第   个候选步, 其中   为独

立随机阈值,  .
n1) 若第  个候选步被接受, 则

ρn ≥ p0 − vTn (A3)

NT ∈ N n ≥ NT

Aredn > 0 F (xn+1) ≤
F (xn) F (x) ≥ 0 F∞ ≥ 0

2) 存在 , 使得对任意 , 被接受

的非零候选步均满足  , 从而  

. 又因 , 故存在常数 , 使得

lim
n→∞

F (xn) = F∞ (A4)

ρn ≥ p0 Pn ≥ 1 > rn

ρn < p0

Pn ≥ rn exp (−(p0 − ρn)/Tn) ≥ rn v > 1,

rn ≥ e−v p0 − ρn ≤ −Tn ln rn ≤ vTn

ρn ≥ p0 − vTn,

证明. 若 , 则 , 候选步被确

定性接受 .  若候选步被接受但  ,  则必有

, 即  ; 结合  

 取对数得   ,  即
 对所有被接受步恒成立.

Tn → 0 p0/v > 0 NT ∈ N n ≥
NT vTn < p0 ρn ≥ p0 −
vTn > 0 Predn > 0 Aredn =

ρnPredn > 0 F (x+
n ) < F (xn)

xn+1 = xn F (xn+1) ≤ F (xn),

n ≥ NT {F (xn)}n≥NT
F (x) =

1
2∥f(x)∥

2 ≥ 0

F∞ = limn→∞ F (xn)

由   及  , 存在  ,  使  

 时 , 从而任意被接受步满足 

;  结合    (引理 A1 ) 得  

, 即 . 若候选步被拒绝,
则  ,  函数值不变 .  故  

,  即   单调不增 ;  又  

 下有界, 由单调有界收敛定理知极限

 存在.  □

S = {n :第 n步被接受} 1S(n)
{Tn} Tn ≤ γnT0 0 < γ < 1 T0 > 0∑∞

n=0 Tn ≤ T0/(1− γ)

引理 A3 (接受步预测下降量总和有限性). 设
,    为其示性函数 .  设

 满足     ( ,   ) ,  从而

. 若接受步满足

F (xn+1) ≤ F (xn)− (p0 − vTn)Predn1S(n) (A5)

Predn ≤ Pmax F (x) ≥ 0且 ,  , 则∑
n∈S

Predn ≤
1

p0

[
F (x0) +

vPmaxT0

1− γ

]
<∞ (A6)

n ρn ≥
p0 − vTn Aredn ≥ (p0 − vTn)Predn

证明 .  由引理 A2 ,  第   步被接受时  

, 故 , 即

F (xn+1) ≤ F (xn)− p0Predn + vTnPredn, n ∈ S

xn+1 = xn 1{n∈S}被拒绝时 . 以示性函数  统一两种

Predn ≤ Pmax n = 0

Nn

情形, 并利用   (引理 A1) 从   累

加到 , 得

F (xNn+1) ≤ F (x0)− p0
∑
n∈S
n≤Nn

Predn + vPmax

Nn∑
n=0

Tn

F (xNn+1) ≥ 0
∑Nn

n=0 Tn ≤ T0/(1− γ)由  及几何级数 ,

整理得

SNn
:=

∑
n∈S
n≤Nn

Predn ≤
1

p0

[
F (x0) +

vPmaxT0

1− γ

]

Nn Predn > 0 {SNn
}

Nn →∞
右端与   无关. 由   知   单调不减

且有界, 故收敛, 令  即得式 (A6).  □

J x LJ f(xn +

δn) = fn + Jnδn + en

∥fn∥ ≤Mf ∥Jn∥ ≤ κ ∥δn∥ ≤ D

n

引理 A4 (LM 局部模型一致性). 在假设 A2
下, 即  关于  具有 Lipschitz常数 , 设 

 为一阶 Taylor 展开及其余

项. 若 ,  ,  , 则存在与

 无关的常数

Cm =
LJ

2
(Mf + κD) +

L2
JD

2

8

使得

|Aredn − Predn| ≤ Cm∥δn∥2 (A7)

Predn ≥ λn∥δn∥2 λn > 0进一步, 若  且 , 则

|ρn − 1| ≤ Cm

λn
(A8)

J

∥en∥≤ LJ

2 ∥δn∥
2 f(xn + δn) = fn + Jnδn + en

F (xn + δn)− F (xn) ∇Fn = JT
nfn

证明. 由  的 Lipschitz连续性, Taylor余项满

足 . 将 

代入  并利用 , 得

Aredn − Predn = −(fn + Jnδn)
Ten −

1

2
∥en∥2

∥fn∥ ≤
Mf ∥Jn∥ ≤ κ ∥δn∥ ≤ D

由三角不等式、Cauchy-Schwarz不等式及 

、 、 ,

|Aredn − Predn| ≤
LJ

2
(Mf + κD)∥δn∥2 +

L2
J

8
∥δn∥4 ≤ Cm∥δn∥2

∥δn∥2 ≤ D2其中最后一步用 , 即得式 (A7).
∇Fn ̸= 0 λn > 0 Predn ≥ λn∥δn∥2 > 0当  时,   故 

(引理 A1). 结合式 (A7)即得

|ρn − 1| = |Aredn − Predn|
Predn

≤ Cm∥δn∥2

λn∥δn∥2
=

Cm

λn

□

εg > 0 Nn ∈ N ∥∇Fn∥ ≥ εg n ≥ Nn

qg = εg/(1 + εg) λ > max{p2, Cm/1− p2}

引理 A5 (梯度远离零时阻尼参数有界). 设存

在  及 , 使得  对一切 

成立. 记 ,  ,
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B = max
{
m, λ/qg

}
, Cm

p2 ∈ (0, 1) c0 > 1

m n Mµ :=

max{µN , c0B} <∞,

 其中  如引理 A4所定义,

 为接受阈值,   为阻尼参数放大因

子 ,    为其下界 .  则存在与   无关的常数  

 使得

λn ≤ µn ≤Mµ, n ≥ Nn (A9)

qg = εg/(1 + εg) > 0 s/(1 + s) s

≥ 0 ∥∇Fn∥ ≥ εg λn = µn∥∇Fn∥/
(1 + ∥∇Fn∥) ≥ qgµn n ≥ Nn

证明. 记 . 由  在 

 上单调递增及 , 得 

( ).
λ > max{p2, Cm/(1− p2)} B = max{m,

λ/qg} µn ≥ B λn ≥ qgµn ≥ λ > p2

ρn ≥ 1− Cm/λn ≥ 1− Cm/λ > p2

min{λn, ρn} > p2 µn+1 = max{c1µn,

m} µn ≥ B ≥ m 0 < c1 < 1 µn+1 ≤ µn

取 , 令 

. 若  , 则  , 且由引

理 A 4 得  ,  即
; 由更新规则  

 及 、 , 得 .
µn < B

µn+1 = c0µn < c0B µn+1 = µn <

B µn+1 = max{c1µn, m} ≤ B

µn+1 ≤ c0B

若 , 逐一验证更新规则的三个分支: 放
大分支 ; 保持分支 

;  缩小分支  .  故均有

.
Mµ = max{µN , c0B}

µn ≤Mµ n ≥ Nn 0 < ∥∇Fn∥/(1 + ∥∇Fn∥) <
1 λn ≤ µn ≤Mµ

综上, 取 , 由归纳法即得

( ); 再由 

 知 , 即式 (A9).  □

在假设 A1 ~ 假设 A3下,

lim inf
n→∞

∥∥JT
nfn

∥∥ = 0 (A10)

x∗ ∈
D
即迭代序列存在满足一阶最优性条件的聚点 

.
Nn > 0 n ≥ Nn

εg > 0 ∥∇Fn∥ ≥ εg λn ≤Mµ

证明. 采用反证法. 假设存在 , 
且 , 使 . 由引理 A5,  , 代
入引理 A1下界, 得

Predn ≥ cg :=
ε2g

2(κ2 +Mµ)
> 0

S ∩ {n ≥ Nn}
∑

n∈S Predn ≥
∑

cg

=∞ Ñn ≥ Nn

n ≥ Ñn ρn < p0

µn+1 = c0µn (c0 > 1) µn →∞

若   为无限集, 则  

, 与式 (A6)矛盾. 若为有限集, 则存在 

使  的候选步均被拒绝, 从而 , 按更

新规则 , 故 , 与式 (A9)

矛盾. 两种情形均导致矛盾, 故式 (A10)成立.
{nj} ∥JT

nj
fnj∥ −→ 0

D
xnj
→ x∗ ∈ D f J

由式 (A10), 存在子列  使 ;

又由假设 A1中  的紧致性, 可从中选取收敛子列

; 利用 、  的连续性, 有

J(x∗)Tf(x∗) = lim
j→∞

J(xnj
)Tf(xnj

) = 0

x∗即  为满足一阶最优性条件的平稳聚点.  □
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