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有向非平衡图下基于预设时间的二阶多智能体系统

广义纳什均衡搜索算法

朱亚楠 
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    陈琪瑞 

1, 2
    李 涛 
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摘    要   针对一类带有全局耦合等式约束的分布式非合作博弈问题, 提出一种适用于二阶多智能体系统的预设时间分布

式寻优算法. 研究目标是确保在强连通有向图拓扑下, 所有智能体能在预设时间内协同收敛至广义纳什均衡. 为克服通信拓

扑权重不平衡带来的系统偏差, 算法采用两阶段收敛策略: 第一阶段利用一致性机制精确估计拉普拉斯矩阵的左特征向量,
实现拓扑补偿; 第二阶段通过引入阻尼项支持二阶积分型系统的稳定性分析, 并结合拉格朗日乘子法处理全局约束, 同时利

用基于领导−跟随一致性协议的估计器重构对手的决策信息, 以实现伪梯度的分布式更新. 此外, 针对权重平衡有向图这一

特殊情形, 给出算法的简化实现形式. 在博弈映射满足强单调性假设下, 通过引入时间变换函数并构造新型李雅普诺夫函

数, 从理论上严格证明系统能够在预设时间内收敛至广义纳什均衡, 并确保收敛后的持续稳定性. 最后, 数值仿真实验验证

了算法在不同拓扑结构下的有效性与收敛精度.
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Prescribed-time Generalized Nash Equilibrium Seeking Algorithm for Second-order

Multi-agent Systems Over Unbalanced Directed Graphs
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Abstract   This paper investigates a class of distributed non-cooperative game problems with global coupling equal-
ity constraints and proposes a prescribed-time distributed seeking algorithm for second-order multi-agent systems.
The research objective is to ensure that all agents cooperatively converge to the generalized Nash equilibrium with-
in a prescribed-time under strongly connected directed graph topologies. To overcome system biases caused by
weight-unbalanced communication topologies, a two-stage convergence strategy is adopted: In the first stage, a con-
sistency mechanism is utilized to accurately estimate the left eigenvector of the Laplacian matrix for topology com-
pensation; In the second stage, a damping term is introduced to support the stability analysis of the second-order
integrator-type systems, combined with Lagrange multipliers to handle global constraints, while an estimator based
on the leader-follower consensus protocol is employed to reconstruct opponents＇ decision information for distrib-
uted pseudo-gradient updates. Furthermore, a simplified implementation of the algorithm for the special case of
weight-balanced directed graphs is provided. Under the assumption of strong monotonicity of the game mapping, by
introducing a time transformation function and constructing a novel Lyapunov function, it is theoretically and rig-
orously proved that the system can converge to the generalized Nash equilibrium within the prescribed-time and
maintain sustained stability thereafter. Finally, numerical simulation experiments verify the effectiveness and con-
vergence accuracy of the algorithm under different topological structures.
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随着网络化系统在规模、复杂度与任务耦合度

方面的不断提升, 仅依赖局部信息实现多智能体间

策略竞争与协同的分布式算法, 在智能电网[1]、智能

制造[2] 以及无人集群[3−6] 等场景中展现出巨大潜力.
其中, 非合作博弈的分布式纳什均衡搜索算法尤为

突出[7], 该算法中各智能体仅通过与邻居交换信息

独立优化自身策略, 最终收敛到所有智能体策略均

互为最优的纳什均衡. 与依赖全局信息的集中式方

法相比, 此类分布式算法不仅能够有效降低通信与

计算负担, 还具有更强的鲁棒性与容错性.
近十几年来, 围绕非合作博弈中分布式纳什均

衡搜索问题的研究已取得一系列具有代表性的成

果. 例如, 文献 [8]提出一种基于领导−跟随一致性

协议与梯度估计相结合的分布式算法, 可在局部通

信条件下保证系统指数收敛至纳什均衡. 文献 [9]
提出一种基于动态平均一致性协议的聚合博弈分布

式纳什均衡搜索算法. 文献 [10]提出一种无源性算

法, 通过在局部通信下引入拉普拉斯一致性反馈来

校正策略估计, 使得系统可收敛至纳什均衡. 同时,
针对带有约束的分布式广义纳什均衡搜索问题, 文
献 [11]提出一种基于投影的算法, 解决了凸集约束

的问题; 文献 [12]提出一种基于原始对偶的算法,
解决了不等式约束问题; 文献 [13]利用连续时间动

态系统, 解决了有向图架构内具有局部及耦合等式

约束的广义纳什均衡求解问题.
为贴合多智能体系统在现实物理环境中的动态

演化特性, 相关研究已广泛扩展至不同动力学约束

下的博弈求解问题. 例如, 针对带耦合等式约束的

欧拉−拉格朗日多智能体聚合博弈问题, 文献 [1]提
出一类基于动态平均共识机制的分布式纳什均衡搜

索算法; 文献 [14]针对一阶积分型多智能体系统,
提出一种基于双层自适应机制的完全分布式纳什均

衡搜索算法; 文献 [15]针对二阶积分型系统, 通过

引入阻尼项克服系统惯性带来的动态耦合问题, 保
证策略轨迹与物理状态演化的协调一致; 文献 [16]
针对一般线性系统模型, 分别提出基于状态反馈与

基于输出反馈的分布式纳什均衡搜索算法, 并对状

态不可测情形引入分布式观测器以解决信息不完备

问题; 文献 [17]针对带有扰动的异构多智能体系统,
提出一种基于高阶滑模微分器的精确估计方法.

尽管现有工作已能确保系统在无限时间内趋于

纳什均衡, 但工程实践对动态响应性能的高度敏感

使得研究逐渐转向有限时间收敛[18−20]. 针对有限时

间收敛技术中收敛时间受制于初始状态的缺陷, 固
定时间收敛技术[21−26] 通过提供与初始值无关的常数

上界给出解决方案. 然而, 由于其收敛时间上界仍

难以在系统运行前根据任务需求进行精确预设, 相
关研究正逐渐转向更具时限可控性的预设时间收

敛. 例如, 针对无约束的非合作博弈问题, 文献 [27]
基于领导−跟随一致性协议, 研究一阶多智能体系

统的预设时间分布式博弈问题. 文献 [28]提出一种

基于自适应机制的预设时间分布式纳什均衡搜索算

法, 通过指数参数与逼近理论处理异构高阶动态与

未知不确定性, 使各智能体在预设时间内收敛到唯

一纳什均衡并保证控制输入有界. 文献 [29]研究受

未知时变干扰影响的系统, 提出基于预设时间的分

布式自适应积分滑模纳什均衡搜索算法. 注意到,
上述工作主要适用于无向图. 针对强连通且权重平

衡的有向图, 文献 [30]基于时间生成器与事件触发

通信机制, 提出一种分布式纳什均衡搜索算法. 针
对强连通且权重不平衡的有向图, 相关研究仍处于

起步阶段. 文献 [31]针对有向图下的无约束纳什均

衡博弈问题, 提出一种基于自适应增益的预设时间

分布式搜索算法. 为克服拓扑不平衡带来的偏差,
文献 [32]构建一种预设时间估计器, 使系统先估计

拉普拉斯矩阵的左特征向量, 再利用基于点的全分

布式领导−跟随一致性协议估计邻居信息, 实现高

阶不确定非线性系统在预设时间内的纳什均衡精确

搜索. 此外, 文献 [33−34]分别解决了异构线性系统

下带有全局耦合等式约束的分布式优化问题与无约

束的分布式联盟博弈问题.
受上述分析启发, 本文针对带有全局耦合等式

约束的非合作博弈问题, 提出一种适用于二阶积分

型动力学系统的预设时间分布式纳什均衡搜索算

法. 利用一致性协议与预设时间估计器协同作用,
首先对拉普拉斯矩阵的左特征向量进行估计, 以补

偿权重不平衡引起的通信偏差; 随后, 引入阻尼项

处理二阶积分型系统, 利用拉格朗日乘子法处理全

局耦合等式约束, 并借助基于领导−跟随一致性协

议的估计器估计邻居信息, 以更新自身梯度. 在强

连通有向图下, 所设计的算法能够在预设时间内收

敛到纳什均衡, 并在预设时间之后保持收敛性. 本
文的创新点如下: 1)针对强连通且权重不平衡的有

向图, 本文提出一种新的预设时间分布式纳什均衡

搜索算法. 与现有文献只适用于无向图[27−29] 或有向

平衡图[30] 算法相比, 该算法通过先估计左特征向量,
对不平衡信息流进行补偿, 有效克服了有向图信息

流不对称的结构性限制, 使得算法在强连通且权重

不平衡的有向图下, 依然能够实现预设时间收敛.
2)现有文献 [27, 29−30]仅考虑一阶动力学系统, 难
以应用于含位置与速度双状态的实际被控对象, 本
文通过引入阻尼项将算法拓展至二阶动力学系统,
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提升了算法在实际物理系统中的适用性. 此外, 本
文考虑带有全局耦合等式约束的非合作博弈问题,
与文献 [27−32]只考虑无约束的非合作博弈问题相

比, 通过构建拉格朗日乘子更新机制, 实现在无中

心协调的情况下对全局耦合等式约束的一致满足.
同时, 解决了仅考虑全局耦合等式约束[1, 13], 却不能

在预设时间内同时处理二阶动力学系统与全局耦合

等式约束的问题. 3)通过构建新型李雅普诺夫函数

并结合时间变换函数, 本文严格证明了二阶多智能

体系统能够在预设时间内收敛至广义纳什均衡点,
并确保了预设时间结束后系统的持续稳定性与零误

差状态.
本文结构安排如下: 第 1节主要介绍网络拓扑

和问题描述; 第 2节提出预设时间下的分布式广义

纳什均衡搜索算法和收敛性分析; 第 3节通过数值

仿真实验验证理论结果; 第 4节对全文进行总结并

对未来进行展望.
R Rn n

Rn×m n×m In n

0n 0 n 1n
1 n ∥ · ∥

⊗ ln(·) e

diag{x1, x2, · · · , xn} x1, x2, · · · , xn

col(x1, x2, · · · ,
xn) x1, x2, · · · , xn ∇f(x)

f(x) min{·} max{·}
λmax(A) A

λmin(A) A ξmin

ξ

符号说明.   表示实数集,   表示  维列向量

空间,   表示  维矩阵空间.   表示  维

单位矩阵.   是一组元素为  的  维列向量,   是

一组元素为  的  维列向量.   是欧几里得范数.
 代表克罗内克积.   表示以自然常数  为底的对数

函数.   表示由 

构成的对角矩阵或对角矩阵块 .  
 表示由  构成的聚合向量. 

表示函数  的梯度.   表示求最小值, 
表示求最大值.   表示矩阵  的最大特征值,

 表示矩阵   的最小特征值.   表示左特

征向量  的最小分量.

 1　预备知识及问题描述

 1.1　预备知识

G = (V, E , A) V = {1, 2,
· · · , N} E ⊆ V × V
(j, i) A = (aij)N×N ∈ RN×N

(j, i) ∈ E i

j j i aij > 0

aij = 0 aii = 0 i j

(i, i1), (i1, i2), · · · ,
(ik, j)

G i

dini =
∑N

j=1 aij douti =
∑N

j=1 aji

LN = Din −A Din =

diag{din1 , din2 , · · · , dinN}

本节首先给出有向图论的相关基本概念与符号

说明. 有向图定义为 , 其中 

 表示节点集,   表示由有序节点对

 构成的边集 ,    表示图

的邻接矩阵. 若 , 则表示节点  能够从节

点  接收信息, 即  是  的入邻居, 此时 ; 若
不然, 则 , 此外 . 从节点  到节点  的

有向路径是若干有向边的序列: 
. 若任意两个不同节点之间均存在一条有向

路径, 则称图  为强连通图. 节点  的入度定义为

, 出度定义为  . 有向

图的拉普拉斯矩阵  ,  其中 ,  
. 若图是有向且权重平衡的,

i ∈ V douti = dini 1TNLN = 0TN则对于所有 , 均有 , 即 .

G
LN

引理 1. 假设图  是强连通的, 其拉普拉斯矩

阵  有以下性质[13, 33]:
ξ = [ξ1, ξ2, · · · ,

ξN ]T ξTLN = 0TN
∑N

i=1 ξi = 1

1) 存在一个正的左特征向量  

, 使得  且 ;

LN1N = 0N2)  ;
min1TNx = 0 x

TL̃x ≥ η2(L̃)∥x∥2 L̃ =

(ΞLN + LT
NΞ)/2 Ξ = diag{ξ1, ξ2, · · · , ξN} η2(L̃) >

0 L̃

3 )   ,  其中  

,  , 

 是  第二小的特征值;
limt→∞ e−LN t = 1NξT4)  .

N

x∗ = (x∗
i , x

∗
−i)

i xi

Ji x∗

定义 1. 考虑一个由  个智能体组成的非合作

博弈. 若策略组合  满足: 任何一个智

能体  都无法通过单方面改变自身策略  来减小

其目标函数 (代价函数)  , 则称该策略组合  为

一个纳什均衡, 即:

Ji(x
∗
i , x

∗
−i) ≤ Ji(xi, x

∗
−i), ∀xi ∈ Xi, i ∈ V

xi i Xi ⊆ Rn

i x−i = [x1, x2, · · · , xi−1, xi+1

· · · , xN ]T i

xi ∈ Xi(x−i)

其中,   表示第  个智能体的策略;   表示智

能体  的可行策略集;  ,
 表示除智能体  以外其他所有智能体的策

略聚合向量. 当各智能体的可行策略集受到其他智

能体策略的约束, 即策略空间相互耦合 ( )
时, 上述纳什均衡称为广义纳什均衡[35].

ẇ(t) = f(t, w(t))

U(t) w(0) = w0

T > 0

t = φ(τ) τ ∈ [0, +∞) φ(τ)

φ(0) = 0, φ′(0) = T limτ→∞ φ(τ)

= T limτ→∞ φ′(τ) = 0 S(τ) := U(t)

S′(τ) = φ′(τ)f(φ(τ), S(τ))

S(0) = w0 t ∈ [0, T )

limτ→∞ S(τ) = limt→T− U(t)

S′(τ) = dS(τ)
dτ φ′(τ) = dφ(τ)

dτ T− T

T

引理 2. 考虑动力学系统 , 其
解记为 , 初值为 . 给定预设收敛时间

为 , 则存在一个严格递增且连续可微的时间

变换函数  [36], 其中 . 该函数 

满足以下性质[32]:  , 
 以及 . 定义新变量 ,

则原系统可重写为  , 其
初值满足 , 且对于任意 , 通过该

时间变换均有  .  其中

,  ,   表示从   的左侧

逼近 .

 1.2　问题描述

N考虑由  个智能体组成的连续时间系统, 每个

智能体遵循如下二阶积分型动力学方程:{
ẋi = vi

v̇i = ui

(1)

vi ∈ Rn i ui ∈ Rn其中,   为智能体  对应的速度状态; 
为待设计的控制输入.

N上述  个智能体作为博弈的参与者, 通过局部

通信寻求如下分布式非合作博弈问题的最优策略

组合:
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min
xi∈Rn

Ji(xi, x−i)

s.t.
N∑
i=1

xi =

N∑
i=1

di (2)

Ji(xi, x−i) i

di ∈ Rn i

其中 ,   表示第   个智能体的目标函数 ;
 表示第   个智能体对应的给定资源参数.

(2)注 1. 问题  的全局耦合等式约束常用于表达

多智能体协同系统中的全局资源分配与供需平衡问

题. 在实际应用中, 此类约束具有广泛的物理背景,
例如在智能电网的经济调度中, 该约束代表了总负

荷需求与各发电机组出力之间的功率平衡[1]; 在无

人机集群任务中, 则可体现为有限任务资源在各节点

间的优化分配或集群总推进功率的协调限制等[3, 22].
为保证该分布式非合作博弈问题中变分广义纳

什均衡的存在性与唯一性, 引入以下假设:
G假设 1. 有向通信拓扑  是强连通的.
∇J(x) = col(∇iJi(x))

N
i=1

∇J(x) g g > 0

假设 2. 定义博弈映射 .
 是  -强单调的, 即存在  满足:

(x− y)T(∇J(x)−∇J(y)) ≥ g∥x− y∥2

∇J(x)

ℓ1 > 0

假设 3.   是全局利普希茨连续的, 即存在

 满足:

∥∇J(y)−∇J(x)∥ ≤ ℓ1∥y − x∥

x∗ (4)

x∗ = (x∗
i , x

∗
−i) (2)

λ∗ ∈ RNn x∗ λ∗

引理 3. 若假设 2 成立, 当   是变分等式  

的解, 则  是博弈问题  的一个广义

纳什均衡点, 且存在 , 使得  与  满足:
0n = ∇Ji(x

∗
i , x

∗
−i)− λ∗

i

N∑
i=1

x∗
i =

N∑
i=1

di
(3)

∀i、j λ∗
i = λ∗

j λ∗ = 1N ⊗ λ∗
c

λ∗
c

其中 ,    都满足  ,  并且  ,
 为全局拉格朗日一致性乘子.

x∗证明. 由文献 [35]可知, 若  是如下变分等式

的解:

(x− x∗)T∇J(x∗) = 0 (4)

x∗ (2)

(4)

则  是博弈问题  的一个广义纳什均衡点. 实际

上变分等式  等价于如下优化问题:

min
x

xT ∇J(x∗) s.t.
N∑
i=1

xi =

N∑
i=1

di (5)

(5)由文献 [37]可知, 问题  的最优性条件满足:

0Nn = ∇J(x∗)− λ∗,

N∑
i=1

x∗
i =

N∑
i=1

di

□

(1)

xi(t) T

(3) x∗
i

本文的研究目标是针对具有物理动力学约束的

二阶系统 , 设计分布式控制算法, 使得在强连通

有向图下, 所有智能体的策略   在预设时间  

内收敛至满足式  的广义纳什均衡点 .

 2　算法设计与稳定性分析

 2.1　有向非平衡图下基于预设时间的算法设计

(1) (3)

zi = vi/ϕ(t) ϕ(t)

i ∈ V

为实现二阶系统  对博弈均衡点  的预设

时间收敛, 本节提出如下分布式算法方案. 引入辅

助变量 , 其中  为待定义的时间变换

函数. 每个智能体  根据如下动态方程更新其

局部状态及策略:

ui = v̇i = ϕ̇(t)zi + ϕ(t)żi (6)

żi其中,   的演化机制及相关估计器的构建如下:

żi = −ϕ(t)(∇iJi(yi)− λi + k1zi)

λ̇i = −ϕ(t)

(
(wi

i)
−1(xi − di + zi) + µi +

b

N∑
j=1

aij(λi − λj)

)

µ̇i = ϕ(t) b
N∑
j=1

aij(λi − λj)

ẇi = −ϕz(t)

N∑
j=1

aij(wi − wj)

ẏij = −ϕ(t)k2

(
N∑
l=1

ail(yij − ylj) + aij(yij − xj)

)
(7)

zi ∈ Rn

λi µi ∈ Rn

yi ∈ RNn i

yij ∈ Rn yi j i

j xj wi ∈ RN

j wj
i

i ∈ V wi
i(0) = 1

j ̸= i wj
i (0) = 0 k1 k2 b ϕ(t)

ϕz(t)

其中, 辅助变量  用于镇定智能体的二阶动

力学系统;  、  协同确保系统满足全局耦合

等式约束;   表示智能体  对全体决策的估

计;   为  的第  个子向量, 表示智能体  对

智能体  的策略  的分布式估计;   为左特

征向量估计器的状态变量, 其第  个分量记为 ,

初始条件设定为: 对于所有 , 满足 ,
且当  时,  ;  、 、  为正调节参数; 

与  为时间变换函数.
(7)注 2. 式  的核心设计采用了分段策略: 第一

阶段在预设时间内完成对左特征向量的估计; 第二

阶段则利用该估计值补偿通信网络的不平衡性. 在
此基础上, 算法结合领导−跟随一致性协议估计邻

居信息, 并引入广义拉格朗日乘子机制来处理全局

耦合等式约束; 同时, 通过添加阻尼项镇定二阶动
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力学系统, 并依据 KKT条件引导系统向纳什均衡

点收敛.
(6) ∼ (7) ϕ(t) ϕz(t)算法  中的时间变换函数  和 

定义如下:

ϕ(t) =


0, t ∈ [0, a1T )

(1− a1)T

T − t
, t ∈ [a1T, T )

1, t ∈ [T, +∞)

ϕz(t) =


1

a1T − t
, t ∈ [0, a1T )

1, t ∈ [a1T, +∞)

0 < a1 < 1 t ∈
[a1T, T ) ϕ̇(t) = (1− a1)T/(T − t)2
其中 ,    是预设的时间分配参数 .  在  

, 其导数满足 .

注 3. 本文算法的设计受到了文献 [32]中二阶

段处理机制的启发. 其中, 针对对手决策的分布式

一致性估计采用了常用的估计机制, 相关思想在文

献 [8, 28, 31]中亦有体现. 然而, 与文献 [8, 28, 31−32]
侧重于无约束博弈问题不同, 本文进一步考虑了决

策间存在全局耦合等式约束的情形, 这要求算法在

预设时间内不仅要克服拓扑不平衡, 还需处理复杂

的拉格朗日乘子动力学耦合, 极大地增加了理论证

明的挑战性. 此外, 相比于文献 [13]仅针对一阶系

统实现的渐近收敛结果, 本文将分布式博弈框架推

广至二阶动力学系统, 并实现了收敛速度从无穷时

间到预设时间的跨越.
(6) ∼ (7) b k1 k2

V > 0

V̇ ≤ 0

算法   的正调节参数  、 、  需满足

以下稳定性判据, 以保证下文定理 1证明中 

且 .

b >
(β + 1)2

βη2(L̃)
, β > max

{
2

gξmin
− 1, 0

}
k1 >

3

2
+

ℓ21N

g
+

1

ξmin(β + 1)
+ 2λmax(P )

k2 >
(β + 1)(

ℓ21
g +

ℓ21
2 ) +

λmax(P )
2(β+1)N

λmin(Q)

(8)

P Q其中,  、  是与系统稳定性相关的正定矩阵, 将在

定理 1的证明中给出.
注 4. 需要指出的是, 虽然文献 [31−32]在无约

束博弈中实现了参数自适应, 但在有向图拓扑下,
针对带有约束的博弈问题实现完全自适应仍面临显

著的理论障碍. 目前, 多数涉及约束的有向图算法

(如文献 [13, 33])仍需依赖拉普拉斯矩阵的第二最

小特征值等全局网络信息来选取控制参数. 在预设

时间框架下, 如何消除增益设计对全局拓扑参数的

依赖, 并同时兼顾约束处理的稳定性, 是当前研究

的主要难点. 正如下文注 5所述, 本文算法的参数

选取在一定程度上仍依赖于离线判据, 而实现完全

分布式的自适应调节将作为未来研究的重要方向.
eij = yij

− xj e = y − 1N ⊗ x (1)

(7)

为了便于稳定性分析, 定义共识误差为 

, 即 . 结合动力学方程  与式

, 系统的紧凑形式为:

ẋ = v = ϕ(t)z

ż = −ϕ(t) (∇J(y)− λ+ k1z)

λ̇ = −ϕ(t)
(
(W−1

N ⊗ In)(x− d+ z) + µ+ bLλ
)

µ̇ = ϕ(t)bLλ

ẇ = −ϕz(t) (LN ⊗ IN )w

ẏ = −ϕ(t)k2Me
(9)

x = col(x1, x2,

· · · , xN ) v = col(v1, v2, · · · , vN ) z = col(z1, z2,
· · · , zN ) λ = col(λ1, λ2, · · · , λN ) d = col(d1, d2,
· · · , dN ) µ = col(µ1, µ2, · · · , µN ) wi = col(w1

i ,

w2
i , · · · , wN

i ) w = col(w1, w2, · · · , wN ) WN =

diag{w1
1, w

2
2, · · · , wN

N } yi = col(yi1, yi2, · · · , yiN )

y = col(y1, y2, · · · , yN ) ei = col(ei1, ei2, · · · , eiN )

e = col(e1, e2, · · · , eN ) L = LN ⊗ In M = (LN ⊗
IN )⊗ In + A0 A0 = diag{a11, a12, · · · , a1N , a21,

a22 · · · , a2N , · · · , aN1, aN2, · · · , aNN} ⊗ In

∇J(y) = col(∇1J1(y1) ∇2J2(y2), · · · , ∇NJN (yN ))

其中 , 聚合向量与矩阵定义如下 : 
;   ;  
;   ;  
;   ;  

;   ;  
;  ;
;  ;
;  ; 

, 
,  , 以及

,  .
∼

µ(0) = 0Nn col(x∗, z∗, λ∗, µ∗,

w∗, y∗) x∗

引理 4. 在假设 1   假设 3成立且初值设定为

 的条件下, 令状态向量 

 为紧凑系统 (9)的一个平衡点, 则  是博

弈问题 (2)的广义纳什均衡点.
证明. 紧凑系统 (9)的平衡点满足以下条件:

0Nn = z∗ (10a)

0Nn = ∇J(y∗)− λ∗ + k1z
∗ (10b)

0Nn = µ∗+bLλ∗+((W−1
N )∗⊗In)(x

∗−d+z∗) (10c)

0Nn = bLλ∗ (10d)

0N2 = (LN ⊗ IN )w∗ (10e)

0N2n = −k2Me∗ (10f)

limt→∞ w =

limt→∞e−(LN⊗IN )tw(0) = (1NξT ⊗ IN )w(0) 1N ⊗
ξ limt→∞ W−1

N = Ξ−1 w∗ = 1N ⊗ ξ

(W−1
N )∗ = Ξ−1 λ∗

i = λ∗
j

ξT ⊗ In
∑N

i=1 x
∗
i =

∑N
i=1 di

∇J(y∗) = λ∗ ∇iJi(y
∗
i ) = ∇jJj(y

∗
j ) −M

根据引理 1 ,  可以进一步知道  

 =  

. 此外,  . 因此,   且

. 由式 (10d)可知 , 对式 (10c)
左乘  ,  得  .  由式 (10b)

得,  , 即 . 因为, 
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e∗ = 0N2n y∗ =

1N ⊗ x∗

x∗ λ∗ x∗

是 Hurwitz矩阵, 由式 (10f)得 , 即 

. 根据引理 3, 可以知道紧凑系统 (9)在平

衡点处  和  满足式 (3), 这意味着  是广义纳

什均衡点.  □

∼
µ(0) = 0Nn b β k1 k2

定理 1. 在假设 1   假设 3成立且初值设定为

 的前提下, 若参数 、 、  以及  满足

条件 (8), 则二阶多智能体系统在算法 (6) ~ (7)的
作用下具有以下结论:

t ∈ [0, a1T ) wi(t)

a1T

ξ t ≥ a1T

1)在第一阶段  内, 辅助变量 

能够在预设时间  内收敛至拉普拉斯矩阵的左

特征向量 , 且在  时保持收敛状态.
t ∈ [a1T, T )

limt→T− ∥y − 1N ⊗ x∗∥ = 0 t ≥ T

2)在第二阶段  内, 多智能体系统

的策略能够收敛至博弈问题 (2) 的广义纳什均衡

点, 即满足 ; 在  后,
系统始终保持在该均衡状态.

ϕz(t)

wi(t) a1T

ξ

ϕ(t)

证明. 定理 1的证明逻辑分为三个阶段: 首先,
利用时间变换函数  的性质, 通过一致性机制

证明估计器  能够在预设时间  内精确收敛

至有向图的左特征向量 ; 其次, 在已获得精确特征

向量估计的前提下, 通过构造新型李雅普诺夫函数

并结合时间变换函数 , 证明系统状态能够在预

设时间内收敛至广义纳什均衡点; 最后, 通过分析

不含预设时间增益项的闭环动力学, 证明系统状态

在预设时间后可以保持在均衡状态.
(t ∈ [0, a1T )) ẇ(t)= −(1/(a1T − t))(LN

⊗ IN )w(t) t = φ(τ) = a1T (1 −
e−τ ) τ → ∞ t →
a1T φ′(τ) = a1T e−τ

t ∈ [0, a1T ) τ

∈ [0, ∞) ∂φ(τ)
∂τ = a1T e−τ = a1T − t

步骤 1  . 
.  借助引理 2,  引入  

 的时间变换函数. 这意味着当  时, 
; 同时,  . 由引理 2可知, 原本有

限时间区间   被映射到无限时间区间  

,  . 因此,

S′(τ) = − 1

a1T − t
φ′(τ)(LN ⊗ IN )S(τ) =

− (LN ⊗ IN )S(τ) (11)

S(φ−1(0)) = w(0)

limt→∞ e−LN t = 1NξT

S(τ) = e−(LN⊗IN )τS(0)

τ → ∞ limτ→∞S(τ)= limτ→∞ e−(LN⊗IN )τS(0)

= 1N ⊗ ξ t =

a1T w(t) 1N ⊗ ξ

且有初始条件 . 根据引理 1 可知

. 对式 (11) 对应的线性系统

进行求解并取极限 , 可得  .

当  时, 

. 通过时间变化函数的性质可知, 当  

 时,   收敛至 .
(t ∈ [a1T, T ))

V = V1 + V2 + V3 + V4 V1 = β+1
2 (k1 −

1)||x− x∗||2 + β+1
2 ||x− x∗ + z − z∗||2 V2 = β

2 (λ −
λ∗)T(Ξ⊗ In)(λ− λ∗) + 1

2 (λ− λ∗ µ− µ∗)T(Ξ⊗ In)

×(λ− λ∗+ µ− µ∗) V3 = ε
2∥x− x∗ + z − z∗∥2 + ε

2∥z
− z∗ − (Ξ

1
2 ⊗ In)(λ− λ∗)∥2 V4 = eT(P ⊗ INn)e

步骤 2   . 考虑如下的李雅普诺夫

函数  ,  其中  

, 

 + 

, 

 以及 ,

ε V1 t

V̇1/ϕ(t)

 为非常小的正参数. 函数  对时间  的归一化导

数  满足如下不等式:
1

ϕ(t)
V̇1 =− (β + 1)(k1 − 1)∥z − z∗∥2 −

(β + 1)(x− x∗)T(∇J(y)−∇J(y∗)) −

(β + 1)(z − z∗)T(∇J(y)−∇J(y∗)) +

(β + 1)(x− x∗)T(λ− λ∗) +

(β + 1)(z − z∗)T(λ− λ∗)

λ ∈ RNn λ = λ̄+ λ⊥ λ̄ ∈
Ω, λ⊥ ∈ Ω⊥ Ω = {λ = col(λ1, λ2, · · · , λN )|λ1 = λ2

= · · · = λN} Ω⊥ Ω (λ −
λ∗)T(Ξ⊗ In)L(λ−λ∗) (λ− λ∗)TL̃⊗ In(λ − λ∗) =

(λ − λ∗)T(L̃ ⊗ In)(λ − λ∗) (λ⊥)T(L̃ ⊗ In)λ
⊥ ≥

η2(L̃)∥λ⊥∥2
∑N

i=1 ξiµi(0) = 0n
t ≥ 0

∑N
i=1 ξiµi(t) = 0n

(λ̄− λ∗)T(Ξ⊗ In)(µ− µ∗) = 0

(λ− λ∗)T(Ξ⊗ In)(µ− µ∗) = (λ⊥)T(Ξ⊗ In)(µ− µ∗)

V2 t V̇2/ϕ(t)

对于任意的 , 令 , 其中, 
, 
 以及  是  的正交补空间. 因此, 

 = 

 = 

. 通过设定初值满足 ,

可得对于所有 , 均有 . 利用此

性质, 可得 . 因此, 可得

.

函数  对时间  的归一化导数  满足如下不

等式:
1

ϕ(t)
V̇2 =− βb(λ− λ∗)T(Ξ⊗ In)L(λ− λ∗) −

(µ− µ∗)T(Ξ⊗ In)(µ− µ∗) −

(β + 1)(λ− λ∗)T(Ξ⊗ In)(µ− µ∗) −

(x− x∗)T(µ− µ∗) −

(z − z∗)T(µ− µ∗) −

(β + 1)(x− x∗)T(λ− λ∗) −

(β + 1)(z − z∗)T(λ− λ∗) ≤

− βbη2(L̃)∥λ⊥∥2 −

(µ− µ∗)T(Ξ⊗ In)(µ− µ∗) −

(β + 1)(λ⊥)T(Ξ⊗ In)(µ− µ∗) −

(x− x∗)T(µ− µ∗) −

(z − z∗)T(µ− µ∗) −

(β + 1)(x− x∗)T(λ− λ∗) −

(β + 1)(z − z∗)T(λ− λ∗)

V̇1/ϕ(t) V̇2/ϕ(t)将  和  相加, 可得

1

ϕ(t)
(V̇1 + V̇2) ≤ −βbη2(L̃)∥λ⊥∥2 −

(β + 1)(k1 − 1)∥z − z∗∥2 −

(µ− µ∗)T(Ξ⊗ In)(µ− µ∗) −
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(β + 1)(x− x∗)T(∇J(y)−∇J(y∗)) −

(β + 1)(z − z∗)T(∇J(y)−∇J(y∗)) −

(β + 1)(λ⊥)T(Ξ⊗ In)(µ− µ∗) −

(x− x∗)T(µ− µ∗)− (z − z∗)T(µ− µ∗) (12)

∇J(y)−∇J(y∗) =∇J(y)−∇J(1N ⊗ x) +∇J(1N
⊗ x)−∇J(1N ⊗ x∗) g

ℓ1

−(β + 1)(x− x∗)T(∇J(y)−∇J(y∗)) = −(β

+1)(x − x∗)T(∇J(y) ∇J(1N ⊗ x)) − (β + 1)(x−
x∗)T(∇J(1N ⊗ x) ∇J(1N ⊗ x∗)) ≤ (β + 1)ℓ1∥x−
x∗∥∥e∥ − (β + 1)g∥x − x∗∥2 −(β + 1)(z − z∗)T ×
(∇J(y) ∇J(y∗)) = − (β + 1) (z − z∗)T (∇J (y) −
∇J(1N⊗ x))−(β + 1)(z − z∗)T(∇J(1N⊗ x) ∇J(1N
⊗ x∗)) ≤ (β 1)ℓ1∥z − z∗∥∥e∥+ (β + 1)ℓ1

√
N∥x −

x∗∥

针对式 (12)中的交叉项, 首先利用梯度分解性

质: 

. 然后, 基于假设 2 中的   -强

单调性与假设 3中的  -全局利普希茨连续性, 不

难得出: 

 − 
 − 

,  

 − 
 − 

   + 

 × ||z − z　*||. 结合 Young不等式, 不难得出:

(β + 1)ℓ1∥x− x∗∥∥e∥ ≤

(β + 1)
g

4
∥x− x∗∥2 + (β + 1)

ℓ21
g
∥e∥2

(β + 1)ℓ1∥z − z∗∥∥e∥ ≤

(β + 1)
ℓ21
2
∥e∥2 + (β + 1)

1

2
∥z − z∗∥2

(β + 1)ℓ1
√
N∥x− x∗∥∥z − z∗∥ ≤

(β + 1)
g

4
∥x− x∗∥2 + (β + 1)

ℓ21N

g
∥z − z∗∥2

− (β + 1)(λ⊥)T(Ξ⊗ In)(µ− µ∗) =

− (β + 1)(λ⊥)T(Ξ
1
2 ⊗ In)(Ξ

1
2 ⊗ In)(µ− µ∗) ≤

(β + 1)2∥λ⊥∥2 + 1

4
(µ− µ∗)T(Ξ⊗ In)(µ− µ∗)

− (x− x∗)T(µ− µ∗) =

− (x− x∗)T(Ξ− 1
2 ⊗ In)(Ξ

1
2 ⊗ In)(µ− µ∗) ≤

1

ξmin
∥x− x∗∥2 + 1

4
(µ− µ∗)T(Ξ⊗ In)(µ− µ∗)

− (z − z∗)T(µ− µ∗) =

− (z − z∗)T(Ξ− 1
2 ⊗ In)(Ξ

1
2 ⊗ In)(µ− µ∗) ≤

1

ξmin
∥z − z∗∥2 + 1

4
(µ− µ∗)T(Ξ⊗ In)(µ− µ∗)

将上述不等式代入式 (12), 可得

1

ϕ(t)
(V̇1 + V̇2) ≤ −

(
β + 1

2
g − 1

ξmin

)
∥x− x∗∥2 −

(
(β + 1)

(
k1 −

3

2
− ℓ21N

g

)
− 1

ξmin

)
∥z − z∗∥2 −

(βbη2(L̃)− (β + 1)2)∥λ⊥∥2 −
1

4
(µ− µ∗)T(Ξ⊗ In)(µ− µ∗) +

(β + 1)

(
ℓ21
g

+
ℓ21
2

)
∥e∥2 (13)

V3 t V̇3/ϕ(t)函数  对时间  的归一化导数  满足如

下不等式:
1

ϕ(t)
V̇3 ≤ −εbη2(L̃)∥λ⊥∥2 − ε(2k1 − 1)∥z − z∗∥2 −

ε(λ− λ∗)T(Ξ
1
2 ⊗ In)(λ− λ∗) +

ε(z − z∗)T(Ξ− 1
2 ⊗ In)(z − z∗) −

ε(x− x∗)T(∇J(y)−∇J(y∗)) −

2ε(z − z∗)T(∇J(y)−∇J(y∗)) +

ε(λ− λ∗)T(Ξ
1
2 ⊗ In)(∇J(y)−∇J(y∗)) −

ε(k1 − 1)(x− x∗)T(z − z∗) +

ε(x− x∗)T(Ξ− 1
2 ⊗ In)(z − z∗) +

ε(z − z∗)T(λ− λ∗) +

εb(z − z∗)T(Ξ
1
2 ⊗ In)Lλ

⊥ +

εk1(λ− λ∗)T(Ξ
1
2 ⊗ In)(z − z∗) +

ε(z − z∗)T(Ξ
1
2 ⊗ In)(µ− µ∗) −

ε(λ⊥)T(Ξ⊗ In)(µ− µ∗) (14)

g ℓ1

−ε(x− x∗)T ×
(∇J(y)−∇J(y∗)) −ε(x − x∗)T(∇J(y) − ∇J(1N
⊗ x)) ε (x − x∗)T(∇J(1N ⊗ x)− ∇J(1N ⊗ x∗)) ≤
εℓ1∥x− x∗∥∥e∥ − εg∥x− x∗∥2 −2ε(z − z∗)T(∇J(y)

− ∇J(y∗)) −2ε(z − z∗)T(∇J(y) −∇J(1N ⊗ x))−
2ε(z − z∗)T(∇J(1N ⊗ x) ∇J(1N ⊗ x∗)) ≤ 2εℓ1∥z−
z∗∥∥e∥+ 2εℓ1

√
N∥z − z∗∥∥x− x∗∥ ε(λ− λ∗)T(Ξ

1
2 ⊗

In)(∇J(y)−∇J(y∗)) ε(λ− λ∗)T(Ξ
1
4 ⊗ In)(Ξ

1
4 ⊗ In)

× (∇J(y)−∇J(1N ⊗ x)) ε(λ− λ∗)T(Ξ
1
4 ⊗ In)(Ξ

1
4

⊗ In)(∇J(1N ⊗ x) ∇J(1N ⊗ x∗))≤ εℓ1(λ− λ∗)T(Ξ
1
4

对式 (14)中的各交叉项, 再次利用前面的梯度

分解性质, 假设 2中的  -强单调性与假设 3中的  - 　

全局利普希茨连续性 ,  不难得出 :  

 =  

 −    

, 

 = 

 − 
, 

 = 

 + 

 − 
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⊗ In)(Ξ
1
4 ⊗ In)e εℓ1

√
N(λ− λ∗)T(Ξ

1
4 ⊗ In)(Ξ

1
4 ⊗

In)(x− x∗)

 + 

. 结合 Young不等式, 不难得出:

εℓ1∥x− x∗∥∥e∥ ≤ ε
g

2
∥x− x∗∥2 + ε

ℓ21
2g

∥e∥2

2εℓ1∥z − z∗∥∥e∥ ≤ ε∥z − z∗∥2 + εℓ21∥e∥2

2εℓ1
√
N∥z − z∗∥∥x− x∗∥ ≤

ε
g

2
∥x− x∗∥2 + ε

2ℓ21N

g
∥z − z∗∥2

εℓ1(λ− λ∗)T(Ξ
1
4 ⊗ In)(Ξ

1
4 ⊗ In)e ≤

εℓ21∥e∥2 +
1

4
ε(λ− λ∗)T(Ξ

1
2 ⊗ In)(λ− λ∗)

εℓ1
√
N(λ− λ∗)T(Ξ

1
4 ⊗ In)(Ξ

1
4 ⊗ In)(x− x∗) ≤

εℓ21N∥x− x∗∥2 + 1

4
ε(λ− λ∗)T(Ξ

1
2 ⊗ In)(λ− λ∗)

− ε(k1 − 1)(x− x∗)T(z − z∗) ≤

1

4
ε∥x− x∗∥2 + ε(k1 − 1)2∥z − z∗∥2

ε(x− x∗)T(Ξ− 1
2 ⊗ In)(z − z∗) ≤

1

4
ε∥x− x∗∥2 + ε

1

ξmin
∥z − z∗∥2

ε(z − z∗)T(λ− λ∗) =

ε(z − z∗)T(Ξ− 1
4 ⊗ In)(Ξ

1
4 ⊗ In)(λ− λ∗) ≤

ε
3√
ξmin

∥z − z∗∥2+ 1

12
ε(λ− λ∗)T(Ξ

1
2 ⊗ In)(λ− λ∗)

εb(z − z∗)T(Ξ
1
2 ⊗ In)Lλ

⊥ ≤

ε
b2∥LN∥2

2
∥z − z∗∥2 + 1

2
ε∥λ⊥∥2

εk1(λ− λ∗)T(Ξ
1
2 ⊗ In)(z − z∗) =

εk1(z − z∗)T(Ξ
1
4 ⊗ In)(Ξ

1
4 ⊗ In)(λ− λ∗) ≤

3εk21∥z − z∗∥2 + 1

12
ε(λ− λ∗)T(Ξ

1
2 ⊗ In)(λ− λ∗)

ε(z − z∗)T(Ξ
1
2 ⊗ In)(µ− µ∗) ≤

1

2
ε∥z − z∗∥2 + 1

2
ε(µ− µ∗)T(Ξ⊗ In)(µ− µ∗)

− ε(λ⊥)T(Ξ⊗ In)(µ− µ∗) =

− ε(λ⊥)T(Ξ
1
2 ⊗ In)(Ξ

1
2 ⊗ In)(µ− µ∗) ≤

1

2
ε∥λ⊥∥2 + 1

2
ε(µ− µ∗)T(Ξ⊗ In)(µ− µ∗)

将上述不等式代入式 (14), 可得

1

ϕ(t)
V̇3 ≤ ε

(
ℓ21N +

1

2

)
∥x− x∗∥2 +

ε

(
4k21 − 4k1 +

7

2
+

4√
ξmin

+
1

ξmin
+

2ℓ21N

g
+

b2∥LN∥2

2

)
∥z − z∗∥2 −

ε(bη2(L̃)− 1)∥λ⊥∥2 −
1

3
ε(λ− λ∗)T(Ξ

1
2 ⊗ In)(λ− λ∗) +

ε(µ− µ∗)T(Ξ⊗ In)(µ− µ∗) +

ε

(
ℓ21
2g

+ 2ℓ21

)
∥e∥2 (15)

e t ė = −ϕ(t)k2Me

− 1N ⊗ ẋ −M

M Q ∈
RN2n×N2n P = diag{p1, p2,
· · · , pN}∈RN×N MT(P ⊗ INn)+(P ⊗ INn)M

= Q e

V4 t V̇4 = ėT(P ⊗ INn)e

+ eT(P ⊗ INn)ė −ϕ(t)k2e
T(MT(P ⊗ INn) + (P ⊗

INn)M)e− 2eT(P ⊗ INn)(1N ⊗ ẋ) −ϕ(t)k2e
TQe −

2ϕ(t)eT(P ⊗ INn)(1N ⊗ (z − z∗)) Q

λmin(Q)∥e∥2 ≤ eTQe ≤ λmax(Q)∥e∥2

对共识误差  沿着  求导, 可得 

. 由于  是Hurwitz的且是非奇异的矩阵,
结合  的结构可得存在一个对称正定的矩阵 

 和一个实正定对角矩阵 

, 使得 

 [14]. 考虑由共识误差  构成的李雅普诺夫分量

. 其关于时间  的求导过程如下: 
 = 

 = 
  . 由于  是对称正

定矩阵 ,  可知  .
其余交叉项利用 Young不等式进行放缩, 可得

1

ϕ(t)
V̇4 ≤− k2e

TQe+ 2λmax(P )
√
N∥e∥∥z − z∗∥ ≤

− k2λmin(Q)∥e∥2 + λmax(P )

2(β + 1)
N∥e∥2 +

2(β + 1)λmax(P )∥z − z∗∥2
(16)

结合不等式 (13)、(15) ~ (16), 可得

1

ϕ(t)
V̇ ≤

−

(
β + 1

2
g − 1

ξmin
− ε

(
ℓ21N +

1

2

))
∥x− x∗∥2 −

(
(β + 1)

(
k1 −

3

2
− ℓ21N

g
− 2λmax(P )

)
− 1

ξmin
−

ε

(
4k21 − 4k1 +

7

2
+

2ℓ21N

g
+

4√
ξmin

+
1

ξmin
+

b2∥LN∥2

2

))
∥z − z∗∥2 −
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(
βbη2(L̃)− (β + 1)2 + ε(bη2(L̃)− 1)

)
∥λ⊥∥2 −

1

3
ε(λ− λ∗)T(Ξ

1
2 ⊗ In)(λ− λ∗) −(

1

4
− ε

)
(µ− µ∗)T(Ξ⊗ In)(µ− µ∗) −

(
k2λmin(Q)− (β + 1)

(
ℓ21
g

+
ℓ21
2

)
− λmax(P )

2(β + 1)
N −

ε

(
ℓ21
2g

+ 2ℓ21

))
∥e∥2

E = col(x− x∗,

z − z∗, λ− λ∗, µ− µ∗, e) r1 = ( 12 (β

+ 1)g − 1/ξmin)/(ℓ
2
1N + 1

2 ) r2 = ((β + 1)(k1 − 3
2 −

(ℓ21N)/g − 2λmax(P ))− 1/ξmin) (4k21 − 4k1 +
7
2 + 4/

√
ξmin + 1/ξmin + (2ℓ21N)/g + b2∥LN∥2/2) r3 =

(k2λmin(Q) − (β + 1)(ℓ21/g ℓ21/2)− 1
2 (λmax(P )N)/

(β + 1))/(ℓ21/(2g) + 2ℓ21) b k1 k2 β

r1 r2 r3 > 0 ε

0 < ε < min
{

1
4 , r1, r2, r3

}
∆1 = 1

2 (β + 1)g −
1/ξmin− ε(ℓ21N+ 1

2 ) ∆2 = (β+1)(k1 − 3
2 − (ℓ21N)/g −

2λmax(P ))− 1/ξmin − ε(4k21 − 4k1 +
7
2 4/

√
ξmin +

1/ξmin + (2ℓ21N)/g + b2∥LN∥2/2) ∆3 = 1
3ε
√
ξmin

∆4 = ( 14 − ε)ξmin ∆5 = k2λmin(Q)− (β + 1)(ℓ21/g +

ℓ21/2) − 1
2 (λmax(P )N)/(β + 1)− ε(ℓ21/(2g)+ 2ℓ21)

βbη2(L̃)− (β + 1)2 + ε(bη2(L̃)− 1)

∆ = min{∆1, ∆2, ∆3, ∆4, ∆5} > 0 V

定义系统的增广误差向量为  

. 定义辅助参数 

,  

 / 

 以及  

 + 

,  在参数  、 、  以及  

满足前述稳定性不等式判据 (8) 的条件下, 可以

验证  、 、  恒成立 .  接下来 ,  令正参数  

满足如下范围 :   .  由该

取值范围可知, 下述定义的系数 

, 

 + 

,   ,

, 

   以及

 均大于零. 由此,

取  ,  可得   的

归一化导数满足如下不等式:
1

ϕ(t)
V̇ ≤−∆1∥x− x∗∥2 −∆2∥z − z∗∥2 −∆5∥e∥2 −

∆3∥λ− λ∗∥2 −∆4∥µ− µ∗∥2 ≤ −∆∥E∥2
(17)

V

ϱ1 = min{ 1
4 (β + 1)(k1 + 1−

√
k21 − 2k1 + 5) 1

4ξmin ×
(β + 2−

√
β2 + 4) λmin(P )}

由于  是正定且径向无界的, 故存在一个正数

, 

,  , 使得

ϱ1∥E∥2 ≤ V ≤ (β + 1)(k1 + 1) + 2ε

2
∥E∥2 (18)

V将式 (17)代入式 (18), 可得关于  的导数不

等式

1

ϕ(t)
V̇ ≤ − 2∆

(β + 1)(k1 + 1) + 2ε
V (19)

[a1T, t]对式 (19)在  上积分, 可得

V (t) ≤
( T − t

T − a1T

) 2∆(1−a1)T

(β+1)(k1+1)+2ε

V (a1T ) (20)

t → T− limt→T− V (t)

= 0 V E

limt→T− ∥E(t)∥ = 0

T

由式 (20)可知, 当  时, 有 

. 由于  是关于误差向量  的正定函数, 这蕴

含了 . 综上所述, 二阶多智能体

系统在分布式算法 (6) ~ (7)的驱动下, 能够在预设

时间  内精确收敛至博弈问题 (2) 的广义纳什均

衡点.
(t ∈ [T, +∞)) t ≥ a1T

w = 1N ⊗ ξ t ≥ T

ϕ(t) = 1

V

步骤 3   . 对于  的任意时

刻, 由于左特征向量估计器已实现精确补偿 (即
), 且在  阶段, 根据定义可知时间

变换函数 . 遵循与前文一致的分析方法, 系
统的整体李雅普诺夫函数  在该阶段仍满足如下

导数不等式:

V̇ ≤ − 2∆

(β + 1)(k1 + 1) + 2ε
V (21)

[T, +∞)对式 (21)在区间  上积分, 得

V (t) ≤ e−
2∆

(β+1)(k1+1)+2ε
(t−T )

V (T ) (22)

T

T

t = T V (T ) = 0 V (t) ≤
0 ϱ1∥E∥2 ≤ V ϱ1∥E∥2 ≤ V ≤ 0

∥E(t)∥ = 0 t ≥ T

由式 (20)的正幂次界条件可知, 状态导数在 

附近可积. 按各状态左极限连续延拓至 , 并作为

后段初值, 则在  时,   恒成立, 故 

.  又因  ,  可得  ,  进而

. 因此, 在  的所有时刻, 系统状态

将始终保持在平衡点处. □

 2.2　有向平衡图下基于预设时间的算法设计

1TNLN = 0TN ξ =
1
N 1N

zi

= vi/ϕa(t) ϕa(t)

i ∈ V

针对博弈问题 (2), 在有向平衡图下, 由于其拉

普拉斯矩阵满足   (即左特征向量  

), 各智能体无需通过估计器获取拓扑补偿信

息. 此时, 算法结构可进一步简化. 引入辅助变量 

, 其中  为预设时间变换函数. 智能

体  的状态更新机制如下:

ẋ = v = ϕa(t)z

ż = −ϕa(t)(∇J(y)− λ+ k1z)

λ̇ = −ϕa(t)(x− d+ z + µ+ bLλ)

µ̇ = ϕa(t)bLλ

ẏ = −ϕa(t)k2Me

(23)

(23) ϕa(t)算法  中的时间变换函数  定义如下:

ϕa(t) =


T

T − t
, t ∈ [0, T )

1, t ∈ [T, +∞)

(23) b k1 k2

Ṽ > 0

算法  的正调节参数 、 、  需满足以下

稳定性判据, 以保证下文推论 1 证明中   且
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˙̃
V ≤ 0.

b >
(β + 1)2

βη2(L̃)
, β > max

{
2

g
− 1, 0

}
k1 >

3

2
+

ℓ21N

g
+

1

β + 1
+ 2λmax(P )

k2 >
(β + 1)

(
ℓ21
g +

ℓ21
2

)
+ λmax(P )

2(β+1)N

λmin(Q)

(24)

∼ ∑N
i=1 µi(0) = 0n

col(x∗, z∗, λ∗, µ∗, y∗)

x∗

引理 5. 在假设 1   假设 3成立且通信图满足

平衡性, 同时初值设定为   的条件

下, 令状态向量  为紧凑系统

(23)的一个平衡点, 则  是博弈问题 (2)的广义纳

什均衡点.
证明. 紧凑系统 (23)的平衡点满足以下条件:

0Nn = z∗ (25a)

0Nn = ∇J(y∗)− λ∗ + k1z
∗ (25b)

0Nn = x∗ − d+ z∗ + µ∗ + bLλ∗ (25c)

0Nn = bLλ∗ (25d)

0N2n = −k2Me∗ (25e)

λ∗
i = λ∗

j (1N ⊗ In)
T∑N

i=1 x
∗
i =

∑N
i=1 di ∇J(y∗) = λ∗

∇Ji(y
∗
i ) = ∇Jj(y

∗
j ) −M

y∗ = 1N ⊗ x∗

x∗ λ∗ x∗

由 (25d)可知 , 对 (25c)左乘 ,
得 . 由 (25b)得,  , 即

. 因为,   是 Hurwitz矩阵, 则
. 根据引理 3, 可以知道紧凑系统 (23)

在平衡点处  和  满足式 (3), 这意味着  是广

义纳什均衡点.  □

∼ ∑N
i=1 µi(0) = 0n

b β k1 k2

t ∈
[0, T )

limt→T− ∥y − 1N
⊗ x∗∥ = 0 t ≥ T

推论 1. 在假设 1   假设 3成立且通信图满足

平衡性, 同时初值设定为   的条件

下, 若参数 、 、  以及  满足条件 (24), 则二阶多

智能体系统在算法 (23)的作用下具有该结论: 在 

 内, 多智能体系统的策略能够收敛至博弈问

题 (2)的广义纳什均衡点, 即满足 

; 在  后, 系统始终保持在该均衡状态.

ϕa(t)

证明. 推论 1的证明逻辑与定理 1类似, 主要

分为两个阶段: 首先, 在已获得精确特征向量估计

的前提下, 通过构造新型李雅普诺夫函数并结合时

间变换函数 , 证明系统状态能够在预设时间内

收敛至广义纳什均衡点; 其次, 通过分析不含预设

时间增益项的闭环动力学, 证明系统状态在预设时

间后可以保持在均衡状态.
(t ∈ [0, T ))

Ṽ = V1 + Ṽ2 + Ṽ3 + V4 Ṽ2 = β
2 ∥λ− λ∗∥2 +

1
2∥λ− λ∗ + µ− µ∗∥2 Ṽ3 = ε

2∥x− x∗ + z − z∗∥2 +
ε
2∥z − z∗ − (λ− λ∗)∥2 Ṽ t

步骤 1   . 考虑如下的李雅普诺夫函

数 , 其中, 

,  

. 函数  对时间  的归一化导

˙̃
V /ϕa(t)数  满足如下不等式:

T − t

T
˙̃
V ≤

−

(
g

2
(β + 1)− 1− ε

(
ℓ21N +

1

4

))
∥x− x∗∥2 −(

(β + 1)

(
k1 −

3

2
− ℓ21N

g
− 2λmax(P )

)
− 1 −

ε

(
21

2
+ 4k21 +

2ℓ21N

g
+

b2∥LN∥2

2

))
∥z − z∗∥2 −

5

12
ε∥λ− λ∗∥2 −(
βbη2(L̃)− (β + 1)2 + ε(bη2(L̃)− 1)

)
∥λ⊥∥2 −(

1

4
− ε

)
∥µ− µ∗∥2 −(

k2λmin(Q)− (β + 1)

(
ℓ21
g

+
ℓ21
2

)
− λmax(P )

2(β + 1)
N −

ε

(
ℓ21
2g

+ 2ℓ21

))
∥e∥2

r4 = ( 12 (β + 1)g − 1)/(ℓ21N + 1
4 )

r5 ((β + 1)(k1− 3
2 −(ℓ21N)/g −2λmax(P ))−1)/( 212 +

4k21 +(2ℓ21N)/g+(b2∥LN∥2)/2) r6 = (k2λmin(Q)

− (β + 1)(ℓ21/g + ℓ21/2)
1
2 (λmax(P )N)/(β + 1))/(ℓ21/

(2g)+ 2ℓ21) b k1 k2 β

r4 r5 r6 > 0

ε 0 < ε <

min
{

1
4 , r4, r5, r6

}
∆̃1 = 1

2 (β + 1)g − 1− ε(ℓ21N + 1
4 ) ∆̃2 =

(β + 1)(k1 − 3
2 − (ℓ21N)/g 2λmax(P ))− 1− ε( 212 +

4k21 + (2ℓ21N)/g + (b2∥LN∥2)/2) ∆̃3 = 1
4 − ε ∆̃4 =

k2λmin(Q)−(β + 1)(ℓ21/g + ℓ21/2)
1
2 (λmax(P )N)/(β +

1)− ε(ℓ21/(2g) + 2ℓ21) ∆̃ = min{∆̃1,

∆̃2,
5
12ε, ∆̃3 ∆̃4} > 0 Ṽ

定义辅助参数 ,
 = 

, 以及 

 − 
, 在参数 、 、  以及  满足前述稳定性

不等式判据 (24)的条件下, 可以验证 、 、

恒成立. 接下来, 令正参数  满足如下范围: 
.  由该取值范围可知 ,  下述定

义的系数  ,  

 − 
,   ,  

 − 
 均大于零. 由此, 取 

,  , 可得   的归一化导数满足

如下不等式:
T − t

T
˙̃
V ≤ −∆̃1∥x− x∗∥2 − ∆̃2∥z − z∗∥2 − ∆̃4∥e∥2 −

∆̃3∥µ− µ∗∥2 − 5

12
ε∥λ− λ∗∥2 ≤ −∆̃∥E∥2

(26)

Ṽ

ϱ2 = min{ 1
4 (β + 1)(k1 + 1−

√
k21 − 2k1 + 5) 1

4 (β +

2−
√
β2 + 4) λmin(P )}

由于  是正定且径向无界的, 故存在一个正数

,  

,  , 使得

ϱ2∥E∥2 ≤ Ṽ ≤ (β + 1)(k1 + 1) + 2ε

2
∥E∥2 (27)
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Ṽ将式 (26)代入式 (27), 可得关于  的导数不

等式

T − t

T
˙̃
V ≤ − 2∆̃

(β + 1)(k1 + 1) + 2ε
Ṽ (28)

[0, t] ϱ3 =√
((β + 1)(k1 + 1) + 2ε)/(2ϱ2)

对式 (28)在  上积分, 则存在一个正数 

, 使得
Ṽ (t) ≤

(T − t

T

) 2∆̃T
(β+1)(k1+1)+2ε

Ṽ (0)

∥E(t)∥ ≤ ϱ3

√(T − t

T

) 2∆̃T
(β+1)(k1+1)+2ε ∥E(0)∥

(29)

t → T− limt→T− Ṽ (t) =

0 Ṽ E

limt→T− ∥E(t)∥ = 0

T

由式 (29)可知, 当  时, 有 

. 由于  是关于误差向量  的正定函数, 这蕴含

了 . 综上所述, 二阶多智能体系

统在分布式算法 (23)的驱动下, 能够在预设时间 

内精确收敛至博弈问题 (2)的广义纳什均衡点.
(t ∈ [T, +∞))

Ṽ

步骤 2   . 遵循与前文一致的分析

方法, 系统的整体李雅普诺夫函数  在该阶段仍满

足如下导数不等式:

˙̃
V ≤ − 2∆̃

(β + 1)(k1 + 1) + 2ε
Ṽ (30)

[T, +∞)对式 (30)在区间  上积分, 得

Ṽ (t) ≤ e−
2∆̃

(β+1)(k1+1)+2ε
(t−T )

Ṽ (T ) (31)

T

T

t = T Ṽ (T ) = 0 Ṽ (t) ≤
0 ϱ2∥E∥2 ≤ Ṽ ϱ2∥E∥2 ≤ Ṽ ≤ 0

∥E(t)∥ = 0 t ≥ T

由式 (29)的正幂次界条件可知, 状态导数在 

附近可积. 按各状态左极限连续延拓至 , 并作为

后段初值, 则在  时,   恒成立, 故 

.  又因  ,  可得  ,  进而

. 因此, 在  的所有时刻, 系统状态

将始终保持在平衡点处. □

注 5. 注意到, 定理 1和推论 1中控制增益的

选取依赖拉普拉斯矩阵的第二最小特征值和矩阵

范数等全局信息. 此类全局参数依赖是有向图分

布式算法设计的常见特征 (参见文献 [13, 33]). 为
了确保算法在分布式场景下的可行性, 利用分布式

估计方法预先获取这些全局参数已成为一种常用

的手段. 具体而言, 在实际运行算法 (6) ~ (7) 和
(23)之前, 各智能体可利用文献 [38]中提出的基于

一致性的分布式方法进行预估计, 从而确保算法在

不依赖中心节点的情况下实现各智能体的局部参数

匹配.

b k1 k2

N

η2(L̃) g

注 6. 可以看出, 算法 (6) ~ (7)和 (23)的收敛

性能与控制参数 、 、  的选取密切相关. 然而,
根据定理 1和推论 1的收敛判定条件可知, 这些增

益参数的取值范围受限于系统维数 、网络特征值

、博弈梯度条件  、李雅普诺夫矩阵特征值

λmin(Q)  等多个参数的非线性耦合关系. 由于涉及

的变量众多且存在强耦合特征, 单纯地增大或减小

某一参数无法保证收敛速度的单调变化. 这种参数

敏感性的复杂特征使得目前难以给出统一的定性选

取准则. 因此, 上述判据给出了参数选取的充分条

件, 而更深层次的参数解耦与最优性能分析, 则是

后续研究力求精进的方向.

 3　仿真研究

xi = [xi1, xi2]
T ∈ R2

本节通过数值仿真实验验证所提算法的有效

性. 考虑由 5个参与者组成的博弈系统, 每个智能

体的策略动作 . 各智能体的局

部代价函数设定如下:

J1(x) = 4x2
11 + 3x11x31 − 6x11 + 3x2

12 +

3x12x32 − 4x12

J2(x) =
5

2
x2
21 + 4x21x41 + 3x21 +

7

2
x2
22 +

3x22x42 + 2x22

J3(x) = 5x2
31 + 8x31x51 − x31 +

9

2
x2
32 +

8x32x52 − x32

J4(x) = 7x2
41 + 2x41x21 + 5x41 + 6x2

42 +

2x42x22 + 5x42

J5(x) = 5x2
51 + x51x31 − 8x51 +

9

2
x2
52 +

x52x32 − 7x52

x(0) = [−1.0,

−3.0, 1.5, −2.0, −3.0, 2.0, 3.0, 1.0, −2.0, 4.0]T

d = [1.0, 0.2, 0.1, 0.3, −0.2 0.4, −0.3,

0.1, 0, −0.1]T

x∗

λ∗
c = [0.044, 0.473]T

设定系统的初始状态策略向量为 

, 资
源参考参数  , 

. 通过 KKT条件解析计算可得, 该博

弈问题的理论广义纳什均衡解为   = [0.975,
1.064, −0.348, −0.061, −0.586, −0.637, −0.304,
−0.367, 0.863, 0.901]T, 对应的拉格朗日一致性乘子

为 .
首先验证二阶多智能体系统在算法 (6) ~ (7)

驱动下, 对于不平衡拓扑的收敛性能. 通信拓扑如图 1

 

1

2

3

45

 

图 1    强连通有向非平衡图

Fig. 1    Strongly connected directed unbalanced graph
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b = 5 k1 = 6 k2 = 20

a1 = 0.3 T = 3.5

所示. 算法参数设置为:  、 、 、时

间分配参数 、预设收敛时间  s.
wi a1T

= 1.05

ξ

xi T = 3.5

x∗

仿真结果显示, 辅助变量   在第一阶段  

 s内迅速且精确地收敛至拉普拉斯矩阵的左

特征向量  (如图 2和图 3所示), 随后各智能体的

策略轨迹  在预设时间  s内精准收敛至理

论广义纳什均衡点  并在预设时间结束后始终保

持稳定 (如图 4所示), 同时每个智能体对全局信息

∥yi − x∥
∥
∑N

i=1 xi −
∑N

i=1 di∥
的估计误差  趋于零 (如图 5所示), 且全局

耦合等式约束   在预设时间内

被精确满足 (如图 6所示). 上述仿真观察到的现象

表明了本算例中所提算法在强连通权重不平衡有向

图下实现预设时间纳什均衡寻优的有效性及其精确

的收敛控制能力.

b = 5 k1 = 6 k2 = 20

T = 3.5

接下来, 验证二阶多智能体系统沿着算法 (23)
在强连通有向平衡图下的适用性. 考虑由 5个智能

体组成的强连通平衡拓扑, 如图 7所示. 仿真实验

中, 各智能体的状态更新遵循算法 (23), 参数设置

与前文保持一致, 即 、 、 、预设时

间  s.
xi仿真结果显示, 各智能体的策略轨迹   在预
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wi图 2    基于算法 (6) ~ (7)的  状态轨迹图

wiFig. 2    The state trajectory plot of   by
algorithms (6) ~ (7)

 

1.0
0.9
0.8
0.7
0.6
0.5
0.4
0.3
0.2
0.1

0

w
i i −

 x
i

w1
1 − x1

w2
2 − x2

w3
3 − x3

w4
4 − x4

w5
5 − x5

0 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0
t /s

3.5

 

图 3    基于算法 (6) ~ (7)的左特征向量估计误差图

Fig. 3    The estimation error plot of the left eigenvector
by algorithms (6) ~ (7)
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xi图 4    基于算法 (6) ~ (7)的  状态轨迹图

xiFig. 4    The state trajectory plot of   by
algorithms (6) ~ (7)
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∥yi − x∥图 5    基于算法 (6) ~ (7)的  状态轨迹图

∥yi − x∥Fig. 5    The state trajectory plot of   by
algorithms (6) ~ (7)
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∥
∑N

i=1 xi −
∑N

i=1 di∥图 6    基于算法 (6) ~ (7)的 

状态轨迹图

∥
∑N

i=1 xi −
∑N

i=1 di∥Fig. 6    The state trajectory plot of 
by algorithms (6) ~ (7)
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图 7    强连通有向平衡图

Fig. 7    Strongly connected directed balanced graph
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T = 3.5

x∗
设时间  s内实现了对理论广义纳什均衡点

 的精确收敛, 且在预设时间结束后系统状态始

终维持在该均衡点处 (如图 8所示). 同时, 图 9表

明每个智能体均能在预设时间内通过算法 (23)实

现对其他智能体信息的准确分布式估计, 图 10则

展示了全局耦合等式约束在预设时间内平滑收敛

至零的过程. 这些仿真观察结果展示了本算例中的

数值表现, 不仅验证了所提二阶系统算法在有向平

衡图下的合理性, 更进一步展示了该预设时间寻优

框架在处理不同类型通信拓扑时的适用性与广义有

效性.

 4　结束语

本文针对一类具有全局耦合等式约束的分布式

非合作博弈问题, 提出一种适用于二阶积分型动力

学系统的预设时间收敛寻优框架. 研究结果表明,
通过有效设计收敛阶段与控制机制, 二阶多智能体

系统能够在强连通有向非平衡拓扑下, 在预设时间

内实现广义纳什均衡的精确寻优. 具体而言, 本文

首先引入拉普拉斯矩阵左特征向量估计机制, 有效

补偿有向图不平衡权重带来的信息流偏差; 随后,
通过在控制律中引入阻尼项并结合基于领导−跟随

一致性协议的信息估计器, 实现在物理动力学约束

与全局耦合等式约束下对伪梯度的分布式实时重构

与策略寻优. 理论分析与数值仿真证实, 在博弈映

射满足强单调性条件下, 系统可在预设时间内收敛

至广义纳什均衡点, 并确保预设时间结束后均衡状

态的持续稳定性. 未来的研究工作将围绕参数解耦

与最优性能分析展开, 并进一步探索复杂多智能体

系统框架下的预设时间自适应分布式寻优算法.
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