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摘    要   本文研究一类同时存在软、硬输出约束的不确定非线性系统跟踪控制问题. 其中, 安全相关的输出约束被建模为

不可违背的硬约束, 而期望的跟踪性能则通过可调节的软约束加以刻画. 针对软、硬约束可能发生冲突的情形, 引入一种光

滑过渡函数, 并基于此构造凸组合算子对软约束边界进行直接修正, 从而保证其与硬约束的兼容性. 在此基础上, 将硬约束

与修正后的软约束进行统一整合, 构造具有光滑边界的约束结构. 基于该约束结构并结合漏斗控制技术, 提出一种低复杂度

鲁棒控制算法, 确保系统同时满足硬约束与修正后的软约束. 与现有基于辅助动态系统的软约束间接调整方法不同, 所提策

略无需引入额外动态系统, 即可得到结构简洁、易于实现的静态控制器. 此外, 在软、硬约束冲突发生时, 该方法能够将软约

束违背量严格限制在满足硬约束所需的最小违背量与预设容差之和以内, 且在有限时间内实现约束解耦, 优先确保硬约束

的严格满足. 仿真结果验证了该方法的有效性.
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Abstract   This paper investigates the tracking control problem for a class of uncertain nonlinear systems subject to
simultaneous soft and hard output constraints. The safety-related output constraints are modeled as inviolable hard
constraints, while the desired tracking performance is characterized by adjustable soft constraints. To address po-
tential conflicts between soft and hard constraints, a smooth transition function is introduced, based on which con-
vex combination operators are constructed to directly modify the soft constraint boundaries, thereby ensuring their
compatibility with the hard constraints. On this basis, the hard constraints and the modified soft constraints are
consolidated to construct a constraint structure with smooth boundaries. Based on this consolidated constraint
structure and combined with funnel control techniques, a low-complexity robust control algorithm is proposed to en-
sure the simultaneous satisfaction of the hard constraints and the modified soft constraints. Unlike existing meth-
ods that rely on auxiliary dynamic systems to indirectly adjust soft constraints, the proposed strategy eliminates the
need for extra dynamic systems, resulting in a structurally simple and easy-to-implement static controller. Further-
more, when conflicts between soft and hard constraints occur, the proposed method ensures that the soft-constraint
violation remains within a prescribed tolerance above the minimum violation necessary to satisfy the hard con-
straints, and achieves constraint decoupling within a finite time, thereby prioritizing the strict satisfaction of hard
constraints. Simulation results verify the effectiveness of the proposed method.
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近年来, 无人自主系统领域取得显著进展, 尤
其在四旋翼飞行器[1−3]、双足机器人[4−6] 和自动驾驶

汽车[7−9] 等前沿应用中发展迅速. 这些系统在实际运

行过程中通常面临双重需求: 一方面, 与系统安全

直接相关的约束 (如避障边界、稳定裕度等)必须严

格满足, 因此被视为硬约束; 另一方面, 为提升系统

性能, 诸如轨迹跟踪精度、响应速度或能量效率等

指标需根据任务需求与环境变化进行调节, 通常以

软约束形式加以刻画. 这种双重需求在动态复杂环

境下不可避免地引入一个核心挑战: 当软约束与硬

约束发生冲突时, 如何在确保硬约束满足的前提下,
尽可能兼顾软约束的性能要求.

针对非线性系统的约束控制问题, 现有研究提

出多种解决方案, 包括漏斗控制 (funnel control,
FC)[10−15]、预设性能控制 (prescribed performance
control, PPC)[16−20] 以及控制障碍函数 (control bar-
rier function, CBF)[21−25] 等. 其中, 漏斗控制通过构

造时变漏斗边界, 将系统输出跟踪误差限制在预先

设计的性能包络内, 为不确定非线性系统提供一种

低复杂度、不依赖精确模型的鲁棒约束控制方案.
近年来, 漏斗控制方法已成功应用于线性系统[26−27]、

高阶非线性系统[28] 以及无限维系统[29−31], 并在与事

件触发机制[32] 和输入约束处理[33] 等控制策略的结

合中展现出良好的可扩展性. 需要指出的是, 漏斗

控制的核心是利用依赖系统状态的时变非线性增

益, 实现对输出误差的自适应高增益调节, 从而避

免传统固定增益设计引起的保守性问题.
PPC方法则从期望性能指标出发, 通过设计性

能变换函数, 将跟踪误差的瞬态与稳态性能要求转

化为等价约束问题, 并据此构造控制律以保证变换

后信号的有界性. 该方法最初为解决具有任意相对

阶的非线性系统鲁棒自适应控制问题而提出[16, 34].
随后, 通过引入无逼近设计技术, 控制器结构得到

显著简化[17, 35]. 近年来, PPC方法进一步拓展至输

入受限、初始条件依赖、有限时间收敛以及复杂约

束情形等更一般的控制场景[36−42].
相比之下, CBF方法通过在优化框架中将安全

约束显式建模为硬约束, 同时将性能指标视为可放

宽的软约束. 现有 CBF方法主要针对常值约束, 近
期研究通过引入时变 CBF框架[43−45], 将其推广至具

有时变硬输出约束的情形. 然而, 该类方法通常依

赖精确的系统模型信息, 且计算复杂度较高.
尽管 FC和 PPC在处理不确定条件下的约束

控制方面取得丰富成果, 但现有研究大多聚焦单一

类型约束. 面对需同时兼顾硬约束 (如避障边界)与
软约束 (如跟踪精度)的复杂场景, 系统性解决方案

tanh(·)

仍相对有限. 为应对这一问题, 文献 [46]提出一种

面向时变软、硬输出约束的漏斗控制方法, 其核心

思想是通过在线漏斗重构, 在严格满足硬约束的同

时尽可能满足软约束. 但该方法仍存在两个显著局

限 : 其一 , 所采用的近似机制 (包括 LSE (Log-
SumExp)与基于  的符号函数逼近)不可避

免地引入逼近误差; 其二, 由于依赖辅助动态系统

对软约束进行修正, 难以在冲突区间内对软约束违

背量进行精确调控. 此外, 针对具有多个时变输出

约束的不确定高阶多输入多输出非线性系统, 文献

[47] 提出一种将多约束合并为单一约束的设计方

法, 但该方法难以有效处理具有不同优先级的软约

束与硬约束问题.
基于上述分析, 本文针对一类不确定非线性系

统的软、硬输出约束控制问题, 提出一种基于光滑

过渡函数与凸组合算子的漏斗控制框架. 为应对软、

硬约束可能发生的冲突, 本文引入光滑过渡函数和

凸组合算子对软约束边界进行直接修正, 在保证其

与硬约束兼容的同时, 将软约束违背量严格限制在

满足硬约束所需的最小违背量与预设容差之和以

内. 在此基础上, 对硬约束与修正后的软约束进行

整合, 并结合漏斗控制方法, 设计一种低复杂度鲁

棒控制算法, 确保系统能够同时满足硬约束与修正

后的软约束. 与现有方法相比, 所提方法结构简洁、

易于实现, 且在约束冲突发生时能够在有限时间内

实现约束解耦, 从而优先保障硬约束的严格满足.
仿真结果验证了所提方法的有效性.

N R R≥0

R>0

k ∈ N Rk k Ck(R≥0;R)
R≥0 R k BCk(R≥0;

R) k A, B

⊂ Rm dist(A, B) :=

infa∈A, b∈B ∥a− b∥ x ∈ Rm S ⊂ Rm

dist(x, S) := infs∈S ∥x− s∥
exp(·)

本文采用如下符号:   表示自然数集合;  ,  ,
 分别表示实数、非负实数和正实数集合 ; 对
,   表示  维欧几里得空间;   表示

从  到  的  次连续可微函数集合; 
 表示其直至  阶导数均有界的子集; 对集合 

,  定义两集合之间的距离为  

;  对点   与集合  ,
定义点到集合的距离为 ;

 表示指数函数.

 1　问题描述与预备知识

 1.1　问题描述

考虑如下一类不确定非线性系统
ẋi = fi(x̄i) + gi(x̄i)xi+1, i = 1, · · · , n− 1

ẋn = fn(x̄n) + gn(x̄n)u

y = x1

(1)

x̄i = [x1, · · · , xi]
T ∈ Ri, i = 1, · · · , n x̄n ∈其中  ;  
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Rn x̄n(0) = [x1(0), · · · ,
xn(0)]

T u ∈ R y ∈ R
fi, gi : Ri → R

i = 1, · · · , n

 为系统状态向量, 初始条件为 

;   和  分别表示控制输入和系统

输出;   为满足局部 Lipschitz连续的

未知函数,  .
gi(x̄i)

g0i > 0 |gi(x̄i)| ≥ g0i i = 1, · · · , n
gi(x̄i) > 0

假设 1. 函数  符号已知, 且存在未知常数

 使得  ,   .  不失一般

性, 假设 .
yd(t) ∈ BC1(R≥0;R)假设 2. 期望轨迹 .

yd(t)

y(t)

给定满足假设 2 的期望轨迹  , 系统输出

 受到如下两类时变约束.
•  硬 (安全) 约束:

h(t) < y(t) < h(t), ∀t ≥ 0 (2)

h, h ∈ BC1(R≥0;R)其中  分别表示硬约束的上界和

下界.
•  软 (性能) 约束:

ŝ(t) < y(t)− yd(t) < ŝ(t), ∀t ≥ 0 (3)

ŝ, ŝ ∈ BC1(R≥0;R) s(t) := ŝ(t) + yd(t)

s(t) := ŝ(t) + yd(t) s(t) < y(t) <

s(t) s, s ∈ BC1(R≥0;R)

其中  . 令   和　

, 则软约束可改写为 

, 其中  分别表示软约束的上

界和下界.
σh, σs > 0 h(t)− h(t) ≥

σh s(t)− s(t) ≥ σs

假设 3. 存在常数 , 使得 

 且 .
t = 0

y(t)

y(0) ∈ (s(0), s(0)) ∩ (h(0), h(0)) ̸= ∅ x0
1 := x1(0)

= y(0)

假设 4. 在   时刻 , 硬约束 (2) 和软约束

(3)兼容, 且系统输出  同时满足 (2)和 (3), 即
. 记 

.
为刻画系统输出的可行域, 引入如下时变集合:

Rh(t) := {x1 ∈ R | h(t) < x1 < h(t)}, t ≥ 0 (4a)

Rs(t) := {x1 ∈ R | s(t) < x1 < s(t)}, t ≥ 0 (4b)

Ic

为准确描述软、硬约束之间的兼容关系, 定义

兼容时间集合  为

Ic := {t ∈ R≥0|Rh(t) ∩Rs(t) ̸= ∅} (5)

R≥0 \ Ic

dmin(t)

补集  表示软、硬约束发生冲突的时间

集合. 进一步, 在冲突时间区间上, 定义最小软约束

违背量函数  为

dmin(t) := dist
(
Rh(t), Rs(t)

)
, t ∈ R≥0 \ Ic (6)

该函数刻画了在严格满足硬约束时, 软约束的最小

违背量.

u(t, x̄n)

控制目标. 设计一个鲁棒、低复杂度的状态反

馈控制器 , 使得下列目标同时成立:
1) y(t) ∈ Rh(t),

∀t ≥ 0

  系统输出严格满足硬约束, 即 

;

2) Ic  在兼容时间集合  上, 系统输出尽可能满

足软约束;
R≥0 \ Ic

δ > 0

δ dist(y(t),

Rs(t)) < dmin(t) + δ

3) 在冲突时间集合  上, 对于给定的容

差 , 将软约束违背量严格限制在满足硬约束

所需的最小违背量与  之和以内, 即确保 

.

 1.2　相关定义和引理

θτ ∈ BC∞(R; [0, 1])定义 1 [ 4 8 ]. 光滑过渡函数  

定义为

θτ (x) =


1, x ≥ τ

0, x ≤ 0

ν(x), 0 < x < τ

(7)

τ > 0 ν(x)

(0, τ)

θτ (x)

其中  为过渡延迟参数; 函数  为定义在时

间区间  上的光滑严格单调递增函数, 确保函

数  从 0到 1的光滑过渡.
ν(x)注 1. 本文中函数  选取为[49]

ν(x) =
1

1 + exp
[
τ
(

1
x − 1

τ−x

)] , x ∈ (0, τ) (8)

µ ∈ BC1(R≥0; [0, 1]) a, b ∈
C(R≥0;R) µ(·)

Pµ : C(R≥0;R)× C(R≥0;R) → C(R≥0;R)

定义 2. 设函数   且  

, 称  为凸组合权函数. 相应地, 凸组

合算子  定

义如下:

[Pµ(a, b)](t) := µ(t)a(t) +
(
1− µ(t)

)
b(t) (9)

t ≥ 0其中 .
考虑如下初值问题:

ξ̇ = Φ(t, ξ), ξ(0) = η ∈ G (10)

η G ⊂ Rn Φ : R≥0

×G → Rn t ξ

其中,   为初值;   为非空开集; 函数 

 关于  分段连续, 且关于  局部 Lipschitz　

连续.
定义 3[50]. 若初值问题 (10)的解不存在合适的

右延拓, 则称该解为最大解.
ξ(0) = η ∈ G

ξ : [0, tf ) → G tf > 0

引理 1[50]. 对任意初值 , 初值问题

(10)存在唯一最大解 , 其中 .
ξ : [0, tf ) → G

tf < ∞ G′ ⊂ G ts ∈
[0, tf ) ξ(ts) /∈ G′

引理 2 [51]. 若  为 (10) 的最大解

且满足 , 则对任意紧子集 , 存在 

 使得 .

 2　输出可行域在线修正

y

O
系统输出  同时受到硬约束 (2)和软约束 (3)

的限制. 相应地, 定义输出可行域  为

O := O1 ∪ O2 (11)

O1 O2其中  和  定义为

9 期 左凰等: 具有软、硬输出约束的不确定非线性系统漏斗控制: 一种直接修正方法 2059



{
O1 := {(t, x1) | t ∈ Ic, x1 ∈ Rh(t) ∩Rs(t)}

O2 := {(t, x1) | t ∈ R≥0 \ Ic, x1 ∈ Rh(t)}

O
Rh(t)

∩ Rs(t) = ∅ Ic ⊂ R≥0 O2 ̸= ∅ O1 ∩ O2

= ∅ O

输出可行域  的连通性对于连续反馈控制设

计至关重要. 然而, 当软、硬约束发生冲突, 即 

 时, 有  且 , 从而 

, 故  不连通.

O′

O′

O′ Oρ

为了恢复输出可行域的连通性, 本文在严格满

足硬约束的前提下对软约束边界进行在线实时修

正, 从而构造了修正后的输出可行域 . 需要指出

的是, 尽管  为连通集, 但其边界一般为非光滑函

数. 为便于后续漏斗控制器设计与稳定性分析, 本
文进一步将原始硬约束与修正后的软约束整合为一

组光滑约束边界, 由此得到一个边界光滑且包含于

 的输出可行域 .

 2.1　软约束在线修正

θκ−δ(·)
针对软、硬输出约束冲突引起的可行域不连通

问题, 首先利用定义 1中的光滑过渡函数  来

表征软、硬约束的兼容与冲突状态, 具体如下:

µ1(t) := θκ−δ

(
h(t)− s(t)− δ

)
(12a)

µ2(t) := θκ−δ

(
s(t)− h(t)− δ

)
(12b)

δ ∈ (0, σh/2) κ ∈ (δ, σh/2)其中  为给定的容差参数, 
为待设计的过渡参数.

µ1, µ2 ∈ BC1(R≥0; [0, 1])定理 1. 函数  , 且满

足如下性质:
1) µ1(t)µ2(t) = 1 Rh(t) ∩Rs(t) ̸= ∅  若 , 则 ;
2) Rh(t) ∩Rs(t) = ∅ µ1(t)µ2(t) = 0  若 , 则 .

h, h, s, s ∈ BC1(R≥0;R)
µ1, µ2 ∈ BC1(R≥0; [0, 1])

证明. 由于  , 结合式

(12)和定义 1可知,  .
φ(t) := h(t)− s(t) φ(t) := s(t)− h(t)令   和  , 由

式 (12)可得

µ1(t) =


1, φ(t) > κ

ν
(
φ(t)− δ

)
, δ ≤ φ(t) ≤ κ

0, φ(t) < δ

(13a)

µ2(t) =


1, φ(t) > κ

ν
(
φ(t)− δ

)
, δ ≤ φ(t) ≤ κ

0, φ(t) < δ

(13b)

t ≥ 0 Rh(t) ∩Rs(t) ̸= ∅
h(t) > s(t) s(t) > h(t) φ(t) > 0 φ(t) > 0

注意到, 对任意 ,   当且仅

当  且 , 即  且 .
µ1(t)µ2(t) = 1 φ(t) > κ >

0 φ(t) > κ > 0 Rh(t) ∩Rs(t) ̸= ∅
当  时, 由式 (13)可知 

 且  , 从而 .
t ≥ 0 Rh(t) ∩Rs(t) = ∅同理, 对任意 , 当  时, 必

φ(t) ≤ 0 φ(t) ≤ 0 δ > 0 µ1(t) =

0 µ2(t) = 0 µ1(t)µ2(t) = 0

有  或 . 又由于 , 可推得 

 或 . 因此,  . □

µ1(t)µ2(t)

µ1(t)µ2(t) = 1

µ1(t)µ2(t) = 0 0 <

µ1(t)µ2(t) < 1 h(t)− κ < s(t) < h(t)− δ h(t)

+ δ < s(t) < h(t) + κ

注 2. 由定理 1可知, 函数  可被视为

软、硬约束兼容与冲突状态之间的光滑切换信号.
具体而言,   表示该时刻约束完全兼

容 ;    表示该时刻约束冲突 ;  而  

, 即   或　 

, 对应于软约束即将违背硬约

束或当由冲突恢复至兼容状态时的过渡区间.
µ1(t), µ2(t)结合式 (12)定义的函数  和凸组合

算子 (9), 修正后的软约束边界设计为

p(t) =
[
Pµ2

(
Pµ1

(
s, h+ c

)
, h+ δ

)]
(t) (14a)

p(t) =
[
Pµ1

(
Pµ2

(s, h− c) , h− δ
)]

(t) (14b)

c ∈ R>0

Rp(t) := {x1 ∈ R | p(t) < x1 < p(t)}, t ≥
0 I ′c := {t ∈
R≥0|Rh(t) ∩Rp(t) ̸= ∅}

O′ = O′
1 ∪ O′

2 O′
1 := {(t, x1)∈R≥0 ×

R | t ∈ I ′c, x1 ∈ Rh(t) ∩Rp(t)} O′
2 := {(t, x1) ∈ R≥0

× R | t ∈ R≥0 \ I ′c, x1 ∈ Rh(t)}

其中  为设计参数. 相应地, 修正后的软约束

集合定义为 

.  同时 ,  引入修正后的兼容时间集合  

. 由此, 修正后的输出可行

域定义为 , 其中 

, 
.

定理 2. 若软、硬约束满足假设 3, 则修正后的

软约束边界 (14)满足如下性质:
p, p ∈ BC1(R≥0;R) t ∈ R≥0\

Ic

1)  , 且对于任意  

, 有

h̄(t)− p(t) = δ, s(t) ≥ h̄(t) (15a)

p̄(t)− h(t) = δ, s̄(t) ≤ h(t) (15b)

t ≥ 0 p(t)− p(t) ≥ min{σs, δ + c}
> 0

2) 对所有   ,  
;

O′3)修正后的输出可行域  为连通集.
h, h, s, s ∈ BC1(R≥0;R)

µ1, µ2 ∈ BC1(R≥0; [0, 1])

p, p ∈ BC1(R≥0;R)

证明. 1) 由于  , 根据

定理 1可知 . 结合凸组合

算子 (9), 可知 .

t ∈ R≥0 \ Ic s(t) ≥ h(t)

s(t) > s(t) ≥ h(t) > h(t) φ(t) ≤ 0 < δ

φ(t) > σh > κ µ1(t) = 0 µ2(t) =

1 p(t) = h(t) p(t) =

h(t)− δ h(t)− p(t) = δ

对任意  ,  当   时 ,  必有

, 进而可得   且

. 根据式 (13)可知  且 

. 将其代入式 (14), 计算可得  且 

, 即 , 故式 (15a)成立.

s(t) ≤ h(t) µ1(t) = 1 µ2(t) =

0 p(t) = h(t) + δ p(t) = h(t)

同理 , 当   时有   且 
, 可得  且 , 故式 (15b)亦

成立.
t ∈

R≥0 \ Ic t ∈ Ic

2) 根据 1) 中的证明过程可知 ,  对任意  

, 性质 2)显然成立. 下面考虑对任意 

的情形.
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s(t) ≤ h(t)− κ s(t) ≥ h(t) + κ

µ1(t) = 1 µ2(t) = 1

p(t)

= s(t) p(t) = s(t) p(t)− p(t) = s(t)− s(t)

≥ σs ≥ min{σs, δ + c}

当  且  时, 由定理

1中的式 (13)可知  且 , 此时软约

束和硬约束兼容. 将其代入式 (14), 计算可得 

 且  . 因此, 
.

h(t)− κ < s(t) < h(t)− δ µ1(t)∈(0, 1)

κ < σh/2 ≤ (h(t)− h(t))/2 s(t)> h(t)

− κ > h(t) + κ φ(t) > κ µ2(t) = 1

µ1(t) µ2(t) p(t) = [Pµ1
(s, h +

c)](t) p(t) = [Pµ1
(s, h− δ)](t) Pµ

s(t)− s(t) ≥ σs

当  时, 有 .
注意到  , 可知  

, 进而可得 , 故 . 将
 和  代入式 (14), 可得 
,  . 结合凸组合算子 

的线性性质及 , 可推得

p(t)− p(t) = µ1(t)
(
s(t)− s(t)

)
+(

1− µ1(t)
)
(δ + c) ≥

µ1(t)σs +
(
1− µ1(t)

)
(δ + c) ≥

min{σs, δ + c} (16)

h(t) + δ < s(t) < h(t) + κ µ1(t) =

1 µ2(t) ∈ (0, 1) p(t)− p(t) ≥ min{σs,

δ + c}

同理, 当   时, 有 

 且 . 类似可推得 
.

t ≥ 0 p(t)− p(t) ≥ min{σs,

δ + c} > 0

综上, 对所有 , 总有 

 成立.
t ≥ 03)首先证明, 对任意 , 修正后的软约束边

界与硬约束始终满足如下兼容条件:

h(t) < p(t)且 p(t) < h(t) (17)

t ∈ R≥0 \ Ic
p(t) = h(t) > h(t) p(t) = h(t)− δ < h(t)

p(t) = h(t) + δ > h(t) p(t) = h(t) < h(t)

仿照 2) 中的分析 ,  当   时 ,  易知

 且   恒成立 ;

或   且    恒成

立. 此时, 式 (17)显然成立.
t ∈ Ic s(t) <

h(t) s(t) > h(t) µ1(t) = µ2(t) = 1

当  时, 原始软、硬约束兼容, 即满足 

 且 . 若 , 则由 (14)直
接可得式 (17)成立.

0 < µ1(t) < 1 µ2(t) = 1

Pµ

进一步地, 若   且  , 将其

代入 (14), 并利用凸组合算子  的单调性, 有{
p(t) = [Pµ1

(s, h+ c)](t) > [Pµ1
(h, h)](t) = h(t)

p(t) = [Pµ1(s, h− δ)](t) < [Pµ1(h, h)](t) = h(t)

即式 (17)成立.
µ1(t) = 1 0 < µ2(t) < 1类似地, 当  且  时, 可推得{

p(t) = [Pµ2
(s, h+ δ)](t) > [Pµ2

(h, h)](t) = h(t)

p(t) = [Pµ2
(s, h− c)](t) < [Pµ2

(h, h)](t) = h(t)

故式 (17)亦成立.
t ≥ 0

p(t) < p(t) Rh(t) ∩Rp(t) ̸= ∅
I ′c = R≥0

综上, 对任意 , 式 (17)恒成立. 进一步结

合性质 2) 可知  , 且   恒

成立, 从而  . 因此, 修正后的输出可行域

O′  为连通集. □

O′
注 3. 由定理 2的性质 3)可知, 修正后的软约

束与原始硬约束构成的输出可行域  可表示为

O′ =
{
(t, x1) | t ≥ 0, x1 ∈ Rh(t) ∩Rp(t)

}
(18)

q(t) := min{h(t), p(t)} q(t) := max{h(t),
p(t)} x1 ∈ Rh(t) ∩Rp(t)

q(t) < x1 < q(t) q(t) q(t) min

max

令  ,  

, 则式 (18) 中的条件   等价

于  . 由于   和   分别由   和

 算子确定, 其边界通常不具备光滑性.
为便于后续控制器设计与稳定性分析, 第 2.2

节进一步将原始硬约束与修正后的软约束整合为

一组光滑约束边界, 从而构造出边界光滑的输出可

行域.

 2.2　光滑约束边界构造

ρ(t) ρ(t)

Oρ

不同于文献 [46]中基于 LSE的约束边界构造

方法 (该方法不仅会引入不可避免的逼近误差, 且
可能导致数值稳定性问题), 本节利用光滑过渡函

数与凸组合算子技术, 在不引入任何逼近误差的前

提下, 构造了一组光滑约束边界  和 , 从而

确立了边界光滑的输出可行域 . 具体构造过程

如下.
m ∈ C(R≥0;R)

ϕϵ(m(t))

首先, 对任意函数 , 定义如下辅

助函数 :

ϕϵ(m(t)) := [Pθϵ(m)(m, ϵ)](t) =

θϵ(m(t))m(t) +
(
1− θϵ(m(t))

)
ϵ (19)

ϵ ∈ (0, σs/2) θϵ(m(t)) Pθϵ(m)其中  为设计参数,   和  分

别为光滑过渡函数和凸组合算子.
ϕϵ(m(t))

ρ(t) ρ(t)

利用辅助函数 , 将原始硬约束 (2)和
修正后的软约束 (14)整合, 构造如下光滑约束边界

 和 :

ρ̄(t) =
h̄(t) + p̄(t)

2
− ϕε

(
|h̄(t)− p̄(t)|

2

)
(20a)

ρ(t) =
h(t) + p(t)

2
+ ϕε

(
|h(t)− p(t)|

2

)
(20b)

ρ, ρ ∈ BC1(R≥0;R) t

Rρ(t) := {x1 ∈ R | ρ(t) < x1 < ρ(t)}
显然,  . 定义时刻  的输出

可行区间为 . 相

应地, 可定义具有光滑边界的输出可行域为

Oρ := {(t, x1) | t ≥ 0, x1 ∈ Rρ(t)} (21)

ρ(t) ρ(t)定理 3.  光滑约束边界   和   满足如下

性质:
1) |h(t)− p(t)| ≥ 2ϵ ρ(t) = q(t) |h(t)−

p(t)| < 2ϵ q(t)− ϵ ≤ ρ(t) < q(t)

  若 , 则 ; 若 

, 则  .
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2) |h(t)− p(t)| ≥ 2ϵ ρ(t) = q(t) |h(t)−
p(t)| < 2ϵ q(t) < ρ(t) ≤ q(t) + ϵ

  若 , 则 ; 若 

, 则 .
证明. 下面仅给出性质 1)的证明, 性质 2)可完

全类似地得到.
|h(t)− p(t)| ≥ 2ϵ θϵ

(
|h(t)−

p(t)|/2) = 1 ϕϵ

(
|h(t)− p(t)|/2

)
= |h(t)− p(t)|/

2

当  时, 由定义 1可知 

, 从而 

. 代入 (20a)可得

ρ(t) =
h(t) + p(t)

2
− |h(t)− p(t)|

2
=

min
{
h(t), p(t)

}
= q(t) (22)

|h(t)− p(t)| < 2ϵ θϵ
(
|h(t)− p(t)|/2

)
<

1 ϕϵ

当  时, 有 

. 展开  并代入 (20a)可得:

ρ(t) =
h(t) + p(t)

2
−

[
|h(t)− p(t)|

2
+

(
1− θϵ

(
|h(t)− p(t)|

2

))
×

(
ϵ− |h(t)− p(t)|

2

)]
=

q(t)−
(
1− θϵ

(
|h(t)− p(t)|

2

))
×(

ϵ− |h(t)− p(t)|
2

)
(23)

0<1− θϵ
(
|h(t)− p(t)|/2

)
≤ 1 0 < ϵ −

|h(t)− p(t)|/2 ≤ ϵ q(t)− ϵ ≤ ρ(t) < q(t)

注意到  且 

, 可得 .
综上, 性质 1)成立. 同理, 性质 2)亦成立.  □

Oρ

Oρ ⊂ O′ u(t, x̄n)

y ∈ Oρ

t ≥ 0 y ∈ Rh(t) t ∈ Ic

y ∈ Rρ(t) ⊂ Rh(t) ∩Rp(t) t ∈ R≥0 \ Ic y ∈
Rp(t) dist(y(t), Rs(t)) < dmin(t) + δ

Oρ

注 4. 由定理 3可知, 输出可行域  具有光滑

边界, 且满足 . 进一步地, 若控制器 

能保证闭环系统输出满足 , 则结合定理 2和
定理 3 可知: 对任意  , 有  ; 当  

时,  ; 当  时, 
. 因此有  . 至此,

原控制目标被等价转化为在线修正后输出可行域

 的约束满足问题.
注 5. 与文献 [46]不同, 本文通过光滑过渡函数

与凸组合算子直接对约束边界进行修正与整合, 避
免了引入辅助动态系统、LSE及符号函数逼近. 该
直接修正机制不仅消除了逼近误差和规避了潜在的

数值问题, 而且能够在约束冲突发生前于有限时间

内实现软、硬约束的有效解耦.

δ ∈
(0, σh/2) δ

注 6. 本文所提可行域在线修正方案中参数选

取与调试策略可概括如下 :  首先 ,  容差参数  

 用于调节软约束的违背量. 选取较小的 

虽可减小实际违背量, 但可能导致控制输入幅值增

大, 故需在控制代价与任务可容忍的违背量之间进

κ ∈ (δ, σh/2)

κ

δ c ∈ R>0

ϵ ∈ (0, σs/2)

行合理折中. 其次, 过渡参数  决定软

约束修正过程的过渡时长. 选取较小的  能加快冲

突响应, 但同样可能增大控制输入幅值, 其折中整

定原则与  类似. 再次, 设计参数  可用于进

一步调节软约束的实际违背量, 其取值可结合输出

可行域的裕度 (即软约束与硬约束的上下边界之

差)进行选取. 最后, 参数  应依据软约

束与硬约束边界的变化率进行设定.

 2.3　漏斗控制器设计

Oρ

y(t) ∈
Oρ ∀t ≥ 0

本节针对上一节构造的输出可行域  (由
(21)给出), 设计一种结构简洁、计算复杂度低的鲁

棒漏斗控制器 , 以保证系统输出始终满足  

,  .
控制器设计步骤具体如下:

ξ1(t) :=
(
2x1(t) −

ρ(t)− ρ(t)
)
/
(
ρ(t)− ρ(t)

)
v1

步骤 1. 定义归一化坐标变换 

. 设计第一个虚拟控制器

 为:

v1 = − k1ξ1
1− ξ21

(24)

k1 > 0其中  为待设计的增益参数.
i i = 2, · · · , n i

ri ∈ BC1(R≥0;R>0)

r0i ∈ R>0 t ≥ 0 ri(t) ≥ r0i
ri(0) > |xi(0)− vi−1(0)|

ξi := (xi − vi−1)/ri

i vi

u

步骤   ( ) . 预选第   个辅助函数

 为严格正函数 ,  且存在常数

 使得对所有   均有  .  此外 ,
该函数满足初始条件 . 在此

基础上, 定义归一化误差变量  ,
并分别设计第   个虚拟控制器   与实际控制器

 为:

vi = − kiξi
1− ξ2i

, i = 2, · · · , n (25)

u = vn (26)

ki ∈ R>0 i = 2, · · · , n其中  为待设计的增益参数,  .
k1 kn上述增益参数  到  在实际应用中应结合控

制带宽与执行器受限情况进行选取.
注 7. 文献 [46]通过引入辅助动态系统实现对

软约束的间接修正, 因此在控制器执行过程中需额

外求解微分方程以获得修正后的软约束边界, 这在

一定程度上增加了控制器的计算复杂度. 与文献

[46]不同, 本文采用光滑过渡函数与凸组合算子对

软约束边界进行直接修正, 无需引入任何辅助动态

系统, 从而保证所设计的控制器具有静态状态反馈

形式, 有效降低了计算复杂度.

 2.4　稳定性分析

下面给出本文的主要结果.
s(t)定理 4. 给定满足假设 3 的软约束边界  ,
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s(t) h(t), h(t)

x0
1

y Oρ

 以及硬约束边界 , 考虑系统 (1), 其初

始条件  满足假设 4, 设计实际控制器 (26), 虚拟

控制器 (24)和 (25), 则闭环系统的所有信号均有

界, 且系统输出  始终保持在输出可行域  内.

[0, tf )

tf = +∞

证明. 证明分为三个部分. 首先, 证明闭环系统

在其最大存在区间  上存在唯一解; 其次, 利
用反证法证明 ; 最后, 实现预期控制目标.

a1(t) := 2/
(
ρ(t)− ρ(t)

)
b1(t) :=(

ρ(t) + ρ(t)
)
/
(
ρ(t)− ρ(t)

)
ai(t) := 1/ri(t) bi(t)

:= vi−1(ξi−1(t))/ri(t) i = 2, · · · , n ξj(t) = aj(t)

× xj(t)− bj(t) j = 1, · · · , n xn+1(t)

:= u(t) = vn(t) ξn+1(t) := ξn(t)

第一部分. 定义 , 

 以及 , 

,  , 故 

,  . 进一步定义  

,  .
vj ξj

vj(t) = v̆j(ξj(t)), j = 1, · · · , n x1 = ((ρ(t)

− ρ(t))ξ1 + (ρ(t) + ρ(t)))/2 = x̆1(t, ξ1) xi = vi−1 +

riξi = x̆i(t, ξ1, · · · , ξi) i = 2, · · · , n ξ1

ξ̇1 (t, ξ1, ξ2)

ξ̇1 = ℏ1(t, ξ1, ξ2) i = 2, · · · ,
n ξ̇i = ℏi(t, ξ1, · · · , ξi+1) ξ = [ξ1, · · · , ξn]T

由式 (24) ~ (26)可知,   可表示为  的函数, 记
作 . 同时, 

,  
,  . 对  沿时间

求导并结合系统 (1), 可知  可表示为  的

函数, 记作 . 类似地, 对 

 有  . 令  ,

闭环系统可写为

ξ̇ =

 ℏ1(t, ξ1, ξ2)
...

ℏn(t, ξ1, · · · , ξn)

 := H(t, ξ) (27)

H(t, ξ) t ξ

fi, gi x̄i ρ, ρ, ri ∈
BC1(R≥0;R) H ξ

t E = (−1, 1)n ⊂ Rn x0
1 ∈

Rρ(0) ξ1(0) ∈ (−1, 1) ri

ξi(0) ∈ (−1, 1) i = 2, · · · , n ξ(0) ∈ E
[0, tf )

其中   为关于   和   的向量值函数. 注意到

 关于   局部 Lipschitz 连续 , 且  

. 易得  关于  局部 Lipschitz连续且

关于  连续. 定义开集 . 由于 

, 可知 . 此外,   的选取保证了

 ( ), 故 . 根据引

理 1, 闭环系统 (27)在其最大存在区间  上存

在唯一解.
第二部分. 选取障碍 Lyapunov函数

V1(ξ1) :=
1

2
ln
(

1

1− ξ21

)
(28)

对时间求导可得

V̇1 = (∇ξ1V1)ξ̇1 =

∇ξ1V1

(
a1(f1 + g1x2) + ȧ1x1 − ḃ1

)
(29)

v1 = −k1ξ1/(1− ξ21) = −k1∇ξ1V1

x2 = −k1∇ξ1V1 + r2ξ2 c1 :=(a1f1 + ȧ1x1 − ḃ1)/

(a1g1) + r2ξ2 c1 t ∈ [0, tf )

注意到 , 可得

. 定义 

, 易知  对任意  均有界. 式
(29)放缩可得

V̇1 = a1g1(c1∇ξ1V1 − k1|∇ξ1V1|2) ≤

a1g1
(
∥c1∥∞|∇ξ1V1| − k1|∇ξ1V1|2

)
(30)

|∇ξ1V1| ≥ ∥c1∥∞/k1 V̇1 ≤ 0 V1

[0, tf )

V ∗
1 V1(t) ≤ max{V1(0), V

∗
1 } V1 ∈ C1((−1,

1); R≥0) ξ1 |ξ1(t)| ≤ ξ1 < 1

t ∈ [0, tf ) v1 v̇1

[0, tf ) b2 = v1/r2

ḃ2 = ∂b2
∂t + ∂b2

∂v1
v̇1 ḃ2 [0, tf )

当  时, 有 . 因此, 

在时间区间  上一致最终有界, 即存在正常数

 使得 . 由于 

, 故存在正常数  使得  对

所有  成立. 结合式 (24), 可推得  和 

在时间区间  内均有界. 又由  可知

, 故  在时间区间  内亦有界.

i = 2, · · · , n对于 , 选取障碍 Lyapunov函数

Vi(ξi) :=
1

2
ln
(

1

1− ξ2i

)
(31)

沿时间求导可得

V̇i = ∇ξiVi

(
ai(fi + gixi+1) + ȧixi − ḃi

)
(32)

vi = −kiξi/(1− ξ2i ) = −ki∇ξiVi

ξi |ξi(t)| ≤ ξi < 1 ∀t ∈
[0, tf ) vi (i =

2, · · · , n− 1) u [0, tf )

注意到  .  类似

式 (30), 存在正常数 , 使得 , 

. 结合式 (25)和 (26)可知虚拟控制器 

 和实际控制器  均在时间区间 

上有界.
tf = +∞ tf <

+∞ E ′ =
∏n

i=1[−ξi, ξi] ⊂ E ξ(t)

∈ E ′ t ∈ [0, tf ) tf

= +∞

下面利用反证法证明  . 若假设  

, 则存在紧集 , 使得 

 对所有  成立, 这与引理 2矛盾, 故 

.
x̄n = [x1,

· · · , xn]
T vi i = 1, · · · , n− 1

u t ≥ 0 ξ1(t) ∈
(−1, 1) t ≥ 0 ρ(t) < y(t) < ρ(t)

{(t, y(t)) | t ≥ 0}
Oρ

第三部分. 由第二部分可知, 状态向量 

, 所有虚拟控制器  ( )以

及实际控制器  在  均有界. 进一步, 由 

 可得对任意  有 , 即闭

环系统输出轨迹  始终位于修正后

的可行域  内. 结合注 4可知, 预期控制目标得以

实现.  □

y

Oρ

dist(y(t),

Rs(t)) < dmin(t) + δ

dmin(t) + δ

e(t) := y(t)− yd(t)

注 8. 由定理 4可知, 无论系统的软、硬约束处

于兼容还是冲突状态, 本文所设计的漏斗控制策略

均能保证闭环系统的稳定性, 并使系统输出  始终

保持在修正后的输出可行域  内. 当软、硬约束发

生冲突时 ,  根据定理 2 中式 (15) 可得  

, 即软约束的违背量被严格限制

在  以内. 结合式 (3)可知, 系统的跟踪误

差  满足

ŝ(t)− dmin(t)− δ < e(t) < ŝ(t) + dmin(t) + δ

y yd(t)从而确保闭环系统输出   始终在期望轨迹　 

附近.

fi, gi

Oρ

注 9. 值得指出的是, 本文所提漏斗控制策略不

依赖系统函数  的精确信息. 当系统存在有界

扰动时, 所设计的漏斗控制器仍能确保系统输出始

终保持在修正后的输出可行域  内.
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 3　数值仿真

考虑如下二阶非线性系统:
ẋ1 = exp (−0.1x1) + x2

1 + (x2
1 + 2)x2

ẋ2 = sin(x1x
2
2) + (x2

1 + x4
2 + 4)u

y = x1

(33)

x(0) = [x1(0), x2(0)]
T =

[0.7, 0]T yd = 0.7 sin(t) + 0.7

u t ≥ 0

其中系统的初始状态为  

. 期望输出轨迹选取为 ,
显然满足假设 2. 控制目标是设计状态反馈控制器

, 使闭环系统在  上同时满足如下约束条件:
•  硬约束:

h(t) < y(t) < h(t), ∀t ≥ 0

•  软约束:

ŝ(t) < y(t)− yd(t) < ŝ(t), ∀t ≥ 0

其中约束边界设定为
h(t) = 1.2 + 0.05 sin

(π
2
t
)

h(t) = 0.2 + 0.05 cos
(π
2
t
)

ŝ(t) = 0.1 ŝ(t) = −0.1以及 ,  . 显然, 上述约束边界满

足假设 3, 且系统 (33)的初始条件满足假设 4.

T = 12 s

δ = 0.01 κ = 0.5 c =

0.2

p(t) = [Pµ2
(Pµ1

(s, h + 0.2), h + 0.01)](t) p(t) =

[Pµ1
(Pµ2

(s, h− 0.2), h− 0.01)](t) ϵ =

0.15

ρ(t) = (h(t) + p(t))/2− ϕ0.15(|h(t)− p(t)|/2) ρ(t)

= (h(t) + p(t))/2 + ϕ0.15(|h(t)− p(t)|/2)
ρ(t) ρ(t)

u

控制器设计与实现. 采用本文所提基于光滑

过渡函数和凸组合算子的算法进行控制器设计. 在
本次仿真中, 运行时长设置为 , 式 (14)中
的容差参数取  , 过渡参数取  , 
. 根据式 (14), 可得修正的软约束边界分别为

,  

. 进一步, 选取 

, 由式 (20)可得到整合后的光滑约束边界分别

为  , 

.  针对整合

后的光滑约束边界  和 , 采用所设计的漏斗

控制器 (24) ~ (26)生成控制信号 . 具体步骤如下:
ξ1 = (2x1 − ρ −

ρ)/(ρ− ρ) v1 = −2ξ1/(1− ξ21)

步骤 1 .  利用坐标变换计算  

, 并选取虚拟控制器  .

r2(t) = 0.1 exp(−2t) +

0.01 |x2(0)− v1(0)| < r2(0)

u = −ξ2/(1− ξ22) ξ2 = (x2 − v1)/r2

步骤 2. 选取辅助函数  

, 满足 . 实际控制器设计

为 , 其中 .

γv(t) = 1.9 exp(−2t) + 0.1 µ = 0.01 kc = 8 κ = 4

ν = 15 kx = 0.2 kv = 4

为验证所提框架的有效性与优势, 将本文方法

与文献 [46]中的控制算法进行比较, 其参数选取为

、 、 、 、

、  和 .

y(t)

仿真结果如图 1 ~ 6所示. 图 1给出了系统输

出  在输出可行域内的演化轨迹. 结果表明, 本

文方法与文献 [46]中的控制器均能够严格保证闭

环系统输出始终位于硬约束区域内, 并在无冲突区

间内尽可能满足软约束. 然而, 在软、硬约束发生冲

突的时间区间内, 二者在软约束违背的处理方式上
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图 1    可行域内的输出轨迹 y

Fig. 1    Output trajectory y within the feasible region
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p p图 2    修正后的软约束边界  和 

p pFig. 2    Modified soft constraint boundaries   and 
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ρ ρ图 3    整合的光滑约束边界  和 

ρ ρ

Fig. 3    Consolidated smooth constraint boundaries
  and 
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dmin(t)

δ δ = 0.01

表现出显著差异. 本文方法的关键优势在于其对冲

突区间内软约束违背量的可控性. 不同于文献 [46]

中的策略, 本文所提控制器能够将软约束违背量严

格限制在满足硬约束所需的最小违背量   与

预设容差  之和以内, 其中本例取 . 图 2所

p(t) p(t)

ρ(t) ρ(t)

示的修正后软约束边界  与  直观验证了该性

质. 图 3给出了由原始硬约束与修正后软约束整合

而成的光滑约束边界  与 .

u

µ1(t) µ2(t)

δ

δ

dmin(t) + δ y t

图 4展示了控制输入  的演化过程. 图 5给出

了凸组合权函数  与  的变化情况, 验证了

注 2中所述软、硬约束在兼容与冲突状态之间的光

滑切换特性. 图 6对比了不同容差参数  下的软约

束违背量, 结果表明, 随着  的减小, 软约束违背量

的允许上界   相应减小, 输出   在不同  

值下表现不同, 冲突区间内的实际软约束违背量

同步减小, 体现了本文方法对软约束违背程度的精

确调节能力. 这是本文方法相较于文献 [46]的显著

优势.

e(t) = y(t)− yd(t) L2

α β

∥e∥L2 =
√∫ T

0
e2(t)dt α = λ(Is)/λ(Ic) β :=∫

[0, T ]\Ic |dist
(
y(t) Rs(t)

)
− dist

(
Rh(t), Rs(t)

)
|dt/(T

− λ(Ic)) Is = {t ∈ [0, T ] | y(t) ∈ Rs(t)}
Ic ⊂ [0, T ]

λ(·)
α

β

为了进一步量化本文方法与文献 [46]在约束

冲突处理方面的性能差异, 引入如下三类性能指

标: 跟踪误差  的  范数、软约束

满足率  以及平均软约束违背量 . 各指标分别定

义为  ,   ,  

, 

. 其中,   表示

满足原始软约束的时间集合,   表示原始

软、硬约束的兼容时间集合,   表示 Lebesgue

测度, 指标  用于衡量软、硬约束兼容时段内软约

束的实际满足率, 指标  则用于量化在约束冲突时

段内软约束违背量的平均水平.
[0, 12]

∥e∥L2 α β

0.40

0.71

97.31%

78.03%

δ = 0.01

β = 0.009 5 0.147 1

表 1汇总了上述两种方法在时间区间  s　

上的性能指标 、  和 . 定量分析表明, 在整

个仿真时段内, 本文方法的跟踪误差为 , 显著

低于文献 [46]的 . 此外, 在约束兼容时段内, 本
文方法实现了更高的软约束满足率 (  对比

). 在约束冲突时段内, 本文方法能够将平均

软约束违背量严格限制在预设容差   以内

( ), 而文献 [46]的对应违背量为 .
上述结果表明, 无论是在约束兼容还是冲突的情形

下, 本文方法均展现出更优的控制性能.
表 2对比了两种方法在不同仿真时长下的计算

时间. 定量分析显示, 随着仿真时长的增加, 本文方

法相较于文献 [46]展现出更显著的计算效率优势.

 

[0, 12]表 1    时间区间  s上的性能指标对比

[0, 12]

Table 1    Comparison of performance indices over the
time interval   s

∥e∥L2 α (%) β

本文方法 0.40 97.31 0.009 5

文献 [46] 0.71 78.03 0.147 1
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Fig. 6    Comparison of soft-constraint violation under
different tolerance parameters 
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 4　结束语

本文针对一类存在软、硬输出约束的不确定非

线性系统, 提出一种基于光滑过渡函数与凸组合算

子的漏斗控制方法. 针对软、硬约束可能发生冲突

的问题, 本文通过引入光滑过渡函数并构造凸组合

算子, 对软约束边界进行在线直接修正, 在保证其

与硬约束始终兼容的同时, 将软约束违背量严格限

制在满足硬约束所需的最小违背量与预设容差之和

以内. 在此基础上, 对硬约束与修正后的软约束进

行整合, 并构造边界光滑、连通的输出可行域. 结合

该约束结构, 进一步设计一种低复杂度的静态漏斗

控制器, 从而保证闭环系统在全时间域内严格满足

硬约束, 并在冲突区间内以可调精度满足软约束要

求. 与现有方法相比, 所提方法具有结构简洁、易于

实现、计算复杂度低等优势, 且能够在有限时间内

实现软、硬约束的有效解耦, 从而优先保障硬约束

的严格满足. 数值仿真结果验证了所提方法的有效

性与优势. 未来的工作将致力于将该方法推广至具

有时空耦合特性的约束情形.
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