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动态系统预设时间控制的若干问题

宋永端 
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摘    要   2017年, 宋永端教授团队于 Automatica发表高阶非线性系统预设时间控制的原创性工作. 不同于传统控制方

法, 该策略能够人为预先设定系统收敛的时间, 同时具备出色的扰动抑制性能, 成果面世后迅速成为研究热点, 国内外学者

围绕该方向已开展大量深入研究. 本文从系统稳定性相关的基本概念出发, 系统辨析有限时间、固定时间、预定时间与预设

时间稳定性之间的联系与区别, 进而聚焦于预设时间控制的实现途径. 以经典的比例制导、终端约束最优控制、滑模控制等

为基础, 梳理其理论渊源, 重点阐述状态变换、时间尺度变换、复合反馈及周期时滞反馈等核心设计框架. 通过比较不同方

法的收敛性能, 进一步分析增强或削弱反馈信号对系统性能与工程可实现性的影响. 此外, 还讨论预设时间控制中存在的数

值奇异和噪声敏感等挑战, 总结多种解决方案, 并对未来在理论融合、智能控制、跨领域应用验证等方面的发展方向进行展

望. 预设时间控制在航空航天、机器人、多智能体等对动态性能与时间精度要求严苛的领域中展现出重要应用潜力, 其进一

步发展将推动高可靠控制系统的工程实现.
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Abstract   In 2017, Professor Song Yong-Duan＇s team published an original work on predefined-time control of high-
order nonlinear systems in Automatica. Unlike traditional control methods, this strategy enables the system conver-
gence time to be artificially prespecified while exhibiting excellent disturbance rejection performance. Upon its re-
lease, it quickly became a research hotspot, prompting extensive follow-up studies worldwide. This paper begins
with the fundamental concepts related to system stability, systematically analyzes the connections and distinctions
among finite-time, fixed-time, predefined-time, and prescribed-time stability, and then focuses on the implementa-
tion approaches of prescribed-time control. Building on classical proportional navigation, optimal control with ter-
minal constraint, and sliding mode control, etc., this paper traces their theoretical origins and elaborates on core
design frameworks such as state transformation, time-scale transformation, composite feedback, and periodic time-
delay feedback. By comparing the convergence performance of different methods, it further analyzes the impact of
enhancing or weakening feedback signals on system performance and engineering feasibility. Additionally, the paper
discusses the challenges in prescribed-time control, such as numerical singularities and noise sensitivity, summarizes
various solutions, and prospects future development directions, including theoretical integration, intelligent control,
and cross-domain application validation. Prescribed-time control demonstrates significant application potential in
fields with stringent requirements for dynamic performance and temporal precision, such as aerospace, robotics, and
multi-agent systems. Its further development will advance the engineering implementation of high-reliability con-
trol systems.
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在航空航天、国防安全、智能制造等领域, 许多

关键任务对控制系统的收敛时间有着极为严格的要

求, 传统渐近稳定控制等方法往往难以满足实际需

要. 例如, 在弹道导弹末端拦截系统中, 从目标识别
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到实施拦截的时间通常很短[1], 这就要求制导控制

系统必须在有限时间内实现精确跟踪与拦截, 以确

保有效摧毁目标.
早在 20世纪中叶, 比例制导理论已在导弹拦

截系统中开始初步应用. 1943年, 美国物理学家袁

家骝发明比例制导方法[2−3]; 随后在 1965年, 哈佛大

学 Ho等[4] 首次从数学上证明比例制导在特定条件

下的最优性, 为该领域奠定理论基础. 几乎同时, 以
色列科学家 Sidar基于比例制导思想提出一种闭环

最优控制律, 并在文献 [5]中首次明确将“预设时间

(prescribed-time)调节”作为控制目标. 瑞典著名控

制理论学家Åström[6] 以历史亲历者的视角在回顾

自动控制发展史时指出, 以比例制导为代表的国防

研究项目对其个人学术发展产生重要影响, 相关工

作直接激发 Åström对控制理论的初始研究兴趣.
在上述理论与应用工作的推动下, 比例制导与

最优控制迅速成为航空航天与自动控制领域的研究

热点. 1991年海湾战争中, “爱国者”导弹成功拦截

“飞毛腿”导弹, 成为历史上首次实战中成功拦截弹

道导弹的案例[7]. 然而, 后续研究表明, “爱国者”系
统的拦截成功率仅为 10% ~ 25%[8]. 究其原因, 比例

制导在设计过程中仅基于线性化模型, 未充分考虑

系统非线性特性与外部扰动的影响, 这严重限制了

其在实际复杂环境中的性能[9]. 这引出一个长期悬

而未决的关键问题: 当系统本质为非线性的, 又必

须在严格预设时间内完成精确控制时, 应如何设计

控制器?
非线性系统预设时间控制 (prescribed-time

control)长期存在理论实现难题, 2017年迎来关键

性突破. 重庆大学 Song等[10] 创新性提出基于状态

变换的预设时间控制方法, 首次完成非线性系统预

设时间镇定控制, 并阐释时变反馈抑制非消失扰动

的独有特性. 这一突破标志着预设时间控制理论在

非线性系统领域的正式建立, 为后续研究开辟新的

方向. 该里程碑式成果发表后, 迅速引起国际控制

领域的广泛关注, 并进一步催生时间尺度变换、复

合反馈设计、周期时滞反馈设计等一系列重要研究

分支, 吸引海内外众多学者开展持续深入研究, 也
进一步确立重庆大学在预设时间控制领域的重要国

际影响力.
状态变换方法的核心思想, 在于提炼比例制导

律与终端约束最优控制律中的共同技术特征: 通过

引入一个在预设时间区间内单调递增的时变函数,
并将其与原系统状态以乘积形式相结合, 构造新的

状态变量. 随后, 通过严格证明该新状态变量的有

界性, 进一步推导原系统状态的预设时间收敛性,
从而在理论上保证系统能够在给定时间内实现稳

定控制. 目前, 该方法已成功应用于多输入多输出

系统[11−12]、大规模互联系统[13]、多智能体系统[14] 等

领域.
预设时间控制方法可从不同角度进行分类, 例

如依据时变增益的构造方式[15]、Lyapunov分析框

架的选择[16]、控制器的实现形式[17] 等进行划分, 不
同分类方式所强调的技术内涵和研究重点亦有所不

同. 本文主要从反馈信号利用方式的角度进行梳理,
以区分几类虽设计思想不同但均具有重要影响的代

表性技术路径. 除经典的基于状态变换的设计方法

外, 学界还相继发展时间尺度变换、复合反馈以及

周期时滞反馈等预设时间控制方法.
时间尺度变换方法最初由 Kan等[18] 引入, 用

于解决线性系统的预设时间控制问题, 后经纽约

大学 Krishnamurthy等[19−21] 推广至严格反馈非线

性系统. 该方法在理论分析上具有显著优势: 通过

引入时间尺度变换, 可将原非线性系统的预设时间

控制问题转换为新系统的传统渐近稳定设计问题,
从而沿用经典的 Lyapunov 理论分析框架 (例如

Barbalat引理、LaSalle不变集原理[22−23] 等). 南佛

罗里达大学 Tran等[24] 进一步将该方法理论化, 并
应用于一类受扰动态系统的预设时间输出反馈控

制. 目前, 时间尺度变换方法已获得广泛认可与应

用. 例如, Liu等[25] 和Wang等[26−27] 在此框架下对

一类预设时间控制器进行综合分析; Yilmaz等[28]

则基于该方法解决一类偏微分方程的极值搜索问题.
复合反馈方法是一种将时变反馈机制与分数幂

反馈相结合的控制设计策略[29−33]. 其核心思想在于,
通过时变增益实现预设时间收敛的特性, 同时借助

分数幂反馈进一步增强系统在接近平衡点时的收敛

性能. 该方法的重要意义在于, 它在仅依赖分数幂

反馈的有限时间控制 (finite-time control)与早期

仅使用时变反馈的预设时间控制之间建立起桥梁,
不仅拓展了设计思路, 也有效克服了因时变增益无

界增长而引起的数值奇异问题. 具体而言, 时变部

分通常在暂态过程的前期和中期提供较强的驱动作

用, 促使系统状态快速进入收敛阶段; 分数幂部分

则在状态接近平衡点时发挥主导作用, 确保系统在

时变增益趋于无穷大前实现精确稳定. 近年来, 该
方法已在刚性航天器系统[34]、主动减震系统[35] 以及

隧道二极管电路系统[36] 等多种实际系统中得到验

证, 显示出良好的工程适用性.
周期时滞反馈方法由哈尔滨工业大学 Zhou等[37]

和 Ding等[38] 率先提出, 可用于解决预设时间控制

中因时变增益无界增长所导致的数值奇异问题. 该
方法的核心在于引入具有周期特性的时变增益及时

滞反馈信号, 通过二者的结合构造控制律, 使系统
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在保持预设时间收敛性能的同时, 避免增益趋于无

穷大, 从而显著提升控制算法的数值可实现性与实

际执行稳定性. 目前, 该方法已在电机控制[39]、直升

机和波音 747飞控系统[40] 等实际系统中展现出良

好的应用潜力.

x此外, 基于标准状态反馈信号 , 通过合理引

入时变反馈并精心设计参数, 同样能够实现预设时

间稳定. 例如, 针对输入时滞系统、随机系统、自适

应控制、安全控制等不同场景, 已分别形成有效的

预设时间控制策略: Espitia等[41] 在输入时滞系统

的预设时间控制方面做出重要探索; Li等[42−44] 则在

随机系统的预设时间控制问题上取得关键进展 ;

Hua等[45] 和 Ning等[46] 提出具有自适应机制的预设

时间控制方案; Abel等[47] 提出基于二次规划反步法

的预设时间安全控制策略. 这类方法虽直接利用状

态信号构建控制器, 但通过时变项的巧妙融合与参

数的精细调节, 同样在理论上保证系统状态在预先

设定的时间内收敛至平衡点, 进一步丰富预设时间

控制的设计体系.

总体而言, 预设时间控制通过引入时变增益机

制, 使控制资源得到更加高效的分配: 在误差较大

时采用较低增益以避免控制输入过度集中, 而在误

差较小时提高增益以提升收敛精度与响应能力. 与

固定增益策略相比, 该机制能够更充分地利用控制

能力. 然而, 这种性能提升并非无代价, 其本质在于

引入随时间演化的增益结构. 该结构在闭环系统中

经微分后会重新进入系统动力学, 从而形成一种内

生扰动. 因此, 设计过程中必须在“增强控制能力”　

与“抑制由增益演化引入的扰动”之间取得平衡, 这

构成预设时间控制设计的核心挑战.
截至目前, 预设时间控制算法已在多种实际系

统的仿真验证中得到应用, 例如: 超高声速飞行器

的加速控制[48−49]、磁悬浮系统的位置控制[50]、多臂−
手机器人协调控制[51−52]、双旋翼直升机的约束控制[53]、

欠驱动自主水面舰艇的抗扰控制[54]、四轮移动机器

人的稳定控制[55]、卫星星群的姿态合围控制[56], 以及

航天器姿态控制[57]、交会控制[16, 58] 等; 同时, 该算法

也在多种实际物理系统中进行实验验证, 例如: 3连
杆欧拉−拉格朗日系统的关节角度控制[59]、7自由度

机械臂的跟踪控制[12, 60]、电池电量估计[61]、地面无人

小车和无人机编队控制[62] 等.
本文组织安排如图 1所示:

 1　有限时间稳定性问题

在控制理论的研究中, 正确定义并区分各种稳

定性概念至关重要. 不同的定义界定系统在平衡点

附近行为的不同定性或定量性质, 是后续分析、比

较和应用相关理论的基础. 本节将基于以下非自治

系统阐述常见的稳定性定义:

ẋ = f(t, x) (1)

f : [0, ∞)×D → Rn t

x D ∈ Rn

x = 0 f(t, 0) = 0, ∀ t ≥ 0

x = 0

其中,   关于   分段连续, 且关

于   局部 Lipsch i tz 连续 ,    是包含原点

 的某个区域. 如果 , 那么,
原点  是系统 (1)的平衡点.

注 1. 在研究某个解的稳定性时, 可以通过某个

变量变换, 把该解“平移到原点”, 从而将“解的稳定

性问题”转化为“平衡点的稳定性问题”.
ϵ > 0

δ(ϵ, t0) > 0

定义 1. 考虑系统 (1), 如果对于任意 , 存
在  满足

∥x(t0)∥ < δ ⇒ ∥x(t)∥ < ϵ, ∀t ≥ t0 ≥ 0 (2)

x = 0

ϵ > 0 δ(ϵ) > 0 t0

x = 0

limϵ→∞ δ(ϵ) = ∞
δ(ϵ) > 0 x =

0

那么称系统 (1)的平衡点  是稳定的. 进一步

地, 如果对于任意 , 存在  (和  无关)
满足式 (2), 那么称系统 (1)的平衡点  是一致

稳定的. 更进一步地, 如果 , 且存

在  满足式 (2), 那么称系统 (1)的平衡点 

 是全局一致稳定的.
定义 2. 考虑系统 (1), 如果

lim
t→∞

x(t) = 0, ∀x(t0) ∈ Rn (3)

x = 0那么称系统 (1)的平衡点  是吸引的.
x = 0

x = 0

x = 0

定义 3. 考虑系统 (1), 如果其平衡点  既

是稳定的又是吸引的, 那么称它是渐近稳定的. 进
一步地, 如果系统 (1)的平衡点  既是一致稳

定的又是吸引的, 那么称它是一致渐近稳定的. 更
进一步地, 如果系统 (1)的平衡点  既是全局

一致稳定的又是吸引的, 那么称它是全局一致渐近
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图 1    本文组织结构

Fig. 1    Organization of this paper
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稳定的.
定义 4. 考虑系统 (1)具有外部输入时的一般

形式如下:

ẋ = f(t, x, d) (4)

f : [0, ∞)×Rn ×Rm → Rn t

x f(t, 0, 0) = 0

β ∈ KL γ ∈ K∞

x(t0) d(t)

其中,   关于  分段连续,
关于  局部 Lipschitz连续, 且 . 如果

存在函数  和 , 使得系统解对于任意

初始状态  和任意外部有界输入  满足1:

|x(t)| ≤ β (|x(t0)|, t− t0) + γ (∥d(τ)∥) , ∀t ≥ 0 (5)

则称该系统具有输入到状态稳定性.

K∞ KL
从以上定义可以看出, 输入到状态稳定性是借

助比较函数 (比如:   类函数和  类函数)[63] 来
刻画的. 事实上, 基于比较函数, 也可以对系统 (1)
的一致稳定性、一致渐近稳定性及全局一致渐近稳

定性给出等价的、更为清晰的定义.
c > 0 t0

α ∈ K t ≥
t0 ≥ 0

定义 5. 考虑系统 (1), 如果存在  (和  无

关) ,  以及函数  ,  使得式 (6) 对于任意  

 成立

∥x(t)∥ ≤ α(∥x(t0)∥), ∀∥x(t0)∥ < c (6)

x = 0

c > 0 β ∈ KL
t ≥ t0 ≥ 0

那么其平衡点  是一致稳定的. 进一步地, 如果

存在 , 以及函数 , 使得式 (7)对于任意

 成立

∥x(t)∥ ≤ β(∥x(t0)∥, t− t0), ∀∥x(t0)∥ < c (7)

x = 0

c = ∞ KL β

x = 0

那么系统 (1) 的平衡点   是一致渐近稳定的.
更进一步地, 如果 , 以及存在  类函数 ,
使得式 (7)成立, 那么系统 (1)的平衡点  是全

局一致渐近稳定的.
KL

KL

注 2. 对比定义 3与定义 5不难发现, 采用 

类函数描述系统稳定性具有显著优势: 1) 它以精确

的数学表述消除“一致”、“渐近”等文字可能带来的

歧义性; 2) 它为量化分析提供便利, 不同系统的收

敛性能可直接通过比较其  函数进行评估.

d(t) = 0

d(t) ≡ 0

d x

注 3. 对比定义 4与定义 5不难发现, 当外部有

界输入  时, 输入到状态稳定的定义退化为

全局一致渐近稳定. 换言之, 一个系统是输入到状

态稳定的, 则其无激励 ( ) 时的平衡点必然

是全局一致渐近稳定的. 在实际系统中, 干扰无处

不在. 若系统仅具备渐近稳定性, 则只能保证其在

无干扰情形下收敛至原点; 一旦存在持续非零的有

界干扰, 状态可能无法趋于原点, 甚至在干扰较大

时出现发散. 渐近稳定性理论本身无法给出此类情

况下状态的最终行为. 相反, 若系统是输入到状态

稳定的, 则只要干扰  有界, 状态   必然有界, 且

其边界可由干扰的幅值所控制. 进一步地, 通过抑

制干扰幅值, 可相应降低状态的稳态边界, 从而为

系统性能提供明确的鲁棒性保障. 因此, 输入到状

态稳定是现代控制理论, 尤其是非线性控制和鲁棒

控制中, 一个远比渐近稳定更强大、更实用的概念.
一个仅具备渐近稳定性的系统在实际干扰下可能表

现不佳, 而具备输入到状态稳定特性的系统则从结

构上保证其在扰动环境中的良好性能.
x = 0

x(t0) T (x(t0))

定义 6. 考虑系统 (4), 如果其平衡点  是

稳定的, 且存在依赖于  的函数  使得

x(t) = 0, ∀t ≥ T (x(t0)) (8)

x = 0

x(t0) T (x(t0))

x = 0

x(t0) T (x(t0))

那么称该平衡点是有限时间稳定2 的. 进一步地, 如
果系统 (4)的平衡点  是一致稳定的, 且存在

依赖于  的函数  使得式 (8)成立, 那么

称该平衡点是有限时间一致稳定的. 更进一步地,
如果系统 (1) 的平衡点   是全局一致稳定的,
且存在依赖于  的函数  使得式 (8)成
立, 那么称该平衡点是有限时间全局一致稳定的.

x = 0

x(t0) T (x(t0))

Tmax

定义 7. 考虑系统 (4), 如果其平衡点  是

稳定的, 且存在依赖于   的有界函数  

(其上界记为“  ”)使得

x(t) = 0, ∀t ≥ Tmax > 0 (9)

x = 0

x(t0) T (x(t0))

x = 0

x(t0) T (x(t0))

那么称该平衡点是固定时间稳定的. 进一步地, 如
果系统 (4)的平衡点  是一致稳定的, 且存在

依赖于  的有界函数  使得式 (9)成立,
那么称该平衡点是固定时间一致稳定的. 更进一步

地, 如果系统 (4)的平衡点  是全局一致稳定

的, 且存在依赖于  的有界函数  使得

式 (9)成立, 那么称该平衡点是固定时间全局一致

稳定的.
x = 0

tf

定义 8. 考虑系统 (4), 如果其平衡点  是

稳定的, 且存在可预先设定的常数  使得

x(t) = 0, ∀t ≥ tf > 0 (10)

x = 0

tf

x = 0

tf

那么称该平衡点是预设 (或预定)时间稳定的. 进一

步地, 如果系统 (4)的平衡点  是一致稳定的,
且存在可预先设定的常数  使得式 (10)成立, 那
么称该平衡点是预设 (或预定)时间一致稳定的. 更
进一步地, 如果系统 (4)的平衡点  是全局一

致稳定的 ,  且存在可预先设定的常数   使得式

(10)成立, 那么称该平衡点是预设 (或预定)时间全

∥d(τ)∥ ∥d(τ)∥ = sup0≤τ≤t |d(τ)| 

1 符号  定义为 .

 

2 在有限时间控制相关文献中, “有限时间稳定”通常默认平衡点不仅是

稳定的而且是吸引的, 即会在有限时间内收敛到零. 对于平衡点非吸引

但系统状态可在有限时间内进入并保持于原点某邻域内的情况, 则多被

称为“实用有限时间稳定”. 如注 2所述, 相较于数学描述, 纯文字表述易

引发歧义, 因此在阅读文献时需结合具体语境仔细辨析.
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局一致稳定的.
注 4. 尽管“预设时间稳定”和“预定时间稳定”　

这两个术语常用于描述具有相同收敛特性的闭环系

统, 但其历史渊源不同: 前者特指基于非自治 (时
变)反馈的控制设计, 而后者则特指基于自治 (时不

变)反馈的控制设计. 这种设计差异直接导致收敛

时间估计精度的不同: 基于自治反馈的设计通常只

能给出较为保守的收敛时间上界, 而基于非自治反

馈的设计则能提供保守性较低的估计, 甚至在特定

条件下可实现收敛时间的精确估计.
为避免文字描述可能带来的定义模糊与理解歧

义, 下面将采用比较函数对预设时间控制中的若干

关键概念进行严格的数学定义.
β ∈ KL µ : [0, tf )

→ [0, ∞) tf

x(t)

定义 9. 若存在函数 、单调函数 

,  以及可预先设定的常数  ,  使得系统

(4)的解  满足

|x(t)| ≤ β (|x(t0)|, µ(t− t0)) , ∀t ∈ [0, tf )

β ∈ KL γ ∈ K∞ µ :

[0, tf ) → [0, ∞) x(t)

那么该系统具有预设时间全局一致稳定性. 进一步

地 ,  若存在函数  、  和单调函数  

, 使得系统 (4)的解  满足

|x(t)| ≤ β (|x(t0)|, µ(t− t0)) + γ (∥d(τ)∥)

β ∈ KL βf ∈ KL γ ∈ K∞

µ : [0, tf ) → [0, ∞)

x(t)

那么该系统具有预设时间输入到状态稳定性. 更进

一步地, 若存在函数 、 、  和

单调函数  , 使得系统 (4) 的解

 满足

|x(t)| ≤ βf

(
β
(
|x(t0)|, µ(t− t0)

)
+

γ
(
∥d(τ)∥

)
, µ(t− t0)

)

tf

那么该系统不仅具有预设时间输入到状态稳定性,
还能在预设时间  内收敛至零.

 2　不同时间约束下的设计问题

为直观展示有限时间稳定、固定时间稳定、预

定时间稳定与预设时间稳定3 系统之间的区别与联

系, 本节以最简单的标量系统为例, 介绍相应的控

制器设计方法, 并分析其收敛时间的特性. 考虑如

下标量系统:

ẋ(t) = u(t) (11)

x ∈ R u ∈ R其中,   是系统状态;   是控制输入.

 2.1　有限时间控制

为实现系统的有限时间稳定, 可采用分数幂反

馈设计如下控制器[64−65]:

ufinite = −x
1
3 (12)

ẋ = −x1/3由此可得闭环系统:  , 其解析解为

x(t) =

sign(x0)

(
|x0|

2
3 − 2

3
t

) 3
2

, 0 ≤ t ≤ T (x0)

0, t > T (x0)
(13)

x0 = x(0) T (x0) =
3
2 |x0|2/3其中,  ; 收敛时间 . 显然,

系统状态将在与初始条件相关的有限时间内收敛至

原点.

 2.2　固定时间控制 (fixed-time control)

为消除收敛时间对系统初始状态的依赖性, 可

采用基于分数幂与高次幂的复合反馈. 针对系统

(11)可设计如下固定时间控制器[66−67]:

ufixed = −ksign(x)|x| 12 − sign(x)|x| 32

k > 0

ẋ = −ksign(x)|x|1/2 − sign(x)|x|3/2
其中,   为控制设计参数, 由此可得闭环系统:

, 其解析解为

x(t) =


sign(x0)

[
√
k tan

(
arctan

(
|x0|

1
2

√
k

)
−
√
k

2
t

)]2
,

0 ≤ t ≤ T (x0)

0, t > T (x0)

收敛时间为:

T (x0) =
2√
k
arctan

(
|x0|

1
2

√
k

)

T (x0) x0

arctan(·) π/2

尽管  形式上依赖于初始状态 , 但由于

 的值域有界, 即其绝对值不超过 , 可推

得收敛时间上界为:

T (x0) ≤ Tmax =
π√
k

Tmax x0

k

显然, 该上界  与初始状态  无关, 仅由控

制设计参数  决定.

 2.3　预定时间控制

为同时消除收敛时间对系统初始状态和设计参

数的依赖性, 可采用基于另一种时不变复合反馈的

控制策略. 为此, 针对系统 (11)可设计如下预定时

间控制器[68]:

upredefined = − 1

tf
sign(x)e|x| (14)

ẋ = −1/tf sign(x)e|x|由此可得闭环系统:  , 其解

析解为
 

3 为描述简洁, 后文中提到的“稳定”均指“全局一致渐近稳定”.
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x(t) =

− sign(x0) ln
(

t

tf
+ e−|x0|

)
, 0 ≤ t ≤ T (x0)

0, t > T (x0)

收敛时间为:

T (x0) = tf

(
1− e−|x0|

)
T (x0) x0

e−|x0| ∈ (0, 1]

尽管  形式上依赖于初始状态 , 但注意

到 , 因此可得收敛时间上界为:

T (x0) ≤ Tmax = tf

Tmax x0

tf

显然, 该上界  与初始状态  无关, 且已在

控制器设计阶段通过参数  直接设定, 从而实现预

定时间稳定.

x

注 5. 为分析有限时间、固定时间与预定时间控

制的基本原理, 本节对它们所采用的反馈信号及常

用反馈信号  进行比较, 如图 2所示.

|x|1/3 |x| ∈ [0, 1] x

|x| ∈ (1, ∞) x

|x|1/2 + |x|3/2 e|x| x ∈ [0, ∞)

x

|x| ≥ 1 x

|x| ≤ 1

x

根据图 2可观察到, 在有限时间控制中, 信号

 在  时大于或等于标准反馈信号 ,

而在  时则小于或等于标准反馈信号 ;
在固定时间与预定时间控制中, 所涉及的信号如

 和  在  范围内始终大于

或等于标准反馈信号 . 上述现象表明, 有限时间控

制在系统状态  时削弱对反馈信号  的信息

利用, 而在  时则增强对该信号的使用强度;
相比之下, 固定时间控制与预定时间控制在所有状

态下均强化对反馈信号  的信息利用程度.
增强反馈信号的核心优势在于能显著提升系统

的收敛性能与控制精度. 在系统状态接近平衡点时,
反馈增益会被急剧放大. 这种机制使得系统在平衡

点附近受到极强的“吸附力”, 从而摆脱控制系统理

论上需要无穷时间才能收敛的局限, 实现在有限时

间内精确稳定. 更进一步, 如固定时间与预定时间

控制策略, 通过精心设计非线性反馈函数, 能确保

收敛时间拥有一个与初始状态无关的上界, 甚至可

由设计者直接设定, 这为对收敛时间有严格要求的

应用场景提供强大的理论保证与卓越的动态性能.
然而, 增强反馈信号也伴随着显著的风险. 最主要

的问题在于其可能诱发极大的控制输入. 另外, 在
平衡点附近, 理论上控制增益会趋向于无穷大, 导
致控制信号抖振. 在实际系统中, 这表现为执行器

需要输出幅值极大或变化极快的控制力, 极易达到

物理饱和极限并引发剧烈磨损. 此外, 极高的增益

会使控制器对测量噪声与模型不确定性异常敏感,
微小的传感器误差经过非线性放大后可能驱动执行

器产生高频无效颤振, 不仅浪费能量, 还可能激发

未建模的高频动态, 从而破坏系统的实际稳定性与

鲁棒性, 使得这种理论上高性能的控制律在工程实

现上面临严峻考验.

|x|1/3

削弱反馈信号的核心价值在于增强控制系统的

工程可实现性. 当系统状态远离平衡点时 (即误差

较大), 通过采用如  这类函数对反馈信号进行

“软化”处理, 可以主动限制控制输入的幅值. 这种

策略能有效避免在大误差条件下产生过大、不切实

际的控制力, 防止执行器饱和, 并使控制动作更加

平滑. 这对于处理模型不确定性、参数摄动和外部

干扰尤为有益, 因为它避免在系统信息不完整的区

域进行“过度反应”, 从而提高系统在非理想工况下

的适应能力和整体稳定性, 改善暂态过程的平顺性.
然而, 削弱反馈信号策略牺牲了系统的收敛速度.
在状态值较大的区域, 主动降低反馈增益意味着施

加于系统的恢复力变弱, 导致状态从初始位置被“拉
回”平衡点的过程变得缓慢. 这可能会显著延长系

统的调节时间, 使其动态响应显得“迟钝”. 在存在

持续性强干扰的情况下, 过弱的反馈可能不足以有

效抵消干扰的影响, 从而导致显著的稳态误差, 甚
至无法保证收敛.

 2.4　预设时间控制

为消除收敛时间上界估计的保守性, 基于时变

反馈, 针对系统 (11)可设计如下预设时间控制器[10]:

uprescribed =

−
k

tf − t
x, t ∈ [0, tf )

0 · x, t ∈ [tf , ∞)

(15)

在该控制器作用下, 闭环系统的解析解为

x(t) =

x0

(
tf − t

tf

)k

, t ∈ [0, tf )

0, t ∈ [tf , ∞)

(16)

uprescribed另外, 可通过  的开环表达式验证控制

 

−3 −2 −1 0 1 2 3
x

−2

−1

0

1

2

反
馈
信
号

x

sign(x)|x|2+sign(x)|x|2
1 3−−

sign(x)|x|3
1−

sign(x)e|x|

 

图 2    几种反馈信号示意图

Fig. 2    Illustration of different feedback signals
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输入

uprescribed = − k

tf
x0

(
tf − t

tf

)k−1

, t ∈ [0, tf )

k > 1

0 < k < 1 uprescribed

k = 1

在  时是收敛的, 因此可保证系统 (11)预设时

间稳定. 相反, 若  , 则控制输入  

发散, 在实际控制中应当避免. 特别地, 当  时,
控制器 (15)退化为:

uprescribed =

−
x0

tf
, t ∈ [0, tf )

0, t ∈ [tf , ∞)
(17)

[0, tf )

[tf , ∞)

此时, 控制输入在区间  为恒定值, 且在

区间  始终保持为 0, 该情形仅在理论分析中

具有特殊意义, 在实际工程中难以直接应用.
k

t = tf

从上述分析可以看出, 控制增益  的选择对于

判定预设时间系统的稳定性具有决定性作用. 最后

需要指出的是, 针对式 (11)所表示的特殊系统, 控
制器 (15)可严格保证在指定时刻   处精确收

敛到 0.

x(t) T (x0)

= 3
2 |x0|2/3

注 6. 为展示有限时间控制器和预设时间控制

器之间的联系, 将式 (13) 中的解   以及  

 代入控制器 (12)中, 有

ufinite = −sign(x)|x| 13 = −sign(x)|x| · |x|− 2
3 =−x ·

∣∣∣∣∣
(
|x0|

2
3 − 2

3
t

) 3
2

∣∣∣∣∣
− 2

3

, 0 ≤ t ≤ T (x0)

0, t > T (x0)

=

−x ·
(
2

3
T (x0)−

2

3
t

)−1

, 0 ≤ t ≤ T (x0)

0, t > T (x0)

=

− 3/2

T (x0)− t
x, 0 ≤ t ≤ T (x0)

0, t > T (x0)

k = 3/2

t → T (x0)

u x

需要说明的是, 若取 , 则预设时间控制

器 (15)与有限时间控制器 (12)具有等价性. 事实

上, 当   时, 有限时间控制器的控制增益

(此处, 控制增益指控制输入  与标准反馈信号  的

比值)将趋于无穷大. 这一特性普遍存在于所有有

限时间控制器中, 包括固定时间控制器、预定时间

控制器与预设时间控制器.
虽然第 1 节已对各种稳定性概念进行明确定

义, 为便于直观理解, 本节借助图 3进一步展示重

点讨论的几种稳定性之间的逻辑关系. 值得注意的

是, 有限时间控制与预设时间控制能够针对特定系

统获得精确的收敛时间 (尽管对于一般类型的非线

性不确定系统, 通常只能得到收敛时间的估计值),
而固定时间控制与预定时间控制则仅能给出收敛时

间的保守估计. 因此, 从性能角度而言, 预设时间稳

定性是最为理想的一种形式, 它涵盖预定时间稳定、

固定时间稳定以及有限时间稳定; 固定时间稳定则

必然意味着有限时间稳定, 反之则不一定成立.

 3　预设时间控制理论渊源

预设时间控制虽然近年来才受到广泛关注, 但
其思想根源可追溯到导弹制导与最优控制理论. 早
期研究中的比例制导, 具有终端约束的最优控制、

滑模控制、Bang-Bang控制等方法虽然并非直接以

“预设时间收敛”为目标, 但其通过引入时变增益、

终端约束或不连续控制律来应对严格时间约束的设

计思想, 与预设时间控制理论一脉相承. 这些经典

方法不仅在工程实践中展示了如何确保系统在有限

时间内达成任务目标, 其在接近终端时刻时增益趋

于无穷的物理特性, 也从侧面揭示了现代预设时间

控制的设计初衷与内在演化路径.

 3.1　比例制导

比例制导广泛应用于导弹和无人飞行器制导系

统, 其核心思想是通过生成与视线角变化率成比例

的指令加速度, 使得导弹能够有效拦截静止或机动

目标. 该方法具有实现简单、鲁棒性较好等优点, 在
战术导弹和航空制导领域占有重要地位. 在工业界

与学术界, 对比例导航有效性的分析通常基于二维

拦截模型进行.

RTM Vc

λ

在如图 4 所示的导弹–静止目标追击场景中,
 表示导弹与目标的相对位置向量,   为导弹接

近目标的速度, 视线 (即导弹指向目标的连线)与地

面的夹角 (视线角 )为:

 

预设时间稳定

预定时间稳定

固定时间稳定

有限时间稳定 

图 3    有限时间、固定时间、预定时间、

预设时间稳定的关系

Fig. 3    Relationships among finite-time, fixed-time,
predefined-time, and prescribed-time stability
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λ = tan−1

(
RTMy

RTMx

)
(18)

RTMx RTMy RTM其中,   与  分别是  在水平坐标轴与垂

直坐标轴上的分量 .  利用式 (18) 可得比例制导

律为[9]:

nc = N ′Vcλ̇ (19)

N ′其中,   为比例制导律的控制增益.

λ

对比例制导律有效性的分析通常建立在线性化

模型基础上. 首先假设导弹与目标的初始距离足够

大, 使得视线角  较小, 可利用小角度近似改写为:

λ ≈ sinλ =
y

RTM
(20)

y

λ

其中,   表示导弹与目标在垂直于初始视线方向上

的相对位移. 由于初始  很小, 且制导过程中视线

角保持较小, 该近似可在整个追击过程中使用. 进
一步假设导弹加速度方向与固定参考线 (如垂直坐

标轴)平行, 则加速度分量可近似为:

ÿ = −nc (21)

同时, 导弹与目标之间的距离随时间呈线性

变化:

RTM = Vc(tf − t) (22)

tf

∼
其中,   为导弹的总飞行时间 (time of flight). 代
入式 (19)   (21)可得:

ÿ = −N ′Vcλ̇ (23)

对其积分可得:

ẏ = −N ′Vcλ+ C (24)

C ∼其中,   为积分常数. 代入式 (20)、(22)   (24)可得

ẏ = − N ′y

tf − t
+ C (25)

求解该常微分方程可得:

y(t) =



y(0)

(
tf − t

tf

)N ′

+
C

N ′ − 1
(tf − t) −

Ctf
N ′ − 1

(
tf − t

tf

)N ′

, N ′ ̸= 1

y(0)
tf − t

tf
+ C(tf − t) ln

(
tf

tf − t

)
, N ′ = 1

(26)

limt→tf RTM = limt→tf y(t)

= 0

由式 (22)和 (26)可得, 
, 这意味着导弹击中目标.

RTM

tf − t y(t)

t → tf

进一步分析式 (22)和 (25)可发现, 在比例制

导中, 导弹与目标距离  随时间线性减少到 0,
这意味着制导过程本质上是一个关于剩余时间

 的时变增益系统 , 目标是让位移   也在

 时趋于零. 根据式 (19)和 (20)可知,

nc = N ′Vcλ̇ = N ′Vc

(
ẏ

RTM
+

Vcy

R2
TM

)
(27)

limt→tf RTM = 0 nc

tf − t

由于  , 制导指令   中的等效

增益会随着剩余时间 ( ) 趋近于零而趋于无

穷大.

 3.2　终端约束最优控制

最优控制在现代控制理论中占据着核心地位,
它不仅提供一种系统化的设计方法, 还能在满足动

态约束的同时实现特定的性能优化目标. 其中, 带
有终端状态约束的最优控制问题尤为重要, 它在航

天器交会对接、机器人路径规划等众多工程领域具

有广泛的应用价值[69−70]. 这类问题要求在指定终端

时刻精确到达预定状态, 同时最小化控制过程中的

能量或代价. 为了解具有终端约束最优控制的核心

思想, 考虑一个简单的一阶动态系统:

ẋ(t) = u(t) (28)

边界条件为:

x(0) = x0, x(tf ) = 0 (29)

tf

u(t)

x0 x(tf ) = 0

其中,   为收敛时间, 在该问题中通常被称为终端

时间. 控制设计的目标是找到输出信号 , 使系

统从初始状态  到达终端状态 , 并最小

化如下能量型性能指标:

J =
1

2
min
u

∫ tf

0

u2dt

在最优控制理论中, Hamilton函数是描述系统

动态与性能指标的关键工具. 对于本例, 可定义[71]:

H =
1

2
u2 + ϱu

ϱ(t)其中,   称为伴随变量. 根据 Pontryagin最小值

 

RTM y

Vc
nc

l

 

图 4    导弹−静止目标追击模型

Fig. 4    Missile homing model for stationary targets

8 自       动       化       学       报 xx 卷



u(t)

u

原理, 如果  是最优控制律, 那么 Hamilton函数

对的偏导数应为零 (无约束时). 通过计算对  的偏

导数

∂H

∂u
= u+ ϱ = 0

u∗ = −ϱ

u∗
得到候选最优控制为 . 用于检验上面得到

的  是否确实使 Hamilton函数取极小值 (而非极

大值). 计算二阶导数:

∂2H

∂u2
= 1 > 0

u u∗

ϱ(t)

说明 Hamilton函数关于  是凸的, 因此  确实给

出极小值. 另外, 伴随变量  的变化规律由如下

伴随方程决定:

ϱ̇ = −∂H

∂x

H x ∂H
∂x = 0 ϱ̇ = 0

ϱ ϱ = c. u∗ = −c

ẋ = −c

本例中  不含 , 所以 , 从而   . 因

此,   恒为一个常数, 记为  代入  到状

态方程:  . 对此积分可得状态轨迹:

x(t) = x0 − ct

x(tf ) = 0 c = x0/tf .利用终端条件   可解得   因

此, 最优控制为:

u(t) = −x0

tf
(30)

在该控制下, 系统状态轨迹为:

x(t) = x0

(
tf − t

tf

)
(31)

在最优控制理论的传统推导中, 通常得到式

(30)所示的开环解便告结束, 很少进一步写出其闭

环等价形式. 这使得许多研究者忽略最优闭环控制

律中可能出现的无界增益现象. 实际上, 由式 (31)
可将开环控制律等价地改写为状态反馈形式:

u(t) = − 1

tf

x(t)tf
tf − t

= − x(t)

tf − t
(32)

k(t) = 1/(tf − t)

t tf

该闭环控制律具有时变增益 ,
该增益随着时间  趋近于终端时刻  而无界增长.

 3.3　滑模控制

滑模控制是鲁棒控制领域的代表性方法之一[72],
自 20世纪中叶提出以来, 已在非线性系统控制、电

机驱动、机器人操控、飞行器制导等众多工程领域

得到广泛应用. 其核心思想是设计一个不连续的控

制律, 迫使系统状态在有限时间内到达预先设计的

滑模面, 并沿该面滑动至平衡点. 由于在滑动模态

下系统动态对满足匹配条件的参数摄动和外部扰动

具有完全的不变性, 滑模控制展现出卓越的鲁棒性,

成为处理不确定系统控制问题的有力工具. 考虑一

个简单的受扰一阶动态系统:

ẋ(t) = u(t) + d(t) (33)

x ∈ R u ∈ R d ∈ R其中,   是系统状态,   是控制输入, 
是有界扰动. 该系统的滑模控制器可设计为[73]:

uSMC = −ksign(x) (34)

k > d̄ d̄ d

d ≡ 0 k

k > 0

其中,  ,   为扰动  的可利用上界信息. 在理想

情况下, 有 . 此时控制增益参数  的选择范围

退化为  . 在该理想情况下, 求解常微分方程

(33)可得

x(t) =


sign(x0)

(
|x0| − kt

)
, 0 ≤ t <

|x0|
k

0, t ≥ |x0|
k

(35)

tf = |x0|/k令 , 有

x(t) =

sign(x0)
(
k(tf − t)

)
, t ∈ [0, tf )

0, t ∈ [tf , ∞)
(36)

sign(x)

t ∈ [0, tf ) sign(x) = sign(ksign(x0)(tf − t)) =

sign(x0)(k(tf − t))/|sign(x0)(k(tf − t))| = sign(x0)

k = 1

代入式 (36) 到符号函数   可得 :  对于

任意  ,  
 成

立. 因此, 当  时, 可将滑模控制律 (34)等价地

写为:

uSMC =

−sign(x0), t ∈ [0, tf )

0, t ∈ [tf , ∞)
(37)

k = 1

sign(x0) = x0/|x0| |x0| = ktf

该结果表明: 滑模控制器在收敛阶段输出一个

恒定的非零控制量, 其符号由初始状态的符号决定;
一旦系统状态到达原点, 控制器立即撤除控制输入.
从工程可实现性的角度来看, 滑模控制律采用常值

增益, 控制量全程有界, 执行器只需提供有限幅值

的输出即可运行, 避免预设时间控制中增益发散的

问题. 值得注意的是, 将式 (37) 与第 2.4节中预设

时间控制器在  时的退化形式 (式 (17))进行比

较, 可以发现两者在数学上具有等价性. 事实上, 利
用   以及  , 重写式 (17)
可得:

uprescribed =

−sign(x0), t ∈ [0, tf )

0, t ∈ [tf , ∞)
(38)

此即滑模控制律 (37).

 3.4　Bang-Bang 控制

Bang-Bang控制起源于 20世纪 40年代, 并在

早期自动控制与伺服系统中得到广泛应用, 例如继
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电器控制系统、恒温器以及早期飞机舵机控制等.
随后, 庞特里亚金基于极大值原理证明该类控制策

略在一定条件下具有时间最优性[74]. 对于系统 (28),
Bang-Bang控制可表示为:

ubang = −Umaxsign(x) (39)

Umax Umax =

1 ∼
其中,   是能施加的最大控制力. 显然, 当 

 时, 利用类似式 (34)   (37)的分析, 可以将上述

控制律等价改写为

ubang =

−sign(x0), t ∈ [0, tf )

0, t ∈ [tf , ∞)
(40)

在该特定参数设置下, Bang-Bang 控制器与

预设时间控制器 (38)在结构与控制效果上具有等

价性.

 3.5　模型预测控制

模型预测控制 (model predictive control,
MPC)是一类基于在线优化的反馈控制方法, 其核

心思想是在每个采样时刻利用系统模型预测未来有

限时间内的状态演化, 并通过求解一个带约束的优

化问题得到一段最优控制序列, 然后仅执行当前时

刻的控制量, 再滚动更新优化问题. 由于MPC能够

显式处理状态与输入约束, 并在优化中融合性能指

标, 因此在工业过程控制、机器人与自动驾驶等领

域得到广泛应用[75].
对于标量积分器系统 (28), 当 MPC的性能指

标选取为时间最优形式, 即最小化到达平衡点所需

时间时, 优化问题的 Hamiltonian关于控制输入是

线性的, 从而最优解必然取在控制约束的边界上.
此时, MPC在每个预测时域内求解得到的最优控

制均满足

u∗(t) ∈ {−Umax, Umax} (41)

并根据状态符号发生切换, 即

uMPC = −Umaxsign(x)

Umax = 1

因此, 该时间最优 MPC在结构上退化为典型

的 Bang-Bang控制形式, 两者在最优控制意义下是

等价的. 进一步地, 当控制约束满足  时, 此
时间最优 MPC与预设时间控制器 (38)在结构与

控制效果上具有等价性.

 4　预设时间控制核心设计方法

在早期研究中, 分析通常局限于线性系统, 通
过求解常微分方程获得控制器的开环解, 却较少探

讨其闭环反馈形式, 也未能充分结合 Lyapunov稳

定性理论这一强大的分析框架. 因此, 传统方法在

处理非线性系统或复杂动态时存在明显局限. 现代

预设时间控制理论在继承“时变增益”这一核心思想

的基础上, 发展出一系列系统化的设计方法. 这些

方法不仅具备闭环反馈结构, 而且能够自然地嵌入

Lyapunov稳定性分析的框架中, 从而可有效拓展

至非线性系统.

 4.1　基于状态变换的预设时间控制

为阐明基于状态变换的预设时间控制的核心思

想, 考虑如下标量系统:

ẋ(t) = u(t)

定义状态变换[10, 13, 76]

z = µ(t)x

µ(t) = 1/(tf − t)其中,   为随时间单调递增直至无穷

的时变函数. 注意, 此类在有限时间内单调递增到

无穷大的函数有很多, 此处仅考虑最简单的情形.
z对新变量  求导, 得到其动力学方程:

ż = µ̇x+ µu

若设计如下控制律:

u = −kz − µ̇µ−1x, k > 0

z z则可实现对  的预设时间镇定, 此时  的闭环动态为

ż = −kµz

由此可得

z(t) =

(
tf − t

tf

)k

z(0)

limt→tf z(t) = 0且 . 进而原状态

x(t) = µ−1z(t)

x(t) lim
t→tf

x(t) = 0表明  有界, 且满足 . 进一步, 由于

µ̇µ−1x = µ̇µ−2z = z

该项随时间趋于零, 因此控制输入亦满足

lim
t→tf

u(t) = 0

tf

该设计表明, 通过适当的状态变换与控制设计,
可在预设时刻  内实现系统的渐近稳定, 且控制量

最终趋于零.

 4.2　基于时间尺度变换的预设时间控制

时间尺度变换的思想可追溯至奇异摄动理论.
在奇异摄动理论中, 通过对快变与慢变两个时间轴

进行尺度变换, 将原系统分解为不同时间尺度的子

系统, 从而简化动态分析与控制器设计. 而在预设
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[0, tf )

[0, ∞)

时间控制中, 则是将一个有限时间区间  映射

到无限时间区间 , 从而将有限时间内的收敛

问题转化为无限时间上的渐近镇定问题[18, 22]. 具体

地, 考虑如下变换

t(τ) = tf (1− e−τ ) (42)

及其逆变换

τ(t) = ln
(

tf
tf − t

)
(43)

t [0, tf ) τ

[0, ∞)

该变换将  时间轴上的有限区间  映射到  时

间轴上的无限区间 , 反之亦然.
x(t) τ

x x(τ) ≡ x(t) x(τ) x(t)

基于这一变换, 信号  可在  时间轴上重新

表述, 如图 5所示. 值得注意的是, 对于任意维数的

信号 , 恒等式  成立, 因为  与 

表示同一信号在不同时间坐标下的幅值, 时间轴被

拉伸或压缩, 而信号的取值保持不变. 通过这一映

射, 可将原有限时间区间上的预设时间稳定问题,
转化为无限时间区间上的渐近镇定问题. 针对转换

后的系统设计渐近稳定控制器, 即可得到使原系统

在预设时间内稳定的控制律. 具体设计如下:

  
x(t)

x(t1)

x(t3)

t1 t2 t3

x(t2)

0

0

t
∞

时间尺度变换

t = tf(1−e−t)

x

x(t)

x(t1)

x(t3)

x

x(t2)

t1 t2 t3
tft 

图 5    时间尺度变换示意图

Fig. 5    Schematic diagram of time-scale transformation
 

ẋ(t) = u(t)利用时间尺度变换 (42), 系统  可等

价转换为:
dx
dτ

= tfe−τu(τ) (44)

若设计如下控制律:

u(τ) = −keτ

tf
x(τ)

则闭环系统为

dx(τ)
dτ

= −kx(τ)

x(τ) = e−kτx(0) x(τ) τ

t

其解为 , 表明  在  时间轴上渐

近趋于零. 利用逆变换 (43)可得  时间轴上的状态

与控制输入:

x(t) = e
−k ln

(
tf

tf−t

)
x(0) =

(
tf − t

tf

)k

x(0)

u(t) = − ke
ln
(

tf
tf−t

)
tf

x(t) = − kx(t)

tf − t
=

− k

tf

(
tf

tf − t

)1−k

x(0)

k ≥ 1

k = 1

显然, 当且仅当   时控制输入有界; 特别

地, 当  时, 该控制律与第 3.2节中能量最优控

制的结果一致.

 4.3　基于复合反馈的预设时间控制

在时间尺度变换方法下, 设计渐近稳定控制器

可确保系统在预设时间内收敛. 然而, 该预设时间

控制器的时变增益在理论上趋于无界, 可能引发数

值计算问题. 为解决此缺陷, 可在变换后的时间轴

上设计有限时间控制器, 以替代原有的渐近稳定控

制器[30]. 该方法能保证系统输出在时变增益趋向无

穷大之前收敛到零, 并在系统收敛后将时变增益切

换为一个常数值, 从而在保持收敛精度的同时, 避

免无界增益导致的数值困难. 具体设计过程如下:

ẋ(t) = u(t)利用时间轴变换 (42), 系统  可等价

地转换为

dx(τ)
dτ

= tfe−τu(τ)

若设计如下控制律:

u(τ) = −keτ

tf
x(τ)

1
3 (45)

则闭环系统为

dx(τ)
dτ

= −kx(τ)
1
3

其解析解为

x(τ) =

sign(x0)

(
|x0|

2
3 − 2k

3
τ

) 3
2

, 0 ≤ τ ≤ T (x0)

0, τ > T (x0)

T (x0) = 3|x0|2/3/(2k) x(τ) τ =

T (x0) x(t)

其中 ,   .  这表明   在  

 时收敛到零. 通过逆变换 (43) 可得,   将在

x 期 宋永端等: 动态系统预设时间控制的若干问题 11



t = tf

(
1− e−

3
2k |x0|

2
3

)
< tf

t

时刻收敛到零. 需要注意的是, 控制律 (45)在原始

时间轴  上的等价形式为

u(t) = − k

tf − t
x(t)

1
3 (46)

tf

为保证系统状态严格收敛至零, 并避免时变增

益趋于无穷, 可在系统收敛后、预设时间   之前,
将时变增益切换为某个常数值 (比如切换为 1). 具
体切换策略如下:

u(t) =


− k

tf − t
x(t)

1
3 , 0 ≤ τ ≤ tf (1− e−

3
2k |x0|

2
3 )

−kx(t)
1
3 , τ > tf (1− e−

3
2k |x0|

2
3 )

综上, 针对预设时间控制器时变增益趋于无界

的问题, 可通过引入有限时间收敛控制律并结合收

敛后的增益切换机制, 来保证系统在预设时间内精

确收敛, 同时避免时变增益趋近于无穷大所引发的

数值计算困难, 从而兼顾控制性能与数值可实现性.

 4.4　基于周期时滞反馈的预设时间控制

尽管第 4.3节所介绍的复合反馈方法能够解决

数值奇异问题, 但其同时会引起控制信号的抖振现

象. 为克服此缺陷, 本节引入一种基于周期时滞反

馈的控制器设计方法[37, 39−40, 77]. 考虑如下标量系统:

ẋ(t) = u(t), ∀t ∈ [0, 3T ]

T

T (x0)

其中,   为预先给定的定常参数, 与前文有限时间

稳定性中依赖初始状态的收敛时间函数  含义

不同.
2T -周期时变点延迟反馈控制采用 :

u(t) = −KT (t)x(t− T )

tf > 0 KT 2T -周期脉冲信号其中,   是预设常数,   是 ,
其形式定义为:

KT (t) =



0, 0 ≤ t < T

1

T

(
1− cos

(
2πt

T

))
, T ≤ t ≤ 2T

0, 2T < t ≤ 3T

t ∈ [0, T )

x(0)

第一阶段 (  ). 在此区间内, 控制器增

益为零, 系统处于开环状态. 由于无控制输入, 系统

状态将保持初始值不变. 此阶段的意义在于, 延迟

环节记录初始状态 , 并为下一阶段的反馈控制

提供所需的延迟信号.

KT (t) = 0 ⇒ u(t) = 0 ⇒ ẋ(t) = 0 ⇒ x(t) = x(0)

t ∈ [T, 2T ]第二阶段 (  ). 控制器开始工作, 并

x(0)

KT

利用上一阶段“记忆”的延迟状态  进行反馈. 增
益函数  设计为具有特定波形的周期函数, 其目

的是为在积分后实现状态的精确归零.

u(t) = − 1

T

(
1− cos

(
2πt

T

))
x(0) (47)

代入系统方程并积分得:

x(t) = x(0)− t− T

T
x(0) +

1

2π
sin

(
2πt

T

)
x(0)

t = 2T当  时:

x(2T ) = x(0)− T

T
x(0) +

1

2π
sin(4π)x(0) = 0

t ∈ (2T, 3T ]

t = 2T

x(t) = 0, ∀t ≥ 2T.

第三阶段 (  ). 此时, 控制器增益再

次归零. 由于系统在  时已处于零状态, 且后

续无外部扰动或控制输入, 系统将稳定地保持在原

点, 即 

2T

该控制器的核心思想是通过周期性的延迟反馈

与间歇性增益的巧妙配合, 使得系统能够在精确指

定的时间   内从任意初始状态收敛到零并保持,
如图 6所示. 值得注意的是, 式 (47)所示的控制信

号并不包含无界的时变增益, 从而避免因增益过大

引起的数值或实现上的问题.

 
 

t
0 T 2T 3T

T(t)2
T

x(t)

 

图 6    周期时滞反馈控制下的增益和输出信号示意图

Fig. 6    Schematic diagram of gain and output signal
under periodic delayed feedback control

 

 4.5　方法拓展

基于对时变增益与反馈信号的多样化利用, 上
述四种控制方案展现出良好的结构灵活性, 能够与

多种非线性控制方法有机融合, 从而有效应对高阶

系统动态与复杂非线性特性. 例如, 这些方案可与

滑模控制[50, 78−79]、动态高增益反馈[19, 80]、时变高增益

反馈[81]、加幂积分设计[82−83]、参量 Lyapunov方程设

计[84−87]、矩阵束技术[88−91]、反步法[22]、动态面控制[92]、

命令滤波技术[93]、小增益定理[94]、动态逆[95], 以及基

于人工神经网络[61] 或模糊逻辑[96] 的控制方法相结

合. 这种融合不仅拓展现有非线性控制理论的研究

框架, 也显著提升该类方法在复杂系统控制中的适

用性与鲁棒性.
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 5　其余内在关键问题辨析

 5.1　系统解的存在性和唯一性问题

为尽可能清晰地了解系统的运动行为, 即系统

状态随时间的变化规律, 自然希望获得系统状态的

解析解. 对于一阶线性定常系统, 这一目标通常较

易实现, 如第 4节所述. 然而, 对于非线性系统, 仅
在极为特殊的情形下才能得到解析解. 既然无法获

得一般非线性系统闭环状态的解析表达式, 从理论

角度出发, 自然关注以下几个关于系统解的基本问

题: 存在性、唯一性与稳定性. 其中, 稳定性往往依

赖于具体控制器设计, 需针对具体问题进行分析,
难以给出统一结论. 因此, 本节仅讨论解的存在性

与唯一性问题.
具有预设时间稳定性的闭环非线性系统通常可

表示为如下形式:

ẋ(t) = f(x(t), u(t), µ(t)), t ∈ [0, tf ) (48)

x ∈ Rn u ∈ Rm

µ(t) =

1/(tf − t) [0, tf ) f :

Rn ×Rm × [0, tf ) → Rn x

t

u ≡ 0 t ∈ [0, tf ) f(0,
0, µ(t)) ≡ 0 x = 0

其中,   表示系统状态,   表示所有外部

输入 (一般包括扰动和人为设计的控制律), 
 是一个在   上单调递增的函数, 

 在定义域内关于    局部

Lipschitz连续, 关于  分段连续. 当所有外部输入

为零 (即  ) 时, 若对任意   均有  

, 则  是系统的一个平衡点.
f(0, 0, µ(t)) = 0

t ∈ [0, tf )

因此, 若通过设计控制律使得 

对任意  成立, 则平衡点存在.
T ∗ < tf

µ(t) [0, T ∗] f(x,

u, µ) [0, T ∗] t x u

x(0)

[0, T ∗]

limt→tf x(t) = 0

[0, tf )

对于解的唯一性, 考虑任意有限的 , 时
变增益  在区间  上均有界, 从而函数 

 在  上关于  分段连续、关于  和  局

部 Lipschitz连续. 因此, 对任意初值 , 系统在

 上存在唯一解[63]. 进一步地, 若通过稳定性

分析证明 , 那么该解可唯一延拓至

整个半开区间 .

 5.2　时变增益的数值奇异问题

预设时间控制的核心思想在于在反馈信号中引

入一类在有限时间内趋于无穷大的时变增益函数,
但这不可避免地导致系统状态收敛至平衡点时出现

数值奇异现象. 如何有效规避或解决该问题, 已成

为该领域的研究焦点. 尽管前文已提及若干解决思

路, 考虑到其重要性, 此处特作系统总结.

T

回顾弹道导弹拦截系统中比例制导律的工作机

制, 可发现一种实用的工程解决思路. 首先, 在比例

制导律的程序实现中, 为避免增益无界所带来的实

现难题, 设计者通常会有意将终端时间  设定为略

tf T = tf + 0.001大于理论收敛时间  的常数 (例如 ).
其次, 在拦截导弹上配备无线电近炸引信, 使其在

进入预设危险范围后引爆, 产生大量高速破片, 通
过撞击、引燃或引爆等方式毁伤目标, 从而在制导

律修正可能损失控制精度的情况下, 仍能保障拦截

成功率. 接下来, 将针对无界时变增益问题, 系统介

绍几种有效的修正或解决方案.

tf

1)增益截断法. 该方法受比例制导策略启发,
在程序实现时将运行时间设定为略大于预设收敛时

间  的常数, 从而在时变增益增长至无穷大之前将

其主动截断. 该方案以轻微损失控制精度为代价,
提升预设时间控制算法的实用性, 但其缺点在于仅

适用于导弹拦截等特定任务.
2)控制器输入强制归零法. 该方法在预设时间

点直接将控制器输入切换为零. 该方法在数学上成

立, 能够通过高精度数值仿真展示系统的完整响应

过程. 然而, 从工程实现角度看, 该方案并不可取.
由于无界增益导致的奇异现象并未消除, 而实际中

并不存在能将反馈信号放大至无穷大的放大器, 且
任意微弱的干扰都可能导致无控制输入的系统失

稳, 因此这类方案难以应用于工程实践.
3)增益限幅法. 该方法是将无界时变函数修正

为有界形式, 通过增益限幅来解决数值奇异问题.
该方法可确保系统状态在预设时间内收敛至平衡点

附近的邻域, 随后保持稳定 (或渐近稳定). 然而, 确
定合适的增益幅值通常较为困难, 需进行额外理论

分析, 否则将影响理论的严谨性. 此外, 也可在时变

增益趋于无穷大之前, 将预设时间控制器切换为其

他稳定控制器, 但这不仅需要额外设计稳定的控制

策略, 还会因控制器切换导致输入信号出现短暂

抖振.
4)时变反馈与分数幂反馈结合法. 该方法将时

变反馈与分数幂反馈相结合, 通过合理安排收敛序

列, 使系统状态在时变增益趋于无穷大之前完成收

敛, 从而在保持控制精度的同时规避奇异现象. 然
而, 分数幂反馈在存在扰动时容易引发抖振, 同时

也会增加对实际收敛时间估计的保守性.
5)周期时滞反馈法. 该方法基于有界周期时滞

反馈构建特殊反馈机制, 理论上可严格避免奇异问

题, 并支持系统在终端时间后持续运行. 但该方案

需要系统模型的先验信息, 且在存在外部扰动时难

以直接应用.
6)隐式欧拉编程法. 该方法由 Efimov等[97]提出,

可严格避免数值奇异问题, 也可以在不损失控制精

度的前提下保证控制器在终端时间后持续运行, 并
且对于测量噪声具有鲁棒性. 与显式方法不同, 隐
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ẋ = u

u = −ax/(tf − t), a ≥ 1

tk−1

式欧拉方法将系统动态 (以系统   和控制器

 为例)的右端函数在上一时

刻  处求值:
xk − xk−1

h
= uk = − axk

tf − tk
(49)

tk = hk tf > h h其中,  ,  ,   为固定采样周期. 对式 (49)
化简可得:

xk

(
1 +

ah

tf − tk

)
= xk−1 (50)

xk由式 (50)直接解出 , 得到如下显式递推公式:

xk =
(tf − tk)xk−1

tf − tk + ah
, k = 1, 2, · · · , N (51)

N = ⌊tf/h⌋
tk → tf

xk

其中,   表示向下取整函数. 由式 (51)可
知: 分母始终大于零, 递推过程数值稳定; 当 

时, 分子趋于零, 迫使  收敛到 0, 精确再现连续

系统的收敛行为; 整个计算过程无需执行任何可能

产生除零的奇异运算.
[0, tf ]

t ≥ 0

上述离散化方案仅在有限区间   上有定

义. 为将控制器延拓至整个时域 , 引入如下周

期时间映射:

τ(t) = mod(t, tf ) ∈ [0, tf ) (52)

mod(t, tf ) = t− tf⌊t/tf⌋
t [0, tf )

其中,  . 该映射将物理时间

 折叠至固定区间  内. 据此, 式 (51)修正为:

xk =
(tf − τk)xk−1

tf − τk + ah
(53)

τk = τ(tk)

t ∈ [mtf , (m+ 1)tf ), m ∈ Z

τ(t)

h 1/

(tf − τk)

其中,  . 该周期延拓方案具有以下性质:
在每个区间 , 状态在该

周期末端收敛至原点附近; 每个周期开始时, 有效

时间  重置为 0, 增益恢复至初始值. 不难发现,
式 (53)所描述的预设时间控制器的隐式欧拉离散

化实现方案, 在形式上与周期时滞反馈控制具有相

似的结构, 两者均利用延迟状态信息进行反馈, 并
通过周期重置实现控制器的无限时域运行. 所不同

的是, 隐式欧拉格式中的延迟步长固定为单步采样

周期  ,  而增益的周期演化则由时变函数  

 自然驱动.

 5.3　控制信号光滑性问题

x1/3

sign(x)|x|1/3

x

在控制系统编程实现中, 在处理  这类反馈

信号时, 通常需使用  的等价形式, 主要

原因如下: 1)语言兼容性与实数输出保证: 在大多

数编程语言 (如 C、C++、Python、MATLAB)中,
当底数  为负数时, 分数幂运算要么未定义, 要么

返回复数结果. 而控制系统要求反馈信号必须为实

x1/3

x1/3 x = 0

sign(x)|x|1/3

数, 因此直接使用  可能导致数值异常或错误的

复数输出, 影响控制器正常运行. 2)数值稳定性考

虑: 函数  在  处的导数为无穷大, 该点附近

斜率趋于垂直. 这种奇异性在数值积分或微分方程

求解中容易引起问题, 例如导致仿真步长过小、计

算效率降低, 甚至引发数值不稳定. 采用 

的形式有助于提升算法整体的数值鲁棒性.

x0 = 0.1, 1.0

k = 1.2 tf = 0.5

针对第 2节所述四种控制器, 在两组不同初始

条件下进行仿真研究. 仿真基于MATLAB 2016平
台, 步长设定为 0.01, 初始条件分别取为 .
控制器参数统一设置为 ,  . 仿真结果

如图 7 ~ 图 10所示, 依次为有限时间控制、固定时

间控制、预定时间控制与预设时间控制下的系统

响应.
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图 7    有限时间控制下的系统状态与控制输入轨迹

Fig. 7    System state and control input trajectories
under finite-time control

 

T (x0) = 0.323 s T (x0) = 1.500 s

由图 7所示结果可观察到, 在有限时间控制下,
系统的收敛时间分别约为 0.32 s和 1.50 s. 根据第

2节的理论分析, 代入初始条件可计算出对应的精

确收敛时间为   和  .
该结果说明, 收敛时间与系统的初始状态密切相关.

k = 1.2

Tmax = π/
√
1.2 ≈ 2.87 s

由图 8 的结果可观察到, 在固定时间控制下,
系统的收敛时间分别约为 0.6 s和 1.5 s. 根据第 2
节的理论分析, 代入初始条件及  可得收敛

时间的上界估计为 . 这表明,

尽管该上界与初始状态无关, 但所采用的估计方法

对收敛时间的刻画较为保守, 且初始状态幅值越小,
保守程度越高.
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图 8    固定时间控制下的系统状态与控制输入轨迹

Fig. 8    System state and control input trajectories
under fixed-time control
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tf = 0.5 s

Tmax = 0.5 s

由图 9 的结果可观察到, 在预定时间控制下,
系统的收敛时间分别约为 0.05 s和 0.32 s. 依据第

2节的理论分析, 代入  可得收敛时间上界

估计为 . 这说明虽然该上界与初始状态

无关, 但估计结果仍偏保守, 且随着初始状态幅值

的减小, 保守性进一步增大.

tf = 0.5 s

由图 10的结果可观察到, 在预设时间控制下,
系统的收敛时间为 0.5 s. 根据第 2节的理论分析,
代入  可得理论收敛时间同样为 0.5 s, 说
明该收敛时间与系统的初始状态无关. 此外, 与前

述三种控制方法相比, 该方法下的输入信号呈现光

滑特性, 未出现明显抖振现象.

 5.4　测量噪声敏感性问题

ẋ(t) = u(t)

d(t) = 0.01 sin(20t)

为讨论在测量噪声影响下几种控制方法的性能

差异. 考虑一阶系统 , 其中, 控制器接收

的输出信号受到测量噪声   的干

扰, 具体形式为

y(t) = x(t) + d(t)

d(t) = 0.01 sin(20t)

拟比较以下五种控制器的性能:
uexp = −4y指数收敛 ,
ufinite = −y

1
3有限时间 ,

ufixed = −ksign(y)|y| 12 − sign(y)|y| 32固定时间 ,

upredefined = − 1
tf
sign(y)e|y|预定时间 ,

uprescribed = − 4
tf−ty预设时间 ,

tf = 2

x(0) = 0.1

均取  s. 为更清晰地观察平衡点附近的动态行

为, 设初始条件为 .

uexp

= −4y

仿真结果如图 11所示. 通过对比不同控制方

法在测量噪声影响下的响应曲线, 可以观察到以下

现象: 首先, 所有控制方案在噪声存在时均无法实

现零误差收敛, 稳态精度明显低于无噪声的理想情

况 .  特别是 ,  相较于传统的指数收敛控制器  

, 有限时间、固定时间、预定时间及预设时间

控制器的稳态偏差更为显著, 甚至在某些时刻出现

明显的高频振荡.
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图 11    不同控制策略在含测量噪声下的输入−输出轨迹

(步长: 0.01)
Fig. 11    Input-output trajectories of different control
strategies under measurement noise (step size: 0.01)

 

x y1/3

|y|1/2 + |y|3/2 e|y|

uprescribed

= −4y/(tf − t) t tf = 2 s

t ∈ [0, tf ) s

t < 2 s

tf

这种精度下降的差异可从控制器结构的角度进

行解释: 指数收敛控制器基于线性反馈设计, 增益

在平衡点附近保持恒定, 因此对噪声的放大作用相

对有限. 然而, 其余几种控制器在平衡点附近对反

馈信号  进行增强处理, 例如采用分数幂 、幂

次组合  或指数函数  等形式, 这些

非线性机制旨在提升收敛速度或在有限时间内实现

收敛, 但同时也会放大测量噪声中的高频成分, 导
致控制信号中引入显著的噪声分量, 进而降低系统

在平衡点附近的稳态精度. 这一现象与注 4中关于

“增强型反馈对测量噪声敏感”的理论分析完全一

致. 此外需特别说明的是, 预设时间控制器 

 在   接近   时增益趋于无穷,
因此在  之外无定义, 其仿真轨迹也仅绘

制至  阶段. 值得注意的是, 有限时间、固定

时间及预定时间控制器因采用分数幂或指数型反

馈, 其控制输入中同样存在由测量噪声引发的高频

振荡, 而预设时间控制器的控制输入在远离终端时

刻时相对平稳, 在接近  时振荡幅度有所增大. 这
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图 9    预定时间控制下的系统状态与控制输入轨迹

Fig. 9    System state and control input trajectories
under predefined-time control
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图 10    预设时间控制下的系统状态与控制输入轨迹

Fig. 10    System state and control input trajectories
under prescribed-time control
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一现象表明, 不同预设/预定时间控制策略对测量

噪声的敏感性存在显著差异, 实际应用中需根据噪

声环境与收敛精度要求综合权衡.

 5.5　面向工程实际的理论拓展问题

前述四种设计框架主要基于一阶系统示例进行

阐述, 在该特例中系统状态与输出并无本质区别,
且未考虑执行器非理想特性、数字采样控制以及网

络化环境中的信息交互与物理耦合等工程约束 .
然而, 实际工程系统通常呈现高阶动态特性, 其状

态变量未必全部可直接测量; 执行器饱和、死区、量

化等非线性环节普遍存在; 数字控制器依赖离散采

样而非连续时间反馈; 多智能体协同任务中面临通

信延迟、丢包等网络约束, 智能体之间还可能存在

物理耦合. 近年来, 研究者针对上述场景发展相应

的预设时间控制方法, 形成对核心设计框架的重要

补充.
实际高阶系统的状态变量往往难以完全获取,

因而需融合观测器设计与输出反馈策略. 目前, 已
有文献针对预设时间观测器设计[98−100] 以及输出反

馈控制器设计开展系统研究[20−21, 84−85, 91, 101−103]. 针对

线性系统[101−102] 及一类特殊下三角非线性系统, 已
建立相应的预设时间观测器−控制器架构[104], 并有

结果进一步证明在此类设定下分离原理仍然成

立 [91], 即观测器参数与控制器参数可以独立设计.
这一性质显著降低了预设时间输出反馈控制的设计

复杂度, 使观测器与控制器的整定相互解耦, 避免

了传统方法中为满足联合收敛条件而进行的繁琐参

数标定.
在预设时间控制框架下, 尽管增益趋于无穷大

并不必然导致控制输入发散 (其幅值取决于增益与

状态的相对收敛速率), 但在终端时刻附近的瞬态过

程中, 若状态未能以足够快的速度收敛, 或测量噪

声经时变增益放大, 均可能瞬时产生较大的控制幅

值, 从而对执行器构成潜在威胁. 针对执行器饱和

问题, 已有相关成果进行系统探讨[16, 105]. 其中, 通过

引入规划算法[105], 可有效计算满足幅值约束下的预

设收敛时间. 上述结果为预设时间控制在执行器受

限环境下的工程实现提供设计依据.
数字控制器依赖离散采样而非连续时间反馈,

而现有理论主要基于连续时间框架. 针对该问题,
相关研究分别探讨数据采样控制下的预设时间控制

方法[106]、预设时间观测器的离散化设计[107], 以及预

设时间控制器的离散化实现[97, 108−110], 并验证相关方

法对外部扰动及测量噪声的鲁棒性. 这些成果为数

字控制环境下的预设时间控制提供可行的设计路径.

网络化系统中的预设时间控制面临信息交互与

物理耦合两大挑战. 前者受通信延迟、数据丢包、有

限带宽及动态拓扑变化等网络约束影响[33, 111−114]; 后
者则体现为智能体之间的机械接触、协同搬运中的

刚性耦合或通过环境介质产生的动力学相互影响.
针对通信约束, 已有研究采用事件触发策略降低通

信交互频次[115−120]. 此外, 针对网络攻击下的安全控

制问题, 也有初步探索利用预设时间方法实现对欺

骗攻击或拒绝服务攻击的弹性控制[121−122]. 针对物理

耦合, 现有研究或提出分散式预设时间控制框架,
使大规模互联系统仅凭本地信息实现整体控制[13, 81, 88];
或将其应用于多机械臂−手指协同抓取任务, 兼顾

刚性耦合与接触力约束[51]. 上述研究将预设时间控

制从集中式、理想环境拓展至兼具信息交互与物理

耦合的分布式与分散式网络化场景, 为其在协同操

控、编队控制等领域的应用奠定了理论基础.

 6　结束语

本文系统梳理预设时间控制的理论渊源、核心

设计方法与工程实现挑战. 从稳定性定义出发, 辨
析有限时间、固定时间、预定时间与预设时间稳定

性之间的逻辑关系; 追溯比例制导、终端约束最优

控制及滑模控制中“时变增益”思想的早期萌芽; 重
点阐述状态变换、时间尺度变换、复合反馈及周期

时滞反馈四种主流设计框架, 并分析增强/削弱反

馈信号对收敛性能与工程可实现性的影响. 针对预

设时间控制中存在的数值奇异与噪声敏感问题, 总
结多种解决方案. 上述讨论旨在为预设时间控制的

理论研究与工程应用提供系统性的参考.
未来研究应着力推动理论融合, 将预设时间控

制与其他先进控制方法有机结合, 以提升其在复杂

系统建模及强噪声环境下的适用性. 包括但不限于

以下几个方面: 有限带宽与通信约束下的多智能体

预设时间协同、预设时间理论向离散数字控制系统

的无损转化、基于强化学习或数据驱动的预设时间

参数自适应整定、基于 Lyapunov判据的预设时间

控制学习算法、面向复杂任务场景的预设时间控制

理论与验证体系.
综上所述, 预设时间控制正从理论探索走向工

程实践, 未来需在数字化实现、网络化协同、智能化

整定及复杂场景验证等方向持续突破, 以支撑航空

航天、智能制造、无人系统等对动态性能与时间精

度有严苛要求的关键应用.
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