
 

 

面向非线性系统的知识驱动高效安全评判学习控制
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摘    要   针对具有状态约束的离散时间非线性系统, 开发一种知识驱动高效安全评判学习控制算法. 首先, 基于知识迁移

技术, 利用历史任务中的先验知识来改善评判学习控制算法在当前目标任务中的学习效率. 同时, 构造一类单调递减的衰减

函数以避免先验知识影响控制策略的最优性. 其次, 通过设计合适的障碍函数, 成功将具有状态约束的最优调节问题转化为

无约束最优调节问题, 进而建立一种安全评判学习控制框架. 利用所提控制算法, 可高效求解一类具有状态约束的非线性系

统最优控制问题. 此外, 为提供严谨的理论依据, 给出所提控制算法的收敛性证明以及控制策略的稳定性判别准则. 最后,
利用两个数值仿真实例验证了所提算法的有效性.
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Abstract   In this paper, a knowledge-driven efficient safe critic learning control algorithm is developed for discrete-
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pact of prior knowledge on the optimality of the control strategy. Secondly, by designing an appropriate barrier
function, the original state-constrained optimal regulation problem is transformed into an unconstrained one,
thereby enabling the development of a safe critic learning control framework. By leveraging the proposed control al-
gorithm, the optimal control problem for a class of nonlinear systems with state constraints can be efficiently solved.
Furthermore, to provide a rigorous theoretical basis, the convergence proof of the proposed control algorithm and
the stability criterion of the control strategy are presented. Finally, the effectiveness of the proposed algorithm is
verified through two numerical simulation examples.
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随着强化学习与自适应动态规划的发展, 评判 学习控制 (critic learning control, CLC)[1−3] 成为非

线性最优控制设计的重要方法之一. CLC的核心思

想是通过近似求解 HJB (Hamilton-Jacobi-Bell-
man)方程[4−5], 以迭代方式逼近最优值函数和最优

控制策略, 在系统模型未知或动态特性复杂的场景

中展现出良好适用性[6−8]. 然而, 在实际控制系统中,
状态变量与控制输入常受物理边界、执行器饱和等

约束条件限制[9−10]. 控制输入约束[11−12] 可通过投影映

射、饱和函数或非线性变换等方式直接进行处理,
而状态约束因依赖系统动态演化过程, 难以在控制

器设计中显式地对其进行处理, 成为非线性控制领

域更具挑战性的研究难题[13−14].
为解决状态约束下的非线性最优控制问题, 相

关学者提出多种方法. 例如, 模型预测控制[15−17] 通
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过在线滚动优化并显式嵌入状态约束, 可有效保障

安全性, 但实时计算负担较重, 难以满足快速动态

响应需求. 基于风险度量的安全强化学习方法[18−20]

通过引入条件风险价值, 在策略优化中显式考虑违

反约束的代价, 提升了在不确定环境下的系统安全

性. 然而, 此类方法通常仅提供统计意义上的高概

率安全保证, 难以严格确保状态轨迹始终满足硬性

约束. 传统控制障碍函数 (control barrier function,
CBF)方法[21−23] 虽能满足状态约束, 却往往以牺牲

控制策略性能为代价, 难以在安全性与最优性之间

实现有效平衡.
近年来, 有学者将 CBF与 CLC相结合, 构建

了安全 CLC (safe CLC, SCLC)框架[24−25]. 在该类

方法中, 通过将 CBF项嵌入效用函数, 将带状态约

束的最优调节问题转化为无约束形式, 从而适配

CLC的迭代求解机制并提供严格安全保证[26]. 总的

来说, 此类算法在状态约束下的非线性最优控制问

题取得良好应用效果. 然而, 现有 SCLC算法的迭

代过程通常从零初始值函数出发, 缺乏有效先验信

息引导, 导致其在复杂非线性系统中的收敛速度较

慢, 限制了 SCLC 算法的实际应用[27].
为提升 CLC算法的学习效率, 部分学者尝试

设计加速学习机制以改善其收敛性能[28−29]. Luo等[30]

提出一种多步策略评估机制, 通过在值函数更新中

引入更多精确信息, 有效提升了值迭代算法的计算

效率. 然而, 多步策略评估机制的引入, 导致迭代计

算中状态向量经常超出 CBF的定义域, 使得算法

的迭代过程崩溃. 因此, 该加速学习机制与融合 CBF
的 SCLC算法的适配性较差[31]. Ha等[32] 提出一种

融合松弛因子的可调值迭代算法, 通过调整松弛因

子可灵活调节收敛速度, 但当松弛因子取值较大时,
算法的收敛性无法得到严格保证. Gao等[33] 提出一

种融合 knowledge shaping的强化学习控制方法,
通过嵌入先验知识实现迭代加速, 为高效 SCLC算

法的设计提供了新思路. 遗憾的是, 该工作中关于

算法收敛性的分析过程有待完善, 且未能为状态约

束场景提供有效的性能保障. 在此背景下, 本文围

绕非线性系统在状态约束下的最优安全控制问题,
开展以下研究工作:

1)受迁移学习启发, 本文开发一种知识驱动高

效 SCLC (knowledge-driven efficient SCLC, KD-
ESCLC)算法. 该算法利用在历史任务中的先验值

函数信息, 通过设计单调递减的衰减函数, 将先验

知识以可控方式注入当前任务学习过程. 在提升值

函数收敛速度的同时, 确保其最终收敛至最优值函

数, 避免先验知识对当前任务中控制策略最优性的

干扰.
2)针对非对称状态约束, 通过构造一种含安全

系数的 CBF并将其融入效用函数, 建立一个可权

衡安全裕度与控制成本的 SCLC框架. 该框架适用

于模型未知的非线性系统, 能够通过迭代学习获得

近似最优安全控制策略.
3)从理论与实验两方面验证所提算法的有效

性. 在理论方面, 严格证明了 KD-ESCLC算法的收

敛性, 并给出控制策略稳定性的判别准则, 为算法

终止迭代提供理论依据; 在实验方面, 基于两个离

散时间系统仿真实例, 结合超参数分析验证了所提

算法在加速收敛和安全保障方面的有效性.
Rn Rn×m n

n×m ∥ · ∥
T In n R

N

符号说明.   和   分别表示   维欧氏空

间和  维实矩阵空间;   表示向量或者矩阵

的范数;   是转置符号;   表示  维单位矩阵;   表

示实数集合;   表示非负整数集合.

 1　问题描述

为描述研究问题, 本节先构建在无约束场景下

的非线性最优控制问题, 明确最优控制策略的核心

求解目标. 在此基础上, 引入状态约束条件, 建立符

合实际需求的控制问题框架.

 1.1　无约束非线性最优控制问题

考虑如下一类离散时间非线性系统:

sk+1 = F (sk, ak), k = 0, 1, 2, · · · (1)

sk ∈ Ωs ⊂ Rn ak ∈ Ωa ⊂
Rm F (·, ·)

Ωs Ωa

其中,   表示系统状态向量, 
 表示控制输入向量,   表示未知的系统函

数,   和  是两个紧集.
F (s, a) Ωs

F (0, 0) = 0 s = 0

a = 0

假设 1. 系统函数  在紧集  上是可微

的, 且满足 , 即状态变量  为控制输

入  作用下的一个平衡点.

π(sk)

假设 2. 系统 (1)是可镇定的, 即至少存在一个

反馈控制策略 , 使得闭环系统渐近稳定.
为量化控制策略的性能, 定义值函数如下:

V (sk) =

∞∑
h=k

U(sh, ah) = U(sk, ak) + V (sk+1) (2)

U(sk, ak) k其中,   表示  时刻的效用函数, 其形式为

U(sk, ak) = sTkQsk + aTkRak (3)

Q ∈ Rn×n R ∈ Rm×m

∥Q∥
∥R∥

∥Q∥ ∥R∥

其中,   和   表示正定有界的权

重矩阵.   的大小反映了对系统状态调节速度与

精度的重视程度,   则对应控制输入能量消耗在

效用评估中的权重占比. 系统对状态收敛速度的要

求越高、对状态偏差的约束越严格,   相对 

取值越大.
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π∗(sk) sk ∈ Ωs

V ∗(sk)

π∗(sk)

CLC 算法的核心目标是获取最优控制策略

, 使得从任意状态  到达平衡点的累积

效用最小. 为此, 最优值函数  和最优控制策

略  分别为

V ∗(sk) = min
a

∞∑
h=k

U(sh, ah) =

min
ak
{U(sk, ak) + V ∗(sk+1)} (4)

和

π∗(sk) = argmin
a

∞∑
h=k

U(sh, ah) =

argmin
ak
{U(sk, ak) + V ∗(sk+1)} (5)

V ∗(sk)

π∗(sk)

上述模型构成无约束非线性最优控制问题框

架, 求解出最优值函数  后即可获得对应的最

优控制策略 . 然而, 该模型未考虑实际系统

中普遍存在的状态约束, 忽略此类约束将严重降低

控制策略的实际适用性. 为此, 下文进一步构建具

有状态约束的非线性最优控制问题模型.

 1.2　状态约束下的非线性最优控制问题

Θ

针对系统 (1)的状态约束, 定义满足所有约束

条件的状态集合为安全集 . 不失一般性, 该安全

集可表示为

Θ = {sk|ϕ(s[j]k ) ≥ 0, ∀j ∈ Φ} (6)

ϕ(s
[j]
k ) =

[
bj − s[j]k , s

[j]
k − cj

]T
j

s
[j]
k cj < 0 bj > 0

Φ = {d1, d2, · · · ,
dz, · · · , dZ}
dz ∈ {1, 2, · · · , n} Z ≤ n

Θ

其中,   是关于第   维

状态  的连续可微函数, 常数  和  分

别表示该维状态的下界与上界; 
 表示受约束状态的维度指标集合, 满

足  且 . 进一步定义安全集

 的内部与边界分别为

IntΘ = {sk|ϕ(s[j]k ) > 0, ∀j ∈ Φ} (7)

和

∂Θ = {sk|ϕ(s[j]k ) = 0, ∃j ∈ Φ} (8)

IntΘ

∂Θ

π∗(sk)

其中,   表示严格满足所有状态约束的内点安全

区域, 而  为至少一个状态分量处于约束边界的

临界状态集合. 引入状态约束后, 最优控制策略

 需在满足约束条件的前提下最小化累积效

用, 可表示为

π∗(sk) = argmin
a

∞∑
h=k

U(sh, ah)

s.t. (1), sk ∈ Θ (9)

由于存在约束条件, 无法直接利用 CLC框架

迭代求解式 (9)的数值解. 在文献 [10–11]中, 控制

输入约束通常可通过执行器饱和、投影映射或非线

性变换等方式直接处理. 相比之下, 状态约束则因

依赖于未知系统动态演化, 难以通过显式设计来实

现, 构成更具挑战性的问题. 为解决这一难题, 引
入 CBF作为约束处理工具.

κ χ : [0, x)→
[0, ∞) χ(0) = 0 κ

定义 1.   类函数 [24 ]. 若连续函数  

 是严格递增的, 且  , 则称其为   类

函数.
B(s[j])定义 2. CBF[25]. 若函数  满足以下条件,

则称其为 CBF:
1

χ1(ϕ(s[j]))
≤ B(s[j]) ≤ 1

χ2(ϕ(s[j]))

Ḃ(s[j]) ≤ χ3(ϕ(s
[j]))

(10)

χ1(·) χ2(·) χ3(·) κ ∀s ∈ IntΘ其中,  、  和  为  类函数,  .
为适配 CLC算法的迭代求解机制, 所设计的

CBF需满足以下兼容条件:
B(s[j]) ≥ 0, s[j] ∈ (cj , bj)

B(0) = 0, s[j] = 0

B(s[j])→∞, s[j] → cj 或 s[j] → bj

(11)

受相关研究[24–25, 29] 的启发, 设计含安全系数的

CBF如下:

B(s[j]) = α

(
ln
(

bj
bj − s[j]

)
+ ln

(
cj

cj − s[j]

)
−

s[j]

bj
− s[j]

cj

)
(12)

α > 0 cj = −5 bj = 2

B(s[j])

B(s[j])

α

B(s[j])

其中,   表示安全系数. 当  、  时,
 的函数图像如图 1所示. 可以发现, 其严格

满足条件 (11). 与文献 [24–25] 中的 CBF 相比,
 不仅适用于非对称状态约束场景, 而且可通

过调节安全系数  权衡控制策略的安全裕度与控

制成本. 通过融合 , 定义一个安全效用函数

UB(sk, ak) = sTkQsk + aTkRak +

Z∑
z=1

B(s
[dz ]
k ) (13)

对应的安全值函数为

VB(sk) =

∞∑
h=k

UB(sh, ah) = UB(sk, ak) + VB(sk+1)

(14)

V ∗
B(sk)

π∗
B(sk)

基于上述定义, 最优安全值函数  和最优

安全控制策略  分别表示为

V ∗
B(sk) = min

ak
{UB(sk, ak) + V ∗

B(sk+1)} (15)
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和

π∗
B(sk) = argmin

ak
{UB(sk, ak) + V ∗

B(sk+1)} (16)

π∗
B(sk)由式 (16)可知, 获取最优安全控制策略 

的关键是求解式 (15)对应的最优安全值函数, 但该

方程难以通过解析方法直接求解. 为此, 本文构建

KD-ESCLC算法, 用于迭代逼近式 (15)的数值解.

 2　控制算法设计

在本节中, 首先对常规 SCLC算法进行了回顾.

其次, 通过引入知识迁移技术, 将先验知识嵌入

SCLC算法框架, 进而完成 KD-ESCLC算法的开

发. 为确保所提算法在提升收敛速度的同时不破坏

原有算法的收敛性, 本文严格证明了 KD-ESCLC

算法的收敛性. 最后, 针对 KD-ESCLC算法的迭代

控制策略, 提出一种稳定性判别准则, 为算法迭代

终止提供理论依据与科学指导.

 2.1　SCLC 算法

{V (l)
B (sk)}

{π(l)
B (sk)} l ∈ N
V

(0)
B (·) = 0

构造迭代值函数序列  和迭代控制策

略序列 , 其中  表示迭代指标. 设定

初始值函数 . 在迭代过程中, 策略提升的

具体形式为

π
(l)
B (sk) = argmin

ak

{
UB(sk, ak) + V

(l)
B (sk+1)

}
=

− 1

2
R−1

(
∂F (sk, ak)

∂ak

)T
∂V

(l)
B (sk+1)

∂sk+1

(17)

值函数更新的规则可表示为

V
(l+1)
B (sk) =min

ak

{
UB(sk, ak) + V

(l)
B (sk+1)

}
=

UB(sk, π
(l)
B (sk)) + V

(l)
B (sk+1)

(18)

l→∞ V
(l)
B (sk)

V ∗
B(sk) π

(l)
B (sk)

π∗
B(sk)

当迭代指标  时, 迭代值函数  将收

敛至最优安全值函数 , 迭代控制策略 

也将收敛至最优安全控制策略 . 借助以下引

理 1[31] 的核心结论, 说明了 SCLC算法的收敛性及

相关特性.
sk ∈ IntΘ引理 1. 对于任意 , 当以下条件成立时:

0 ≤ V ∗
B(sk+1) ≤ ηUB(sk, ak) (19)

τ1V
∗
B(sk) ≤ V

(0)
B (sk) ≤ τ2V ∗

B(sk) (20)

η τ1 τ2 η <∞ 0 ≤ τ1 ≤ 1 ≤
τ2 <∞ V

(l)
B (sk)

其中,  ,   和   为常数, 且  , 
, 则迭代值函数  满足以下不等式:(

1− 1− τ1
(1 + η−1)

l

)
V ∗
B(sk) ≤ V

(l)
B (sk) ≤(
1− 1− τ2

(1 + η−1)
l

)
V ∗
B(sk)

(21)

l→∞ liml→∞(1−(1−τ1)/(1+η−1)l)V ∗
B(sk) =

V ∗
B(sk) = liml→∞(1− (1− τ2)/(1 + η−1)l)V ∗

B(sk)

liml→∞ V
(l)
B (sk) = V ∗

B(sk)

当  时, 有 

. 根

据式 (21), 可进一步得出 ,

从而完成收敛性的证明.

 2.2　KD-ESCLC 算法

随着非线性系统规模的持续扩大, 其动态特性

与控制复杂度也随之显著提升. SCLC算法虽能通

过迭代求解的方式获得式 (15)的数值解, 进而得到

近似最优安全值函数与最优安全控制策略, 但该算

法采用零初始化的值函数, 即初始值函数不含任何

有效信息, 导致迭代收敛缓慢. 为解决这一问题, 本
节设计了一种能够利用历史任务的先验知识来改善

收敛速度的 KD-ESCLC算法. 在不显著增加计算

成本的前提下, 该算法能够有效提升迭代计算的效

率, 同时保障控制策略的最优性与安全性.

 2.2.1　先验知识的获取与处理

先验知识来源于与当前目标控制任务具有一定

相似性的历史控制任务. 对于该历史任务, 其受控

系统的状态演化方程可表示为

s′k+1 = F ′(s′k, a
′
k) (22)

s′k a′k
F ′(·, ·)

πP (s
′
k) s′k+1 = F ′(s′k, πP (s

′
k))

其中,   为历史系统的状态向量,   为对应的控

制输入,   为历史系统的未知动态函数. 设
 为能使闭环系统  实现
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B(s[j])图 1      在不同安全系数下的轨迹

B(s[j])Fig. 1    Trajectories of   under
different safety coefficients
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渐近稳定的已知控制策略, 基于此, 可定义历史任

务的先验值函数为

VP (s
′
k) =

∞∑
h=k

UP (s
′
h, πP (s

′
h)) (23)

UP (·, ·)

VP (s
′
k)

其中,   为历史任务中的效用函数. 需注意的

是, 目标任务与历史任务的系统动态、优化目标和

约束条件等可能存在差异. 若直接将先验值函数

 用于目标任务的迭代学习, 易导致迭代过程

不稳定, 甚至偏离最优控制策略. 因此, 需要从先验

值函数中提取更具适配性的先验效用函数, 具体形

式为

UP (s
′) = VP (s

′)− VP (F ′(s′, πP (s
′))) (24)

该先验效用函数保留了在历史任务中与控制性

能相关的核心信息, 可用于引导常规 SCLC算法的

迭代过程, 实现先验知识的有效迁移.

 2.2.2　KD-ESCLC 算法的构建

UE(sk, ak)

通过融合先验知识与常规 SCLC算法, 设计高

效效用函数 , 其表达式为

UE(sk, ak) = UB(sk, ak) + β(l)UP (sk) (25)

β(l) = Ae−ql

A > 0

q > 0 l β(l)

其中,   为单调递减的衰减函数, 用于调

整先验知识的影响权重;   为衰减函数的初始

幅值;   为衰减速率. 随着迭代指标  增加, 
逐渐趋近于 0, 可避免先验知识对目标任务最优控

制策略的持续干扰, 确保最终收敛至目标任务的最

优解.
UE(sk, ak)

{V (l)
E (sk)}

{π(l)
E (sk)} V

(0)
E (sk) =

0 {π(l)
E (sk)} {V (l)

E (sk)}

基于高效效用函数 , 重新构造 KD-
ESCLC算法的迭代值函数序列  与迭代控

制策略序列 . 初始值函数仍设为 

.   和   的迭代更新方式分别表

示为

π
(l)
E (sk) = argmin

ak

{
UE(sk, ak) + V

(l)
E (sk+1)

}
=

− 1

2
R−1

(
∂F (sk, ak)

∂ak

)T
∂V

(l)
E (sk+1)

∂sk+1

(26)

和

V
(l+1)
E (sk) =min

ak

{
UE(sk, ak) + V

(l)
E (sk+1)

}
=

UE(sk, π
(l)
E (sk)) + V

(l)
E (sk+1)

(27)

UE(sk, ak)

UP (sk) {V (l)
E (sk)}

由于高效效用函数  集成了先验效用

函数 , 迭代值函数序列  可从先验

知识中获取初始引导信息, 从而加快向最优安全值

V ∗
B(sk) β(l)

l→∞ β(l)→ 0

UE(sk, ak) UB(sk, ak)

V
(l)
E (sk)→ V ∗

B(sk) π
(l)
E (sk)→ π∗

B(sk)

函数  逼近的速度. 同时, 衰减函数  的单

调性确保了当  时,  , 此时高效效用函

数  逐渐趋近于安全效用函数 ,
进而保证  和 . 下

述定理 1将对该收敛性结论进行严格证明.
V

(0)
E (sk) = 0

{π(l)
E (sk)} {V (l)

E (sk)}
liml→∞V

(l)
E (sk) =

V ∗
B(sk) liml→∞ π

(l)
E (sk) = π∗

B(sk)

定理 1. 给定初始值函数 . 若迭代控

制策略序列  与迭代值函数序列 

分别根据式 (26)与 (27)更新, 则 

 和 .

证明. 首先定义高效效用函数的上界函数

ŪE(sk, ak) = UB(sk, ak) +AUP (sk) (28)

{V̄ (l)
E (sk)}

{π̄(l)
E (sk)}

V̄
(0)
E (sk) = 0

然后, 构造一个上界值函数序列  和

上界控制策略序列 . 初始上界值函数设为

. 此外, 定义这两个序列迭代更新的方

式为

π̄
(l)
E (sk) = argmin

ak

{
ŪE(sk, ak) + V̄

(l)
E (sk+1)

}
(29)

和

V̄
(l+1)
E (sk) = min

ak

{
ŪE(sk, ak) + V̄

(l)
E (sk+1)

}
(30)

根据式 (25), 可得

UB(sk, ak) ≤ UE(sk, ak) ≤ ŪE(sk, ak) (31)

l = 0基于式 (18)和 (27), 当  时, 可得

V
(1)
E (sk) =min

ak

{
UE(sk, ak) + V

(0)
E (sk+1)

}
=

min
ak
{UB(sk, ak) + β(l)UP (sk)} ≥

min
ak

UB(sk, ak) =

min
ak

{
UB(sk, ak) + V

(0)
B (sk+1)

}
=

V
(1)
B (sk) (32)

l ∈ N V
(l)
E (sk) ≥ V (l)

B (sk)假设对于一个特定  ,  

成立. 然后, 可推导出

V
(l+1)
E (sk) =min

ak

{
UE(sk, ak) + V

(l)
E (sk+1)

}
≥

min
ak

{
UB(sk, ak) + V

(l)
E (sk+1)

}
≥

min
ak

{
UB(sk, ak) + V

(l)
B (sk+1)

}
=

V
(l+1)
B (sk) (33)

l ∈ N V
(l)
E (sk) ≥

V
(l)
B (sk)

根据数学归纳法, 对于任意  , 

 成立.

l = 0根据式 (27)和 (30), 当  时, 可得
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V
(1)
E (sk) =min

ak

{
UE(sk, ak) + V

(0)
E (sk+1)

}
≤

min
ak

{
ŪE(sk, ak) + V

(0)
E (sk+1)

}
=

min
ak

ŪE(sk, ak) =

min
ak

{
ŪE(sk, ak) + V̄

(0)
E (sk+1)

}
=

V̄
(1)
E (sk) (34)

l ∈ N V
(l)
E (sk) ≤ V̄ (l)

E (sk)假设对于一个特定  ,  

成立. 然后, 可推导出

V
(l+1)
E (sk) =min

ak

{
UE(sk, ak) + V

(l)
E (sk+1)

}
≤

min
ak

{
ŪE(sk, ak) + V

(l)
E (sk+1)

}
≤

min
ak

{
ŪE(sk, ak) + V̄

(l)
E (sk+1)

}
=

V̄
(l+1)
E (sk) (35)

l ∈ N V
(l)
E (sk) ≤

V̄
(l)
E (sk)

根据数学归纳法, 对于任意  , 

 成立.

l ∈ N V
(l)
B (sk) ≤ V (l)

E (sk) ≤
V̄

(l)
E (sk) liml→∞ V

(l)
B (sk) =

V ∗
B(sk) liml→∞ V̄

(l)
E (sk) = V̄ ∗

E(sk)

{V (l)
E (sk)}

β(l) l liml→∞ β(l) =

0 liml→∞ V
(l)
E (sk) = V ∗

B(sk)

liml→∞ π
(l)
E (sk) = π∗

B(sk)

综上所述, 对于任意 , 

 成立. 另外, 由引理 1可知 

 和  , 因此, 可以得

出值函数序列  是有界的. 同时, 考虑到衰

减函数  随迭代指标  单调递减且 

, 结合引理 1可推导出,  .

相应地,  .  □

l→∞
π
(l)
E (sk)

π∗
B(sk)

由定理 1可知, 当  时, KD-ESCLC算法

的迭代控制策略  将收敛至最优安全控制策

略 . 但在实际工程中无法实现无限次迭代,
且零初始化值函数导致迭代控制策略稳定性无法保

证, 这使得无法确认迭代应该何时终止. 因此, 需设

计稳定性判别准则, 判断当前迭代控制策略是否满

足稳定性要求, 为算法迭代终止提供科学依据. 在
如下的定理 2中, 给出了一个有效的判断条件.

V
(l)
E (sk)

π
(l)
E (sk) sk ∈ IntΘ

定理 2 .  对于迭代值函数   与迭代控

制策略 , 若对任意 , 以下不等式均

成立:

V
(l+1)
E (sk)− V (l)

E (sk) ≤ ψUE(sk, π(l)
E (sk)) (36)

0 < ψ < 1 π
(l)
E (sk)

k →∞ sk → 0

其中  ,  则控制策略   可确保当

 时,  .
证明. 基于式 (27)与式 (36), 可推导得

V
(l)
E (sk)− V (l)

E (sk+1) ≥ ψ̄UE(sk, π(l)
E (sk)) (37)

ψ̄ = 1− ψ k = 0, 1, · · · , N其中,  . 对于 , 有:

V
(l)
E (s0)− V (l)

E (s1) ≥ ψ̄UE(s0, π(l)
E (s0))

V
(l)
E (s1)− V (l)

E (s2) ≥ ψ̄UE(s1, π(l)
E (s1))

...

V
(l)
E (sN )− V (l)

E (sN+1) ≥ ψ̄UE(sN , π(l)
E (sN )) (38)

基于式 (38), 可得到以下不等式:

V
(l)
E (s0)− V (l)

E (sN+1) ≥ ψ̄
N∑
h=0

UE(sh, π
(l)
E (sh)) ≥ 0

(39)

{V (l)
E (sk)}

V
(l)
E (s0)− V (l)

E (sN+1)

ψ̄
∑N
h=0 UE(sh, π

(l)
E (sh))

{ψ̄
∑N
h=0 UE(sh, π

(l)
E (sh))} N

N →∞ ψ̄
∑N
h=0 UE(sh, π

(l)
E (sh))

k →∞ UE(sk,

π
(l)
E (sk))→ 0 UE(sk, π

(l)
E (sk))

k →∞ sk → 0

由定理 1可知, 迭代值函数序列  是

有界的, 因此式 (39) 左侧  的

取值有界, 进而求和项   有

界. 此外, 序列  关于  单调

非减. 因此, 当  时, 

必收敛至有限值 , 这意味着当   时 , 
. 由于  为正定函数, 故

当  时,  .  □

ψ

0 < ψ < 1 ψ

ψ

在定理 2中, 参数  是稳定性判别准则的核心

阈值, 需严格满足 .   越接近 0, 对控制策

略的性能要求越严苛, 越能保障系统状态快速收敛

至平衡点. 在实际应用中, 低维简单且约束严格的

系统可选取较小  以强化稳定性, 高维复杂系统则

取适中值, 平衡稳定性与迭代效率.

 3　神经网络实现方案

在所提算法的实现过程中, 需引入神经网络作

为函数逼近器, 从而构建模型网络 (model network,
MN)、评判网络 (critic network, CN)与执行网络

(action network, AN), 三者分别用于逼近未知系统

动态、迭代值函数与迭代控制策略. MN的输出表

达式为

ŝk+1 = ϖT
m2δ

(
ϖT
m1

[
sTk , a

T
k

]T
+ βm1

)
+ βm2 (40)

ϖm1 ∈ R(n+m)×hm ϖm2 ∈ Rhm×n

hm βm1 ∈
Rhm βm2 ∈ Rn δ(·)

D1

D1 =

{[sk, t, ak, t, sk+1, t] | t = 1, 2, · · · , M1} M1

D1

其中,   和  表示MN
的权重矩阵,   为 MN 隐含层神经元数量; 

 和   表示 MN 的阈值向量;   表示

双曲正切激活函数. MN的训练数据集  由被控

系统的输入输出实测数据构建 ,  其形式为  

,  其中  

为数据集  的样本总量. 定义MN的逼近误差为

em(sk, t, ak, t) = ϖT
m2δ

(
ϖT
m1

[
sTk, t, a

T
k, t

]T
+ βm1

)
+

βm2 − sk+1, t (41)

进而构建MN的性能函数为
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Em(sk, ak) =
1

2

M1∑
t=1

∥em(sk, t, ak, t)∥2 (42)

UE(sk, ak)

IntΘ

D2 D2 = {sk, t | t = 1, 2, · · · ,
M2, ∀sk, t ∈ IntΘ} M2 D2

由于高效效用函数  中集成了 CBF,
其定义域特性要求 CN的训练样本必须严格取自安

全集的内部区域 . 因此, 用于训练 CN和 AN
的数据集   可表示为  

, 其中  表示数据集  的样本

总数. CN和 AN的输出可分别表示为

V̂
(l)
E (sk) = (ϖ

(l)
c2 )

Tδ
(
(ϖ

(l)
c1 )

Tsk + β
(l)
c1

)
+ β

(l)
c2 (43)

和

π̂
(l)
E (sk) = (ϖ

(l)
a2 )

Tδ
(
(ϖ

(l)
a1 )

Tsk + β
(l)
a1

)
+ β

(l)
a2 (44)

ϖ
(l)
c1 ∈ R

n×hc ϖ
(l)
c2 ∈ R

hc ϖ
(l)
a1 ∈ R

n×ha

ϖ
(l)
a2 ∈ R

ha×m β
(l)
c1 ∈ R

hc β
(l)
c2 ∈

R β
(l)
a1 ∈ R

ha β
(l)
a2 ∈ R

m hc

ha

其中 ,   、 、  和　

 表示神经网络权值;  、

、  和   表示神经网络阈值, 

和   分别表示 CN 和 AN 隐含层的神经元数量.
CN和 AN的逼近误差分别定义为

e(l)c (sk, t) = V̂
(l+1)
E (sk, t)−

[
UE

(
sk, t, π

(l)
E (sk, t)

)
+

V̂
(l)
E (ŝk+1, t)

]
(45)

和

e(l)a (sk, t) = π̂
(l)
E (sk, t) +

1

2
R−1

(
∂ŝk+1, t

∂π̂
(l)
E (sk, t)

)T

×

∂V
(l)
E (ŝk+1, t)

∂ŝk+1, t

(46)

对应地, CN与 AN的性能指标函数分别为

E(l)
c (s) =

1

2

M2∑
t=1

∥∥∥e(l)c (sk, t)
∥∥∥2 (47)

和

E(l)
a (s) =

1

2

M2∑
t=1

∥∥∥e(l)a (sk, t)
∥∥∥2 (48)

Em(sk, ak) E
(l)
c (s) E

(l)
a (s)

在MN、CN和 AN的训练中, 采用 Levenberg-
Marquardt 算法调整权重矩阵和阈值向量, 以找

到使 、  和  最小化的最优权

值参数. 需要注意的是, CN和 AN需要在每个迭代

步都进行训练, 而MN只需在迭代开始前完成一次

训练即可. 另外, 本节所有神经网络的构建与训练

均基于 MATLAB 神经网络工具箱. 在 MN、CN
和 AN的训练过程中, 需要配置的参数包括隐藏层

hm hc ha Nm Nc Na

Gm Gc Ga

神经元 、 、 , 最大训练回合数 、 、 ,
训练目标值 、 、 . 为直观体现 KD-ESCLC
算法的逻辑, 通过算法 1给出其整体执行流程.

　  算法 1. KD-ESCLC 算法

V
(0)
E (·) UP (·)

β(l) Q R α

lmax D1 D2

输入. 初始值函数 、先验效用函数 、衰减

函数  、权重矩阵   和  、安全系数  、最大迭代次数

、数据集  和 .

π̂∗
B(sk) V̂ ∗

B(sk)输出.   和 .

Em 　1. 优化MN参数使式 (42)的性能函数  最小, 完成

　　　  MN的训练.

l = 0 　2. 令迭代指标 .

l 　3. for   do

E
(l)
c (s) 　4.     　优化 CN参数使式 (47)的性能函数  最小,

　　　　   　完成 CN的更新.

E
(l)
a (s) 　5.     　优化 AN参数使式 (48)的性能函数  最小,

　　　　　   完成 AN的更新.

max
sk∈D2

∣∣∣V̂ (l+1)
E (sk)− V̂ (l)

E (sk)
∣∣∣ ≤ 10−6 　6.      if   then

π̂∗
B(sk) V̂ ∗

B(sk) 　7.         获得  和 , 停止迭代.

 　8.      end

l ≥ lmax 　9.      if   then

10.         停止迭代.

11.      end

l← l + 112.      

13. end

 4　仿真实验

为验证所提 KD-ESCLC算法的迭代学习效率

与安全控制性能, 同时探究关键设计参数对算法控

制性能的影响, 本节通过两个典型离散时间仿真实

例开展系统性验证.
例 1. 考虑如下离散时间倒立摆系统[31]:

sk+1 =

[
s
[1]
k + 0.1s

[2]
k

−0.612 5 sin(s[1]k ) + 0.975 0s
[2]
k

]
+

[
0

0.125 0(ak + tanh(ak))

] (49)

sk = [s
[1]
k , s

[2]
k ]T s

[1]
k s

[2]
k

ak

s
[2]
k ∈ (−0.45, 0.50)

其中, 系统状态 , 且  和  分别表

示当前的角度和角速度; 控制输入为 . 此次仿真

旨在利用 KD-ESCLC算法高效获得近似最优安全

控制策略, 在保证约束条件  成立

的前提下, 以最小代价实现系统状态收敛至平衡点.
算法设计参数与神经网络训练参数分别如表 1、

表 2所示, 且所有神经网络的最大训练回合数均设

定为 200. 依据算法 1 的执行流程 , 首先需完成
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D1 M1 = 1 000

{|s[1]k | ≤ 0.6, |s[2]k | ≤ 0.6, |ak| ≤ 0.6}

1.5× 10−4

MN的训练. 通过MATLAB的 rand函数构建数据

集 , 样本总数设为 , 采样区域限定为

,  并按 6 : 4 的

比例划分训练集与测试集. MN训练完成后, 其测

试结果如图 2所示, 逼近误差绝对值可稳定限制在

 以内. 该结果验证了 MN对倒立摆系统

动态特性的高精度逼近能力, 为后续算法迭代提供

了可靠的系统模型支撑.

D2

M2 = 500 {|s[1]k | ≤ 0.60, −0.43 <
s
[2]
k < 0.48, |ak| ≤ 0.60} D2

IntΘ

UP (s) = V ∗(s)− V ∗(F (s, π∗(s)))

V ∗(s) π∗(s) Q = I2 R =

1

随后, 继续利用 MATLAB的 rand函数建立

数据集  来完成所提算法的迭代训练. 其中样本

总数 , 采样区域设为 

. 注意, 数据集  的采样区

域必须严格限定于安全集的内部区域 . 先验效

用函数设为 , 其中

 与  为系统 (49)在无约束、  且 

 条件下的最优值函数与最优控制策略, 对应式 (4)
与式 (5). 最后, 按照算法 1完成迭代计算. 为了比

A

A

{V (l)
E (sk)}

A

A

较 KD-ESCLC算法与 SCLC算法的迭代效率, 同
时分析衰减函数初始幅值  对 KD-ESCLC算法迭

代效率的影响, 本节在不同  值下进行了多次迭代

计算并对迭代值函数序列  的收敛过程进

行记录. 如图 3所示, KD-ESCLC算法收敛速度显

著快于常规 SCLC, 且  越大收敛越快, 所有曲线

最终均收敛至相同值. 实验结果说明增大  可增强

先验知识初始引导、加快值函数的收敛且不影响其

最优性.
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迭代步

25 30 35 40
0

0.5

1.0

1.5

2.0

V
E

 (
s k

)
(l
)
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A图 3    不同  值下的迭代值函数收敛轨迹 (例 1)

A

Fig. 3    Convergence trajectories of the iterative value
function under different   values (Example 1)

 

V̂ ∗
B(sk)

π̂∗
B(sk)

S0={s0, r|r=1, 2, · · · , 50} ⊂ IntΘ π̂∗
B(sk)

在获取近似最优安全值函数   后, 由式

(17)可推导得到最优安全控制策略 . 为验证

其控制性能, 构建包含 50个不同初始状态的集合

, 在   作用

下, 系统状态演化轨迹如图 4所示. 从图 4中可观

察到所有状态轨迹均严格位于安全区域内且最终收

敛到平衡点, 充分验证了 KD-ESCLC算法的安全

控制性能. 为凸显 KD-ESCLC算法在安全性方面

的优势, 图 5给出在常规 CLC算法下的状态轨迹

作为对比. 从图 5中可清晰地看到, 部分轨迹超出

角速度约束边界. 这一结果说明常规 CLC算法无

法满足状态约束, 进一步显示了 KD-ESCLC算法

在安全控制方面的必要性与有效性.
α

α

π̂∗
B(sk)

α

α

为研究安全系数  对算法控制性能的影响, 分
别求解了不同  值对应的近似最优安全控制策略

, 并将其作用于系统 (49). 图 6和图 7分别

展示了不同安全系数的状态轨迹与控制输入轨迹.
可以发现, 随着安全系数  增大, 系统状态轨迹会

远离安全边界, 同时控制输入幅值也相应增大. 这
一现象表明增大  可提升系统状态的安全裕度, 但
也需要消耗更多的控制成本.

 

表 1    KD-ESCLC算法的设计参数

Table 1    Design parameters of the KD-ESCLC algorithm

参数值 Q R α A q lmax ψ

例 1 I2 1 1 2 0.2 40 0.8

例 2 I4 I2 2 10 0.1 400 0.6

 

表 2    神经网络的训练参数

Table 2    Training parameters of neural networks

参数值 hm hc ha Gm Gc Ga

例 1 20 30 15 10−6 10−8 10−6

例 2 30 40 20 10−7 10−9 10−7
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图 2    MN的测试误差 (例 1)

Fig. 2    The test error of the MN (Example 1)
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例 2. 考虑如下离散时间质量−弹簧系统[29]:

sk+1=


0.999 8 0.000 16 0.02 0

0.000 4 0.999 6 0 0.02

−0.016 0.016 0.999 8 0.000 16

0.04 −0.039 99 0.000 4 0.999 6

sk +


0 0

0 0.000 199 99

0.007 999 6 0

0 0.019 997

 ak (50)

sk = [s
[1]
k , s

[2]
k , s

[3]
k , s

[4]
k ]T

ak=[a
[1]
k , a

[2]
k ]T s

[2]
k ∈(−0.80, 0.90)

D1 M1 = 3 000

{|s[1]k | ≤ 1, |s[2]k | ≤ 1, |s[3]k | ≤ 1, |s[4]k | ≤ 1, |a[1]k | ≤ 1,

其中, 系统状态 , 控制输入

, 设定状态约束为 .

首先利用MATLAB的 rand函数构建MN的训练

数据集  , 其样本总量  , 采样区域为

|a[2]k | ≤ 1}
2.5× 10−5

D2

M2 = 15 000

{|s[1]k | ≤ 1.00 −0.78 < s
[2]
k < 0.88 |s[3]k | ≤ 1.00,

|s[4]k | ≤ 1.00 |a[1]k | ≤ 1.00, |a[2]k | ≤ 1.00}
UP (s) = V ∗(s)− V ∗(F (s,

π∗(s))) V ∗(s) π∗(s)

Q = I4 R = I2

. 当 MN训练完成后, 其测试结果如图 8

所示 ,  逼近误差绝对值可稳定限制在  

以内, 这表明 MN可精准拟合系统 (50)的动态特

性. 继而建立数据集  并完成 KD-ESCLC算法　

的迭代计算, 其中样本总数  , 采样区

域为 ,  , 

,  . 在例 2 中,

设置了先验效用函数  

, 其中  和  分别表示系统 (50)在
无约束条件、  且   条件下的最优值函

数和最优控制策略.
A

A

{V (l)
E (sk)}

为验证衰减函数初始幅值  对高维系统算法

收敛效率的影响, 在不同  值下开展迭代实验. 值
函数序列  的收敛过程如图 9所示, 随着
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图 4    KD-ESCLC算法下的系统状态轨迹 (例 1)

Fig. 4    Trajectories of the system states under the
KD-ESCLC algorithm (Example 1)
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图 5    常规 CLC算法下的系统状态轨迹 (例 1)

Fig. 5    Trajectories of the system states under the
conventional CLC algorithm (Example 1)
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α图 6    不同安全系数  下的系统状态轨迹 (例 1)

α

Fig. 6    Trajectories of the system states under
different safety coefficients   (Example 1)
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α图 7    不同安全系数  下的控制输入轨迹 (例 1)

α

Fig. 7    Trajectories of the control input under
different safety coefficients   (Example 1)
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A  值增大, 迭代值函数逼近最优值函数的速度显著

加快. 还可发现, 引入先验知识后虽然无法保证迭

代值函数序列的单调性, 但并不破坏值函数序列的

收敛性, 这一结果与定理 1的结论一致.

π̂∗
B(sk)

π̂∗(sk)

s0 = [−0.70, −0.75, −0.60, −0.70]T

s
[2]
k

通过 KD-ESCLC算法迭代得到近似最优安全

控制策略  后, 将其与常规 CLC算法的近似

最优控制策略  进行对比. 设定统一初始状态

, 该状态位于安

全集内且靠近约束边界, 更能体现控制策略的性能

差异. 分别记录两种策略下的系统状态与控制输入

轨迹, 结果如图 10、图 11所示. 从图 10中可以发

现, KD-ESCLC 算法作用下的   始终严格位于

(−0.8, 0.9)
s
[2]
k

π̂∗(sk) π̂∗
B(sk)

 的约束范围内, 且随时间步收敛至平衡

点; 而常规 CLC算法的  轨迹超出了约束边界.

根据图 11可以发现, 相较于常规近似最优控制策

略 , 近似最优安全控制策略  会产生幅

值更大的控制输入.
例 1与例 2的仿真结果表明, KD-ESCLC算法

在未知复杂系统最优控制中性能优异, 无论是倒立

摆还是质量−弹簧系统, 均能兼顾迭代效率、策略安

全性与最优性.

 5　结束语

面向一类具有状态约束的离散时间未知系统,
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图 8    MN的测试误差 (例 2)

Fig. 8    The test error of the MN (Example 2)
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A图 9    不同  值下的迭代值函数收敛轨迹 (例 2)

A

Fig. 9    Convergence trajectories of the iterative value
function under different   values (Example 2)
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图 10    不同控制算法下的系统状态轨迹 (例 2)

Fig. 10    Trajectories of the system states under
different control algorithms (Example 2)
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图 11    不同控制算法下的控制输入轨迹 (例 2)

Fig. 11    Trajectories of the control inputs under
different control algorithms (Example 2)
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本文开发了一种 KD-ESCLC算法. 首先, 该算法引

入知识迁移技术, 通过设计单调递减的衰减函数充

分利用历史任务的先验知识协助完成当前任务. 在
提升算法迭代效率的同时, 避免先验知识对控制策

略最优性造成干扰. 其次, 通过构造含安全系数的

CBF, 将带状态约束的最优调节问题转化为无约束

形式, 构建了可权衡安全裕度与控制成本的 SCLC
框架, 有效求解满足状态约束的近似最优安全控制

策略. 再次, 严格证明了 KD-ESCLC算法的收敛

性, 并给出控制策略的稳定性判别准则, 以提供理

论支撑. 最后, 通过倒立摆与质量−弹簧系统的仿真

进一步验证了算法的有效性. 相较于常规 CLC算

法, 该算法在迭代收敛速度与状态约束保障方面均

表现更优.
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