
无向k -连通高效网络

王卓 王成红 

Undirected k -Connected Efficient Network
WANG Zhuo, WANG Cheng-Hong

在线阅读 View online: https://doi.org/10.16383/j.aas.c250547

您可能感兴趣的其他文章

基于自适应时间步脉冲神经网络的高效图像分类

Adaptive Timestep Improved Spiking Neural Network for Efficient Image Classification

自动化学报. 2024, 50(9): 1724-1735   https://doi.org/10.16383/j.aas.c230656

复杂无向图的同构判定方法

Isomorphism Determination Methods for Complex Undirected Graphs

自动化学报. 2024, 50(6): 1143-1150   https://doi.org/10.16383/j.aas.c230612

基于运动引导的高效无监督视频目标分割网络

Learning Motion Guidance for Efficient Unsupervised Video Object Segmentation

自动化学报. 2023, 49(4): 872-880   https://doi.org/10.16383/j.aas.c210626

简单无向图的同构判定方法

Isomorphism Determination Methods for Simple Undirected Graphs

自动化学报. 2023, 49(9): 1878-1888   https://doi.org/10.16383/j.aas.c230025

面向入侵检测的元图神经网络构建与分析

Construction and Analysis of Meta Graph Neural Network for Intrusion Detection

自动化学报. 2023, 49(7): 1530-1548   https://doi.org/10.16383/j.aas.c200819

具有拓扑切换特性的离散型不确定时空网络的指数同步

Exponential Synchronization of Discrete Uncertain Spatiotemporal Networks With Topology Switching Characteristics

自动化学报. 2021, 47(3): 706-714   https://doi.org/10.16383/j.aas.c180575

http://www.aas.net.cn/article/doi/10.16383/j.aas.c250547
http://www.aas.net.cn/article/doi/10.16383/j.aas.c230656
http://www.aas.net.cn/article/doi/10.16383/j.aas.c230612
http://www.aas.net.cn/article/doi/10.16383/j.aas.c210626
http://www.aas.net.cn/article/doi/10.16383/j.aas.c230025
http://www.aas.net.cn/article/doi/10.16383/j.aas.c200819
http://www.aas.net.cn/article/doi/10.16383/j.aas.c180575


 

 

无向 k-连通高效网络

王 卓 
1
    王成红 

2

k- k-
k- k-

摘    要   针对无向网络拓扑设计中存在的定义适用性差或设计目标单一等问题, 本文得到如下主要结果: 1)给出一种新的

网络能量定义; 据此并结合Wiener指数, 给出一种新的网络效率定义. 2)给出简单无向连通图的对称性定义及其度量指标;
首次给出无向高效网络和无向  连通高效网络的定义, 证明了这两种网络的存在性, 并证明了无向  连通高效网络是连

通度和效率均为最大值且边数达到最小值的网络. 3)给出设计无向  连通高效网络的若干指导原则, 并构造一组无向 
连通高效网络. 上述创新性成果可为无向网络的拓扑结构优化设计提供理论依据和技术支撑.
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Abstract   In response to the problems of poor definition applicability or single design objective existing in the un-
directed network topology design, this paper obtains the following main results: 1) A new definition of network en-
ergy is proposed; based on which and according to the Wiener index, a new definition of network efficiency is pro-
posed. 2) The definition and measurement indicator of the symmetry of simple undirected connected graphs are
presented; The definitions of undirected efficient network and undirected   connected efficient network are pro-
posed for the first time, whose existences are proved, and the conclusion that the undirected   connected efficient
network is such a network, whose connectivity and efficiency are both maximized while the number of its edges is
minimized, is proved. 3) Several guiding principles are given to design the undirected   connected efficient network,
on which basis a set of these networks is constructed. The above innovative results can provide theoretical basis and
technical support for the topology optimization design of undirected networks.

Keywords   undirected network topology design; Wiener index; network efficiency; symmetry of the graph; k　-con-
nected efficient network
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通信和互联网的设计涉及 3个层面: 网络拓扑

结构设计; 顶点设备功能设计; 信息传输机制和通

信协议设计. 图或网络的拓扑结构与信息的传输时

延和质量之间存在密切关系. 何种拓扑结构可使信

息传输时延小、传输质量高且通信链路数少是网络

拓扑设计需要解决的核心问题.
20世纪 60年代, Elspas[1] 首先提出一个与网络

G ∆

d(G)

n(∆, d(G))

n(∆, d(G))

n k

设计相关的问题: 给定网络  的最大顶点度  及

不超过某一正整数的直径 , 设计一种使顶点数

 达到最大值的网络. 由于该问题在通信

及后来出现的互联网设计中具有潜在的应用价值,
故吸引了众多图论和计算机学者的研究兴趣[2]. 因
获得紧的  上界异常困难, 故时至今日此

类研究尚未取得突破性进展. 网络设计的另一个问

题是高连通度 (高可靠度)最小布线问题: 给定顶点

数   和连通度  , 设计一种边数最小的图 . Har-
ary于 1962年解决了这一问题[3]. 然而, Harary图
不能保证网络效率达到最大值.

与网络设计相关的另一个问题是图的能量问

题. 1974年, Gutman[4] 将图的能量定义为邻接矩阵

特征值的绝对值之和, 为图的拓扑结构设计提供一

种新的研究思路. 因由图确定邻接矩阵的特征值容

易[3, 5], 但由特征值确定一个图 (任给一组特征值不

一定是图的邻接矩阵特征值) 却异常困难, 故用
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Gutman定义设计网络拓扑结构是一件不可行的事

情. 正因如此, 大多数此类研究或者是某些图的能

量求解或者是某类图的能量上界估计[6].
2001年, Latora等[7] 首次给出网络效率的定义

和计算公式: 网络效率等于所有不同顶点间距离调

和平均值的倒数. 上述计算公式在复杂网络研究领

域产生了深刻影响[8], 并在交通和脑科学[9] 等众多领

域中得到广泛应用. 因求解距离倒数会产生较大的

计算误差, 故网络规模越大, Latora效率公式的累

积计算误差就越大. 此外, Latora等[7] 的效率公式

主要用于网络分析和评价, 而不是且也不能用于高

效网络的设计.

k-

k-

k-

针对无向网络拓扑设计中存在着定义适用性差

和设计目标单一等问题, 本文取得如下主要创新性

成果: 1)给出一种新的不同于 Gutman的网络能量

定义; 据此并结合Wiener指数[3], 给出一种新的网

络效率定义和计算公式, 其计算复杂度和精度均显

著优于 Latora等的网络效率计算公式. 2)首次给

出无向高效网络和无向  连通高效网络的定义并

证明了这两种网络的存在性. 高效网络是一种能量

(信息传输时延)最小的网络;   连通高效网络是连

通度 (可靠度)最大、能量最小且边数最少的网络.
3)给出设计无向  连通高效网络的若干指导原则.
上述结果为无向网络的分析与评价, 特别是为无向

网络的拓扑结构优化设计提供了理论依据和技术支

撑, 且可在信息、物流和交通等网络的分析、评价和

设计中推广应用.

 1　相关概念和预备知识

G(V, E, φ)

V E φ G

G G

定义 1[3]. 1)一个图  是一个三元组,
包括顶点集 、边集  和关系 . 若  中的每条边

均无方向, 称  为无向图; 否则, 称  为有向图.
G n(G) = |V | G G

e(G) = |E| G n(G) <∞
e(G) <∞ G G

2)   的阶   是   中的顶点数;   的

大小  是  中边的条数. 当  且

 时, 称  是有限图, 否则称  是无限图.
3) 自环是关联同一个顶点的边; 重边是关联同

一对顶点的多条边. 不含自环和重边的图称为简

单图.
G v d(v)

∆(G) δ(G) ∆(G) = δ(G)

G k G

k-

4)   中顶点  的度, 记作 , 最大顶点度记

作 , 最小顶点度记作 . 如果 ,
称  是正则的; 如果所有顶点的度均是 , 则称 

是  正则的.
G(V, E, φ) V =

{v1, v2, · · · , vn} E = {e1, e2, · · · , em}
定义 2[3, 10]. 设  是简单无向图, 

,  :
G P = vi1ei1vi2 · · ·

vik−1
eik−1

vik (ij ∈ {1, 2, · · · , n}) G

1)   中顶点与边的交替序列 
 称为  的链, 各边

P

P η P η = |P |
互异的链称为迹, 各顶点互异的链称为路; 当  是

路时,   中的边数  称为  的长度, 记作 .
∀u, v ∈ V u v

u v

p(u, v)

2)  ,   和  之间无公共内顶点的路称

为独立路 ;    和    之间独立路的最大条数记作

.
G

G G

3) 若  的每一对顶点之间至少有一条路, 则称

 是连通的; 否则, 称  是不连通的.

n(G) = n ≥ 2

Kn n Pn n Cn

n K1, n−1 n Gnm
n m

若无特别声明, 下文论及的图 (网络)均是有限

简单无向连通图 , 且总假设  . 此外 ,
 表示  顶点完全图,   表示  顶点路,   表示

 顶点环,   表示  顶点星形树;   表示所

有  顶点  条边简单无向连通图的集合.
G(V, E, φ)

vi vj G vi vj

s Pl (1 ≤ l ≤ s) d(vi, vj) = min{kl =
|Pl||1 ≤ l ≤ s} vi vj

w(G) =
∑
u, v∈V (G) d(u, v)

定义 3[3, 10]. 1) 设  是简单无向连通

图,   和  是  中的任意两个顶点; 当  和  之间

有   条路   时, 称  

 为  和  之间的距离. 2) Wiener指
数:  .

w(G)

w(G)

w(G) w(G)

w(G)

Wiener用  来研究石蜡的沸点. 石蜡的分

子式可建模为一个简单无向图, 进而可以得到一个

. 石蜡有多种: 分子链短的石蜡, 其沸点低且

 小; 反之, 沸点高且  大. 由此可见, Wiener
指数  可视为一种能量.

G(V, E, φ)

V = {v1, v2, · · · , vn} dij = d(vi, vj) (1 ≤ i, j ≤ n)

vi vj i = j dii = 0

i ̸= j dij dij

D(dij) ∈ Rn×n G

定义 4[3, 10]. 设  是简单无向连通图,
, 

表示顶点  和  之间的距离: 当  时,  ;
当  时,   为正整数; 称由元素  构成的矩阵

 为  的距离矩阵.

D

n(n− 1) D

O(n4t)

D O(n3)

由定义 4可知,   是非负整数对称矩阵且非零

元素的个数为 . 用 Dijkstra算法求解  的

算法复杂度是  [8, 11], 用 Floyd-Warshall算法

求解  的算法复杂度是  [8, 11].
G = (V, E, φ)

D(dij) ∈ Rn×n G d(G) = max{dij}
G ms dij = s (1 ≤ s ≤ d(G), 1 ≤ i, j

≤ n) S(G) = [m1 m2 · · · md(G)]

G G

定义 5[12]. 设  是简单无向连通图,
 是   的距离矩阵, 

是   的直径,   是    

 的元素总数; 称  是

 的距离谱向量, 简称  的距离谱.
1≤d(G)≤n−1 ms∑d(G)

i=1 mi = n(n− 1)
∑n
i, j dij =∑d(G)

s=1 mss = ||D||1
∑n
i, j d

2
ij =

∑d(G)
s=1 mss

2 = ||D||2F
|| · ||F G

||D||1 w(G) = ||D||1

由定义 4和定义 5可知: 1)  ; 2) 
均是正偶数, 且 ; 3) 

, 

(  为 Frobenius范数). 由此,   的Wiener指数

可由  表示, 即 .
n T

w(K1, n−1) w(Pn)

引理 1 [3]. 在  个顶点的所有树  中, Wiener
指数  取得最小值, 而  取得最大值,
且仅在这两种情况下取得极值.

G

S ⊆ V (G) G-S

定义 6[3]. 图  的一个点分离集或点割是一个

顶点集合 , 它使得  的连通分量多于
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G κ(G) S

G-S G

k G k-

一个.   的连通度记作  , 是   大小的最小值,
它使得  不连通或只有一个顶点. 若  的连通度

至少为 , 则称  是  连通的.

κ(Kn) = n− 1 κ(K1) = 0 G ̸= Kn κ(G) ≤
n− 2

为使定义 6 适合所有的无向图 ,  通常约定 :
,   ;  当   时 ,  

.
G

F ⊆ E(G) G-F

G κ′(G) F

G k

G k-

定义 7[3]. 图  的一个边分离集或边割是一个

边的集合 , 它使得  的连通分量多于

一个.   的边连通度, 记作 , 是  大小的最小

值. 若  的每一个边分离集至少含有  条边, 则称

 是  边连通的.
G(V, E, φ)

κ(G) ≤ κ′(G) ≤ δ(G)

引理 2[3]. 设  是简单无向连通图, 则
.

k- 2　无向  连通高效网络

 2.1　无向高效网络

G(V, E, φ)

A A λ1, λ2, · · · , λn
G EA(G) =

∑n
i=1 |λi|

EA(G)

A G EA(G)

设  是简单无向连通图, 其邻接矩阵

为  ;   的特征值为  . Gutman 将

 的能量定义为   [4]. 因任给一组特

征值并非就是某一邻接矩阵的特征值, 故由 

确定特征值再确定  或  不可行. 如此,   不

能用于图的构造或网络的拓扑结构设计.
G(V, E, φ)

D µ1, µ2, · · · , µn D

ED(G) = (
∑n
i=1 µ

2
i )

1/2
G

定义 8. 设  是简单无向连通图, 其
距离矩阵为 ,   为  的特征值, 称

 为  的能量.

µ = [µ1 µ2 · · · µn] ED(G)

= ||µ||2 ED(G)

设 , 由定义 8可知, 
, 即  是特征空间中向量的长度.

B(bij) ∈ Rn×n

BTB = BBT λ1, λ2, · · · , λn B∑n
i, j b

2
ij =

∑n
i=1 λ

2
i

引理 3 [ 13 ]. 设   为一个正规矩阵

( ),   是  的特征值, 则
.

ED(G) = ||D||F G

ED(G) G

||D||F
||D||F D

因距离矩阵是正规矩阵, 由定义 5、定义 8和引

理 3 可得,  , 即   的能量可由其距

离矩阵的欧氏范数等价表示. 如此,   由  的

拓扑结构决定且可通过计算   得到, 而计算

 比求解  的特征值要容易得多.
s = (n(n− 1))

1/2 ∀G ∈ Gnm

w(G) ≤ sED(G) G = Kn

w(Kn) ≤ w(G) ≤ w(Pn) ED(Kn) ≤ ED(G) ≤
ED(Pn)

定理 1 .  设  ,   ,  则 :

1 )   ,  仅当   时等号成立 ;
2)  ; 3) 

.
G D(dij) ∀G ∈

Gnm w(G) =
∑n
i, j dij dij n(n− 1)∑

|akbk| ≤ (
∑

|ak|2)
1/2

×
(
∑

|bk|2)
1/2 ∑n

i, j dij ≤ s(
∑n
i, j d

2
ij)

1/2
w(G)

≤ sED(G) G = Kn ED(Kn) = s w(Kn) =

证明. 1) 设  的距离矩阵为 , 则 

,  . 因   中仅有   个正

整数, 故由 Schwarz不等式 

 可得,  , 即 

.  当   时 ,   ,  

s2 w(Kn) = sED(Kn),  .
∀G ∈ Gnm G S(G) = [m1

m2 · · · md(G)]
∑d(G)
i=1 mi = n(n− 1)

G = Kn Kn d(Kn) = 1 md(Kn) =

n(n− 1) w(G) = w(Kn) = n(n− 1) G ̸= Kn

G d(G) ≥ 2 md(G) ≥ 2 w(G) > w(Kn)

G = Pn d(Pn) = n− 1 md(Pn) = 2 w(G) = w(Pn)

G ̸= Pn d(G) ≤ n− 2
∑d(G)
i=1 mi = n

(n− 1) w(G) < w(Pn) ∀G ∈ Gnm
w(Kn) ≤ w(G) ≤ w(Pn)

2 )   ,  设   的距离谱为  
; 由定义 5可知,  .

当   时 ,    的直径   ,  
,  ; 当  时,

 的直径  ,  ,  . 当
 时,  ,  ,  ;

当   时 ,   ,  再由  

 可得,  . 综上可得:  ,
.

3) 类似 2), 可证 3)的结论成立, 具体证明过程

此略. □

w(G)

w(G) = ||D||1
ED(G) = ||D||F

||D||1 ||D||F

定理 1再次表明, Wiener指数  可视为一

种能量. 如此, 可用  定义简单无向网

络的效率. 当然, 也可用  定义网络

的效率, 差别在于  较  更易计算且计算

精度更高.
G(V, E, φ)

w(G) ew(G) = n(n− 1)w−1(G)

G

定义 9. 1) 设  是简单无向连通图, 其
Wiener 指数为  , 称  

为  的效率.
∀G ∈ Gnm ew(G) w(G)

G∗
2)  , 称使  取最大值 (  取最

小值)的  为高效网络, 即

ew(G
∗) = max

G∈Gn
m

{ew(G)} = min
G∈Gn

m

{w(G)}

D

w(G) = (n(n− 1))
−1
w(G) ew(G) = w−1(G)

G∗ w(G)

由定义 9可知: 1) 设  的元素的算术平均值

为  ,  则  ;

2) 高效网络  的设计问题是一个使能量  取

最小值的网络拓扑优化问题.

w(G)

ew(G)

在通信和互联网中, 网络时延主要取决于顶点

处理数据包的时间. 数据包在两顶点间的传输时延

与该数据包所经历的距离 (等于顶点数减 1)成正

比. 如此, 网络顶点间的平均距离  越小, 网络

时延就越小, 网络的传输效率  就越高.
G∗ ∈ Gnm ew(G

∗)定理 2. 至少存在一个 , 使得 

达到最大值.
y = |Gnm| Gnm

Gnm y ≥ 1 n

2C
2
n y < 2C

2
n 1 ≤ y <

2C
2
n ∀G ∈ Gnm w(G) Gnm

Wn
m = {w(G)|G ∈ Gnm.}

w(G∗) G∗ ∈ Gnm
ew(G

∗)

证明 .  设   表示   中图的个数 ,  因
 不是空集, 故 . 因  顶点简单无向图 (包括

不连通图)的个数为  [3], 故 . 如此, 

. 因 ,   为偶数, 故由  可以生成

一个良序集 . 其中的最小元

(可能不止一个 ) 所对应的   可使　

 达到最大值. □

G∗

K1, n−1 1-

定理 2表明高效网络  存在. 由引理 1可知,
 就是  连通高效网络.

∀G ∈ Gnm 0 < ew(G) ≤ 1定理 3.  ,  .
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w(G) = w(G)(n(n− 1))
−1

1 ≤ w(G) ≤ w(Pn) w(Pn) =∑d(Pn)
s=1 mss =

∑n−1
s=1 mss < n(n− 1)

2
w(Pn) < n

−1 (n− 1)
−1

< ew(G) ≤ 1 G

∀n <∞ (n− 1)
−1

> 0 0 < ew(G) ≤ 1

G = Kn

证明. 设  , 由定理 1

及相关证明可得,  . 由于 

, 故 

. 如此,  . 因   为有限图,

故 , 都有 ,  . 其

中, 仅当  时等号成立.  □

Gi(Vi, Ei, φi)∈ Gnm (i = 1, 2) S(Gi)

d(Gi) Gi S(G1)

= S(G2) ew(G1) = ew(G2) d(G1) = d(G2)

md(G1) < md(G2) ew(G1) > ew(G2) d(G1)

< d(G2) ew(G1) ≥ ew(G2)

定理 4. 设 , 
和   分别是   的距离谱和直径: 1) 若  

, 则 ; 2) 若 

且 , 则 ; 3) 若 

, 则 .
S(G1) = S(G2) S(Gi) = [m

(i)
1

m
(i)
2 · · · m

(i)
d(Gi)

] (i = 1, 2) m
(1)
s = m

(2)
s (1 ≤

s ≤ d(G1)) w(G1) =

w(G2) ew(G1) = ew(G2)

证明. 1) 设 . 另设 

. 如此,    

.  再由定义 5 和定义 9 可得 :  
,  .

d(G1) = d(G2) md(G1) < md(G2)∑d(G1)
s=1 m

(1)
s =

∑d(G2)
s=1 m

(2)
s = n(n− 1)∑d(G1)

s=1 m
(1)
s s <

∑d(G2)
s=1 m

(2)
s s w(G1) <

w(G2) ew(G1) > ew(G2)

2) 设   且  . 因
, 当上述假设

成立时,  , 即  

; 再由定义 9可知,  .
d(G1) < d(G2) S(G1)

S(G2) dimS(G1) < dimS(G2)

m
(1)
s m

(2)
s

∑d(G1)
s=1 m

(1)
s =

∑d(G2)
s=1 m

(2)
s

= n(n− 1) d(G1) < d(G2) w(G1)

< w(G2) ew(G1)>ew(G2) w(G1)=w(G2) ew(G1) =

ew(G2)

3) 设 . 此种情况下,   的维

数小于  的维数, 即 . 因
 和  均是偶数且 

, 当  时仅有两种可能: 
,  ;  , 
. □

不难理解, 两图同构其效率必相等. 但距离谱

相等仅是两图同构的必要条件[12], 故两图同效未必

一定同构.
定理 4中的 2) 和 3) 表明: 图的直径越小, 网

络效率越高. 就通信和互联网而言, 直径越小, 网络

时延也越小. 这表明无向高效网络是一种传输时延

最小的网络.
∀G ∈ Gnm G

Gi ⊆ G ew(G) G

Gi ew(Gi) G

 , 定义 9也适用于  的任意连通子图

. 为区别起见, 称   为   的全局效率;
称子图  的效率  为  的局部效率. 局部效

率常用于大规模网络 (如脑网络[9])的子网络分析和

评估.
G(V, E, φ) eij ∈

E wij ∀vi, vj ∈ V vi vj

dij = min{|L(l)
ij ||1 ≤ l ≤ pij} L

(l)
ij =

viei, k1vk1 · · · vktekt, jvj vi vj l

|L(l)
ij | = wi, k1 + · · ·+ wkt, j L

(l)
ij pij vi

vj dij G

D

w(G) = ||D||1

设   是简单加权无向连通图, 
 的权值为  .  ,   至   的距离可表

示为 :   ,  其中 ,  

 是   至   的第   条独立路,

 是   的长度,   是  

和  之间独立路总数. 由  可以得到加权图  的

距离矩阵  .  此种情况下 ,  若令 Wiener 指数

, 则定义 9也适用于简单加权无向连

通图.
G vi, vj ∈ V (G)

dij = ∞ w(G) = ||D||1 = ∞
ew(G) = 0 dij = ∞

G d(G) = ∞

若  不连通, 则至少存在一对顶点 ,
使得 . 此种情况下,  , 由
定义 9可得 . 其物理意义是:   时,

 的直径 , 网络传输时延为无穷大, 网络

传输效率等于零.
2001年, Latora等[7] 将网络的效率定义为

el(G) = (n(n− 1))
−1

n∑
i ̸=j

d−1
ij

dij D(dij) N =

n(n− 1) R =
∑n
i ̸=j d

−1
ij dij

H(G) = NR−1 el(G) = H
−1

(G)

其中,   是距离矩阵   的非零元素. 设  

,   ,  则   的调和平均值为

,  .

ew(G)

el(G) ew(G)

dij w(G) = (n(n− 1))
−1 ∑n

i ̸=j dij

el(G) dij H(G)

ED(G) = (n(n− 1))
−1/2

ED(G)

ED(G) w(G) ≤ ED(G) ∀G ∈
Gnm H(G) ≤ w(G) ≤ ED(G) E

−1

D (G) ≤ ew(G)

≤ el(G) G = Kn G =

Kn ew(G) E
−1

D (G) ew(G) < el(G)

el(G) n(n− 1) d−1
ij

el(G) ew(G)

el(G) G n

el(G) = 0 ew(G)

el(G)

G ew(G) ≡ 0

下面简要分析定义 9 中的效率  与 Lat-
ora 等 [7 ] 的效率   的区别与联系: 1)   是

非零   算术平均值  

的倒数;   是非零  调和平均值  的倒数.
设  ; 由定义 8 可知,

 是一种能量, 且 . 如此, 
:    [ 1 4 ] ,  

, 等号成立仅当 . 这表明: 1) 除 

 外,   更接近  且  , 即

 的估值偏大; 2) 因需求解  个 , 故

求解  的算法复杂度和计算误差均大于 ;
3)   可用于不连通无向图, 且当  的  个顶点

全为孤立顶点时,  . 补充定义后,   也

可用于不连通无向图; 与  不同的是, 对于任意

的不连通无向图 ,  .

k- 2.2　无向  连通高效网络

k-本节将给出无向  连通高效网络的定义和设

计原则. 在此之前, 先引入图的对称性定义、Har-
ary图及相关结论.

G(V, E, φ)

V = {v1, v2, · · · , vn}
定义 10.  设   是简单无向连通图 ,

:
∀i ̸= j vi G vj

vi vj G

1)  , 若   到   的每一顶点的距离与  

到每一顶点的距离按取值大小一一对应相等, 则称

 与  在  中对称.
G

G

ψ(G) (ψ(G) ∈ {1, 2, · · · , n}) ψ(G)

ψ−1(G) G

2) 对  的所有顶点进行分类, 使同一类中所有

的顶点两两对称, 称这种分类数为  的对称指数,
记作   ; 称  的倒数

 为  的对称度.
ψ(G) = 1 G 2 ≤ ψ(G) <

n G ψ(G) = n G

3) 若 , 称  完全对称; 若 

, 称  不完全对称; 若 , 称  完全不对称.
G D由定义 10可知: 若  的距离矩阵  的某两行

元素按取值大小一一对应相等, 则这两行对应的顶

1740 自       动       化       学       报 52 卷



D n

G D ψ(G)

点对称; 若  的  行元素按取值大小均一一对应相

等, 则  完全对称. 这表明, 利用  可确定 ,
进而可判定任意简单无向连通图的对称性.

由顶点间距离描述的定义 10 既直观又便于

理解. 此前, 图的对称性由自同构群的点传递性描

述[3, 15], 不仅抽象、费解且仅适用于点传递图. 点传

递图中所有顶点的位置和邻接关系都一样或不可区

分. 如此, 点传递图就是完全对称图.
G

G G

G n ≥ 3

K1, n−1

ψ(K1, n−1) = 2

设  是完全对称图, 由定义 10和图论的相关

知识可知:   的各顶点离心率都相等;   的直径与

半径相等;   的所有顶点都是中心. 当顶点数 

时: 所有 1- 连通简单无向图 (包括所有的树) 都不

是完全对称图 ;    是对称指数最大的树 ,
.

G(V, E, φ)

∀u, v ∈ V p(u, v) u v

κ(G) = minu, v∈V {p(u, v)}

引理 4 [ 10 ]. 设   是简单无向连通图;
,   是  和  之间独立路的最大条数;

则 .
G(V, E, φ) |V |

= n |E| ≥ n ψ(G) = 1 k ≥ 2

G k- e(G) = kn/2 G k-

κ(G) = k

定理 5. 设  是简单无向连通图, 
 且  ; 若  , 则存在  , 使得:

1)   是   正则图,  ; 2)   是   连通

图, 即 .
|E| ≥ n ψ(G) = 1 G

G

k ≥ 2 ∆(G) = δ(G) = k G

k- e(G) = kn/2 kn

G k-

证明. 设  且 . 1) 因  是完全

对称图, 故  的所有顶点的邻接关系都一样. 如此,
存在某正整数  , 使得  , 即  

是   正则图,   (注意: 仅当   是偶数

时,   是  正则图).
κ′(G) ≤ k

Fi ⊂ E(G) (1 ≤ i ≤ l) G G

|F1| = |F2| = · · · = |Fl| = k

κ′(G) = k ∀vi, vj ∈ V pij(vi, vj) vi vj

1 ≤ i, j ≤ n

pij(vi, vj) = k ψ(G) > 1

1 ≤ i, j ≤ n pij(vi, vj) = s < k

δ(G) = s < k

|E| ≥ n ψ(G) = 1 κ(G) = k

2) 由 1) 的结果和引理 2 可知,  . 设
 是   的最小边割. 因   是完

全对称图 ,  故  .  如此 ,
.  , 设   是   和   之

间独立路的最大条数, 则对一切 , 都有

; 否则,  , 与定理假设矛盾.
此外, 若对一切 ,  , 则
可推得 , 与 1) 的结果矛盾. 综上并由

引理 4可得, 当  且  时,  . □
k ≥ 2 k-

k- k- k-

定理 5 表明, 当   时, 完全对称图都是  

正则  连通图, 但  正则  连通图不一定都是完

全对称图.
2 ≤ k <

n n k

k/2

Hk, n k n

(k − 1)/2

Hk, n k n n

Harary图[3, 10] 的构造方法如下: 给定 

, 将  个顶点等间距地排成一个环: 1) 如果  是

偶数, 将每个顶点分别与环的每个方向上距该点最

近的   个顶点置为相邻 , 由此得到 Harary 图

; 2) 如果  是奇数而  是偶数, 则将每个顶点

分别与每个方向上距该点最近的  个顶点

置为相邻, 并使该点和与之相对的顶点也成为相邻,
由此得到 ; 3) 当  和  都是奇数时, 用模  得

0 ≤ i ≤ (n− 1)/2

i Hk−1, n

i↔ i+ (n− 1)/2 Hk, n

到的整数给顶点编号, 再对满足  

的 每 个   值 ,  向 已 得 到 的   中 添 加 边

, 由此得到 .

k k n ψ(Hk, n) = 1

k n ∆(Hk, n) = k + 1 n− 1

δ(Hk, n) = k ψ(Hk, n) ≥ 2

由前面的分析和 Harary图的构造方法可知: 当
 是偶数, 或  是奇数而  是偶数时,  ;

当  和  都是奇数时,  , 其他 

个顶点的度均为  ,  . 这表

明 Harary图是一类对称度很高的图.
k- κ(Hk, n)

= k n k- ⌈kn/2⌉
⌈x⌉ x

引理 5 [3]. Harary 图是  连通图, 即 

; 因此   顶点   连通图的最小边数是  

(  表示不小于  的最小整数).
k- δ(G) ≥ k

⌈kn/2⌉ ⌈kn/2⌉
k-

  连通图要求    且其边数至少为　

 [3]. 引理 5表明, 边数的最小下界  可

以达到, Harary图就是边数最小的  连通图.
网络的连通度越高, 网络的容错性以及信息在

网络中的传输质量就越高. 因此, 高效网络的设计

必须考虑网络连通度这一重要性能指标. 此外, 若
通信链路的建设和维护费用非常昂贵, 则高效网络

的设计还需将边数最小化作为优化指标. 但定义 9
中的高效网络并没有将连通度和网络边数作为优化

指标.
T

W ∗ = maxW∈T {ew(W )} = K1, n−1

Φ κ(G) = k (2 ≤ k < n) e(G) =

⌈kn/2⌉ ∀W ∈ Φ

ew(W ) W ∗ k-

定义 11. 1) 设  是所有无向树的集合, 称图

 是 1- 连通高效网

络. 2) 设  是所有    且 

 的简单无向图集合 :   ,  称使效率

 达到最大值的图  为无向  连通高效网

络, 即

ew(W
∗) = max

W∈Φ
{ew(W )} = min

W∈Φ
{w(W )}

k-

n k

由定义 11可知: 无向  连通高效网络的设计

问题是一个给定顶点数  和连通度 , 求使效率最

大且边数最小的网络拓扑优化问题.
k- W ∗定理 6.   连通高效网络  存在.

κ(K1, n−1) = 1

e(K1, n−1) = n− 1

ew(K1, n−1) W ∗ = K1, n−1

Cn ∈ Φ H2, n

κ(Cn) = 2 e(Cn) = n Cn

ew(Cn)

W ∗ = Cn

3 ≤ k < n

Hk, n k- Φ

Wi ∈ Φ (i ≥ 1) w(Wi) < w(Hk, n)

w(W ∗) = mini{w(Wi)} W ∗

k- W ∗ = Hk, n k-

证明 .  由树的性质可知 ,   ,
 达到最小值 ;  由引理 1 可知 ,

 达到最大值. 如此,   是 1-
连通高效网络. 因环  是 Harary图 , 故

,   达到最小值. 由于  在距离

谱意义下唯一, 故由定理 4和定义 11可知, 
达到最大值. 综上可知,   是 2- 连通高效网

络 .  当   时 ,  由引理 5 可知 ,  Harary 图

 是边数最小的  连通图; 如此,   不是空集.
若存在无向图    且 ,
则由定义 11可知, 使  的 

就是  连通高效网络; 否则,   就是  连

通高效网络.  □
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Wk, n n

k- n ≥ 2 k ≥ 1

W1, n = K1, n−1 W2, n = Cn

k ≥ 3 Wk, n

为区别 Harary图起见, 本文用  表示  顶

点无向  连通高效网络; 其中,  ,  . 由定

理 6 的证明可知,  ,  . 当
 时, 可参照Harary图设计 , 具体原则如下:

e(Wk, n) = e(Hk, n) = ⌈kn/2⌉1) 使 ;
d(Wk, n) md(Wk, n)

ew(Wk, n)(≥ ew(Hk, n))

2) 使   和   达到最小值, 从而

使  达到最大值;
|ψ(Wk, n)− ψ(Hk, n)| ≤ 1 κ(Wk, n)

= κ(Hk, n) = k

3) 使 , 从而使 
.

G(V, E, φ) |V |
= n δ(G) ≥ n− 2 κ(G) = δ(G)

引理 6 [ 3 ]. 设   是简单无向图且  

; 若 , 则 .
Wk, n定理 6表明,   的边数达到最小值且效率

达到最大值.
κ(Wk, n) = δ(Wk, n) = k定理 7.  .

k = 1 k = 2

k = l≥3 κ(Wl, n)=δ(Wl, n)

= l k = l + 1 l = κ(Wl+1, n) < δ(Wl+1, n)

= l + 1 l = n− 3 κ(Wn−2, n) = n− 3

δ(Wn−2, n) = n− 2 κ(Wn−2, n) < δ(Wn−2, n)

δ(Wn−2, n) = n− 2 κ(Wn−2, n) =

n− 2 k = l + 1

κ(Wl+1, n) < δ(Wl+1, n)

1 ≤ k < n κ(Wk, n) = k

证明. 由定理 6的证明可知,   和  时,
定理 7的结论成立. 设  时, 
.  若设   时 ,  

,  则当    时 ,   ,
,  . 但由

引理 6可知, 当  时, 
,  与上述结果不一致 .  如此 ,    时 ,

 的假设不成立. 综上可知,
对一切 ,  .  □

Wk, n

Wk, n

至此可知,   是连通度最大、边数最小且效

率最高的网络. 就互联网而言,   是可靠度最大、

通信链路数最小且数据传输时延最小的网络.
Wn−2, n

= Hn−2, n Wn−1, n = Hn−1, n = Kn

由引理 6 并仿照定理 6 进一步可证, 
,  .

3 ≤ k ≤ n− 3

Wk, n

需要说明的是, 当  时, 尚未找到

设计 (构造)   的一般方法.

k- 2.3　无向  连通高效网络示例

Hk, n k-

Wk, n

Hk, n Wk, n H3, 10

H3, 11 H3, 12 H3, 13 H3, 14 H3, 15

W3, 10 W3, 11 W3, 12 W3, 13 W3, 14 W3, 15

H4, 10 H4, 11 H4, 12 H4, 13 H4, 14 H4, 15

W4, 10 W4, 11 W4, 12 W4, 13 W4, 14

W4, 15 k n Hk, n Wk, n

d(·) w(·) ew(·)
ψ(·)

Wk, n

例 1. 构造一组 Harary图  和一组无向 

连通高效网络  ,  并用黑色和红色分别表示

 和  (见图 1). 图 1中, 第 1列为:  ,
,   ,   ,   ,   ;  第 2 列为 :
,  ,  ,  ,  ,  ; 第 3

列为:  ,  ,  ,  ,  ,  ;
第 4 列为 :   ,   ,   ,   ,   ,

. 对于相同的  和 , 分别给出  和 

的直径 、Wiener指数 、效率  (用百分

数表示) 以及对称指数   的值 (见表 1 和表 2),
用于比较和说明  的优越性. 为节省篇幅, 本文

没有给出用于计算上述参数的距离矩阵.

Hk, n Cn

由 Harary 图的构造方法和图 1 不难发现 :
1)   的所有顶点均在同一个环上 ,  即   是

Hk, n

W4, 11

Wk, n

 的生成环. 因有生成环的图是 Hamilton图[3],
故所有的 Harary图都是 Hamilton图; 2) 除 

之外, 多数  不是 Hamilton图.
k = 3, 4 10 ≤ n

≤ 15 ew(Wk, n) > ew(Hk, n)

k n Wk, n Hk, n

k n Wk, n Hk, n

n k

Wk, n Hk, n

d(W3, 10) = 2 d(H4, 10) = 3 ew(W3, 10) =

ew(H4, 10) = 0.6

k = 3, 4

10 ≤ n ≤ 15 |ψ(Wk, n)− ψ(Hk, n)| ≤ 1 W3, 10

观察表 1和表 2可知: 1) 对于 , 
, 均有 . 这表明, 对于相

同的  和 ,   的效率大于  的效率. 2) 固
定  增加 , 网络的稀疏性增大,   和  的

效率都会下降; 固定  增加   (网络边数增加), 网
络的聚集系数将增大[8],   和  的效率都会

上升, 但这需要增加网络的建设成本和维护费用.
3 )   ,   ,  但  

. 这表明, 网络效率与网络直径密切

相关但不完全由网络直径决定. 4) 对于  ,
,   .   5 )  

是著名的 Peterson图. 除已知是强正则图[3] 之外,
它还是 3- 连通高效网络和完全对称图.

n ≥ 4

w(W1, n) = 2(n− 1)
2
ew(W1, n) = n/(2(n− 1))

w(W2, n) = n3/4 ew(W2, n) = 4(n− 1)/n2

n ≥ 4 n w(Wn/2, n) = n(3n− 4)/2

ew(Wn/2, n) = 2(n− 1)/(3n− 4) n = 10,

20, 30, 40, 50 60 ew(W1, n) ew(W2, n)

ew(Wn/2, n)

例 2. 当图的顶点数  时, 经计算和归纳可

得: 1)  ,  ;

2)  ,  ; 3)当
 且    为偶数时 ,   ,

.  当顶点数  

 和   时, 效率 、  和

 的计算结果如表 3所示.
W1, n

W2, n Wn/2, n

n n→ ∞
ew(W1, n)→1/2 ew(W1, n)→ 0 ew(Wn/2, n)→2/3

由前面的分析及表 3可知: 星形图  的效率

中等, 环  的效率偏低,   的效率较高. 所
有网络的效率均随   的增大而单调递减 ( ,

,  ,  ).

 3　结束语

本文的研究内容属于简单无向连通图 (网络)
的拓扑结构设计.

G ED(G) = ||D||F

w(G)

ED(G) w(G)

w(G)

ew(G)

ew(G)

el(G) ew(G)

k-

k- k-

k-

本文的主要贡献可概括为如下几个方面: 1) 受
Gutman的能量定义启发, 给出了一种新的简单无

向连通图  的能量定义 . 这种关系

不仅物理意义明确且也为图或网络的拓扑结构分析

带来了便利 . 2) 通过分析 Wiener 指数   与

 的关系, 指明   可视为一种能量. 基于

, 给出了一种新的简单无向连通图效率定义与

计算式 . 理论分析表明: 就简单无向连通图而

言,   的计算复杂度和计算误差均小于 Lat-
ora等的效率计算式 ;   既可用于全局网

络也可用于局部网络, 这为大规模网络效率的分析

和评估提供了理论依据. 3) 首次给出了高效网络和

 连通高效网络的定义, 并证明了无向高效网络和

无向  连通高效网络的存在性; 给出了设计  连

通高效网络的指导原则, 并构造了一组  连通高效
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k- k-

网络. 4) 给出了简单无向连通图的对称性定义及其

度量指标, 这种定义不仅直观、易于理解且也便于

计算. 证明了点传递图就是完全对称图; 完全对称

图都是  正则  连通图. 图的对称性定义及上述

结果均是图论或网络科学中的新结果.

k-

k n kn

无向高效网络和无向  连通高效网络的设计

本质上是网络拓扑结构的优化设计问题. 但令人遗

憾的是, 迄今为止我们还没有找到设计这种最优网

络的一般方法. 与此密切相关的另一个问题是: 当

连通度  和顶点数  的乘积  为偶数时, Harary

Hk, n k- Wk, n

|ψ(Wk, n)− ψ(Hk, n)| ≤ 1

图  均是完全对称图, 但  连通高效网络 

却不全是完全对称图 ( ).

这种对称性破缺的内在机制究竟如何, 目前尚不得

而知.

k-

k-

本文的主要成果可为无向网络的效率分析与评

估以及无向  连通高效网络的设计提供理论依据

和技术支撑. 需要说明的是, 本文的结论也适用于

简单有向强连通网络. 今后, 我们将探索人工智能

高效算法, 在确保连通度的条件下, 以期得到边数

最小且效率次优的  连通高效网络.

 

 

Hk, n k- Wk, n图 1    Harary图  和  连通高效网络  示例图

Hk, n Wk, n k-Fig. 1    Harary graph   and example diagram   of   connected efficient network
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Hk, n表 1      相关参数列表

Hk, nTable 1    The relevant parameters of 

n k d(Hk, n) w(Hk, n) ew(Hk, n) (%) ψ(Hk, n)

10 3 3 170 52.9 1

11 3 3 216 50.9 3

12 3 3 276 47.8 1

13 3 4 342 45.6 4

14 3 4 434 41.9 1

15 3 4 516 40.7 4

10 4 3 150 60.0 1

11 4 3 198 55.6 1

12 4 3 252 52.4 1

13 4 3 312 50.0 1

14 4 4 392 46.4 1

15 4 4 480 43.8 1

 

Wk, n表 2      相关参数列表

Wk, nTable 2    The relevant parameters of 

n k d(Wk, n) w(Wk, n) ew(Wk, n) (%) ψ(Wk, n)

10 3 2 150 60.0 1

11 3 3 196 56.1 4

12 3 3 256 51.6 2

13 3 3 316 49.4 3

14 3 3 378 48.1 1

15 3 3 442 47.5 3

10 4 2 140 64.3 1

11 4 2 176 62.5 1

12 4 2 216 61.1 1

13 4 2 260 60.0 1

14 4 3 314 58.0 2

15 4 3 390 53.8 1

 

ew(Wk, n)表 3      的计算结果 (%)
ew(Wk, n)Table 3    Calculation results of   (%)

n ew(W1, n) ew(W2, n) ew(Wn/2, n)

10 55.6 36.0 69.2

20 52.6 19.0 67.9

30 51.7 12.9 67.4

40 51.3  9.8 67.2

50 51.0  7.8 67.1

60 50.8  6.6 67.0
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