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图实现算法综述与评测分析

孙天元 1 王永才 1 李德英 1

摘 要 图实现 (Graph realization) 问题研究基于节点间全部或部分距离关系测量, 在 d 维空间中计算图的顶点坐标, 使得

在所实现图中各节点之间实现距离与测量距离尽可能一致. 图实现问题是一个典型的优化问题, 在传感器网络定位、蛋白质结

构重建、数据可视化、社交网络分析、机器人同步定位与构图等领域有着广泛应用. 图实现的研究同图刚性理论有着紧密的联

系, 图的刚性与全局刚性决定图的可实现性. 在可实现图中, 现有工作提出几类典型的代表性图实现算法, 包括: 1) 基于三边

测距类方法; 2) 求解距离方程类方法; 3) 基于全局优化类方法; 4) 基于模块拼合类方法. 本文对图实现的刚性理论, 四类图实

现算法的设计思想、适用条件、算法流程等进行综述分析, 通过实验对算法进行准确性、计算复杂度、可靠性等方面的比较和

分析.
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Abstract The graph realization problem is to calculate vertex coordinates in d-dimensional space based on all or parts

of distance measurements between the vertexes, so that the Euclidean distance between any two neighboring nodes in

the realized graph is consistent with the measured distance. The graph realization problem is widely used in the fields of

sensor network location, protein structure reconstruction, social network analysis and robot simultaneous localization and

mapping. Graph realization is closely related to rigidity theory. The rigidity and global rigidity properties determine the

realizability of the graph. A series of algorithms were presented to address the graph realization problem, including: 1)

trilateration-based algorithm, 2) distance equation based, 3) global optimization based, and 4) module embedding based

methods. This paper introduces the representative algorithms in details with their design ideas, applicable conditions. In

particular, in sensor network localization applications, we conduct a series of experiments to compare and analyze these

algorithms in terms of accuracy, computational complexity and robustness.
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由于在无线传感器网络定位和蛋白质结构重建

等问题中的广泛应用, 图实现 (Graph realization)
问题在近些年得到了理论界和应用界的关注[1−2].
图实现问题可定义为给定包含 |V | = n 个节点的图

模型, 已知部分节点之间的距离测量矩阵 {dij}, 需
在 d 维空间中求解图 G 的实现结果, 即所有顶点 V

的对应坐标 P = (p1, p2, · · · , pn), pi ∈ Rd, 使得所
实现顶点位置间距离同给定距离测量的误差尽可能

小的问题, 具体见式 (1).
图实现问题是众多应用问题的数学模型. 传感
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器网络定位, 即通过节点之间的距离求解网络中传
感器位置是一个典型的图实现问题[1−5]. 蛋白质结
构重建是图实现问题另一个重要应用领域, 目前可
通过多种生物及物理技术测得蛋白质中特定节点之

间的距离[6−7], 从而利用所测得的距离信息将蛋白
质结构在三维空间中重建[8−9]. 此外, 图实现问题在
数据可视化、社交网络分析和机器人同步定位与地

图构建等问题中也有应用, 例如数据可视化中图标
分布[10], 社交网络分析中隐藏属性的挖掘[11] 以及以

图优化方式求解机器人同步定位与地图构建问题[12]

等.
图实现问题在 1979 年被 Saxe 证明即使在一维

空间中也是 NP 完全问题[13], 在多维空间中为 NP
困难问题[14]. 但 Saxe 的证明考虑到所有图的特殊
情况. 在一般图 (Generic graph) 中, 即图中顶点坐
标在有理数空间中没有整数系数使其线性组合为零

的条件下, 在多项式时间内是可解的, 并且一般图在
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空间中是致密的, 这使得图实现问题引起应用和算
法研究的广泛关注.

图实现的主要挑战有两点:
1) 图的唯一实现性问题: 在众多应用中, 并不

能提供充分的距离测量关系, 在图中边的数量较为
稀疏情况下, 可能存在多个实现结果均满足已知的
测量, 称为混淆的图实现 (Realization ambiguity),
最终结果与真实结果产生偏差[2]. 为分析图实现的
结果唯一性, 现有结果从图实现的刚性 (Rigidity)、
全局刚性 (Global rigidity)、可定位性 (Localizabil-
ity) 等方面进行了研究. 相关概念介绍如下: 刚性
(Rigidity): 如果一个图的实现 G(P ), 在顶点邻域
U 内是可保持图的边长不变的唯一实现, 则称G(P )
是刚性的. 刚性意味着 G(P ) 不存在可保持顶点
间距离关系的连续形变. 但刚性并不能保证 G(P )
是该图唯一的实现, 刚性图可能存在翻转混淆实现
(Flipping ambiguity) 或弯折混淆实现 (Flex ambi-
guity) 的情况, 即保持边距离关系不连续的混淆实
现.

全局刚性 (Global rigidity)[15]: 如果 Rd 空间

的图实现 G(P ) 的坐标是可以保持边长不变情况的
唯一实现, 则称 G(P ) 是全局刚性的. 二维平面中
图的刚性判定方法, 主要包括二维平面中的 Pebble
game[16] 方法, 在高维空间中, 主要包括压力矩阵分
析方法等. 图的唯一实现性的相关综述可以参考文
献 [17].

2)图实现的算法研究:在实际应用中, 测量边通
常是稀疏的, 而且距离的测量往往在有噪声的环境
下获得, 使得即使图存在唯一的实现结果, 但图实现
的结果有很大的误差. 如传感器网络定位问题中, 距
离测量一般通过信号强度的衰减或信号传播时间来

确定, 受到环境影响较大; 而社会网络分析等问题中
如何将节点之间的关系映射为欧氏距离也是一个关

键问题. 当距离的测量值存在一定的误差时, 会影响
实现结果的准确性. 所以图实现的算法研究, 主要是
针对节点间的边的数量有限, 存在测量噪声的情况
下, 研究顶点坐标计算的算法.
现有算法主要可以分为 4 类: 1) 基于多边测量

的方法, 使用简单的多边测量手段进行节点坐标计
算; 2) 求解距离方程的方法, 将所有已知距离关系
整体考虑求解距离方程组; 3) 全局优化的方法, 将
距离看作约束, 用优化模型描述坐标求解; 4) 基于
模块拼接的方法, 将网络划分为多个子模块, 在模块
内部局部定位, 再通过全局调整将局部坐标转换到
全局坐标.
这些算法有其各自的优势和劣势, 例如多边测

量方法计算简单, 但是会产生累积误差; 全局优化方
法对噪声敏感; 模块拼接方法需要全局迭代. 现有文

献中, 仍非常缺乏对这一系列算法的深入比较和分
析, 缺少对算法的适应性, 特点的分析和理解.
为了解决此问题, 本文综述和深入比较了图实

现的几种代表性算法, 包括三边测量法 (Trilater-
ation)[18]、多维尺度标定算法 (Multi-dimensional
scaling, MDS)[19]、半正定规划方法 (Semidefi-
nite programming, SDP)[20]、通用图优化方法
(General graph optimization, g2o)[12]、优超函数
算法 (Scaling by majorizing a complicated func-
tion, SMACOF)[21] 和几种代表性的模块拼合的方
法: AAAP (As-affine-as-possible)[22]、ARAP (As-
rigid-as-possible)[22] 和 ASAP (As-synchronized-
as-possible)[23].

本文对算法的设计思想、适用条件、算法流程

等进行详细介绍, 并通过实验对比, 结合传感器网络
定位这一具体应用, 对所介绍几种算法进行准确性、
计算复杂度、可靠性等方面的比较和分析.

1 图实现问题概述

图实现问题模型可抽象为: 在 d 维空间中, 给
定图模型 G(V, E), 其节点 V = (v1, v2, · · · , vn), 边
e(i, j) ∈ E 代表节点 i 与节点 j 之间有距离测

量. 在噪声环境下, 我们设其测量值为 dij. 给定
该图中的边上距离测量集合 {dij|(i, j) ∈ E}, 图实
现问题求图中所有节点在 d 维空间中的坐标 P =
(p1, p2, · · · , pn), pi ∈ Rd, 使得节点间距离 ‖pi−pj‖
与测量的节点距离 dij 尽可能相符, 即求使 (1) 所示
评价函数 F 最小的顶点坐标集合 P :

F (p1, p2, · · · , pn) =
∑

(i,j)∈E

(‖pi − pj‖ − dij)2 (1)

我们称 G(P ) 为图的一个实现. 图实现问题发
展之初, 所讨论的距离关系一般为准确的测量, 但是
随着实际应用的发展, 更多讨论在噪声环境下的测
量结果[24].
噪声模型. 设 P 0 = (p0

1, p
0
2, · · · , p0

n) 为该问题
中节点的真实坐标, p0

i ∈ Rd. 带有噪声的距离测量
一般描述为 dij = ‖p0

i − p0
j‖+ ε, ε ∼ N(0, σ2), ε 为

距离测量的零均值高斯噪声.
图实现按照算法设计思想, 可以划分为 4 类, 如

表 1 所示:
1) 基于多边测量类方法, 例如在二维空间 Tri-

lateration[18] 算法为例, 该类算法是求解图实现问
题的基础算法, 由三个或三个以上已知点的坐标及
已知点到目标点的距离, 通过几何方法求解目标点
坐标, 并在后续计算中将新定位节点作为已知坐标
节点, 继续定位其他节点.
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表 1 算法分类表

Table 1 Algorithm classification

方法类型 算法 算法特点

三边测量类方法 Trilateration 基于几何性质, 增量式求解结果

距离方程类方法
MDS 求解完全图的实现方法

SDP 以半正定规划求解问题

全局优化类方法
g2o 基于最小二乘法的迭代搜索方法

SMACOF 基于构造辅助函数的迭代搜索方法

模块拼合类方法

AAAP 将部分模块变形, 以仿射变换拼合模块

ARAP 以迭代搜索的策略, 优化拼合后结果的形状偏差

ASAP 以矩阵特征向量求解模块拼合结果

2) 求解距离方程类方法, 例如 MDS[19] 和

SDP[20], 通过测距所形成的距离方程组, 求解目标
点位置. MDS计算节点坐标 PX 的变形矩阵 PXPT

X ,
利用矩阵分解求解实现结果 PX , SDP 算法将距离
方程放缩为半正定规划问题求解.

3) 基于全局优化类方法, 如 g2o[12] 和 SMA-
COF[21], 该类算法基于一组初始结果, 通过迭代搜
索的方法不断提高实现结果的准确性, g2o 利用最小

二乘法的搜索策略, SMACOF以构造辅助函数的方
法获取迭代结果, 此外, 下文介绍的 ARAP 算法的
部分过程也使用了全局优化的策略.

4) 基 于 模 块 拼 合 类 方 法, 如

AAAP[22]、ARAP[22] 和 ASAP[23], 该类算法将
全图分解为若干个小模块, 模块之间可能存在重叠
部分, 首先, 计算每个模块在局部坐标系下的实现结
果, 然后, 以模块间重叠部分为约束条件, 将模块拼
合到全局坐标系下.

2 图实现算法介绍

2.1 基于三边测量类方法

基于三边测量的方法是图实现问题的最基本解

法. 在二维空间中, 如果一个节点同时位于两个圆
上, 则通过两个圆的圆心和半径可以确定该点两个
可能的位置, 更多的测距信息可以进一步确定一个
精确的位置.

Trilateration 算法[18] 为典型的三边测量法, 其
通过已知节点坐标和节点之间的距离测量, 增量式
地求解所有节点的坐标. 例如, 2 维空间中, 当已知
三个参考节点的坐标 (x1, y1), (x2, y2) 和 (x3, y3),
以及目标节点 (x, y) 到三个节点的距离测量 d1, d2

和 d3, 通过求解如下方程组可获得目标节点坐标:





(x1 − x)2 + (y1 − y)2 = d2
1

(x2 − x)2 + (y2 − y)2 = d2
2

(x3 − x)2 + (y3 − y)2 = d2
3

(2)

当参考节点数量超过 3 时, 可以形成超定方程
组. 在节点位置被计算后, 将其作为已知位置节点,
再用于计算其他未知位置节点的坐标, 反复执行该
过程, 直至所有节点坐标求解完毕即可.
三边测量的算法计算简单, 但主要缺陷为: 在节

点连边数量不足时, 有可能出现未知节点到已知节
点的连边数量均小于 3, 无法精确计算下一目标节点
的问题, 即对节点可定位的要求较高. 此外, 在噪声
环境中, 采用增量式的方法求解实现结果, 存在误差
累积的问题, 即定位结果的误差会受到已计算节点
的定位误差影响. 尽管可结合优化方法对其进行改
进[25−27], 但增量式三边定位方法在实际问题中难以
大范围适用.

2.2 求解距离方程类方法

一组距离测量通过其几何关系可表示为一个距

离方程, 将图中所有连边对应的距离方程联立, 若连
边数量充足且无环境噪声, 可求解得精确的实现结
果. 以节点 i、j 为例, 两个节点之间的距离可表达为
以下形式:

(eeei − eeej)TPXPT
X(eeei − eeej) = d2

ij (3)

其中, eeei 是第 i 项为 1, 其他项均为 0 的列向量. 但
是如上文中提及, 连边稀疏造成该方程组的解不唯
一, 而测距噪声可能造成方程组中的等式并不严格
成立, 因此求解距离方程的图实现方法一般对该方
程变形后求解.

2.2.1 MDS

MDS (Multidimensional scaling)[19] 算法最初
应用于数据分析领域, 之后被应用到图实现问题
中[28], 并被扩展为分布式的算法[29−30]. MDS 算法
对图的连通性要求较高, 要求图是完全图, 即要求
已知全部的 n(n − 1)/2 条边的测距值. 在部分边距
离未知的情况下, 常采用基于三角不等式猜边的方
法, 给出所有边长[22]. MDS 的算法思想为构造并
求解矩阵 B, B = PXPT

X , 将矩阵 B 分解获得实现
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结果 PX . 当图 G 为一个完全图时, 已知其全部的
n(n − 1)/2 条边的测距值, 此时可根据距离方程求
解矩阵 B, 求解过程及算法流程如下:

1) 获取距离矩阵的平方项 D2 = [d2
ij];

2) 计算半正定矩阵 B, 矩阵中的每一项可通
过距离矩阵计算得到, Bij = − 1

2
(d2

ij − 1
n

∑
k d2

ik −
1
n

∑
k d2

kj + 1
n2

∑
k,l d

2
kl)

3) 对矩阵 B 特征值分解, 求解最大的 d 个特征

值 λ1, λ2, · · · , λd, 及对应的特征向量 v1, v2, · · · , vd;
4) 将特征值的依次置于矩阵对角线组成矩

阵 Ad, 对应的特征向量组成矩阵 Vd, 实现结果为
PX = VdA

1
2
d .

测距噪声可能使 MDS 算法的计算结果出现严
重误差. 经典的 MDS 算法要求图 G 必须为完全

图, 是其应用的一个主要限制. 尽管可以估算节点之
间距离, 将一般图补充为完全图, 但是估算得到的
距离与真实情况可能存在更大的误差, 实现结果的
准确性也不具备稳定性. 因此在大规模的图实现中,
MDS 算法一般不单独使用, 更多应用于其他算法的
某个环节中, 如 AAAP 和 ASAP 的初始求解过程
中均使用了MDS 算法.
2.2.2 SDP

SDP (Semidefinite programming) 是一类算法
的总称, 即将图实现问题通过条件放缩, 将距离方程
转变为半正定规划问题求解, 牺牲一定的计算效率
获得求解精度的提高[20]. 一般 SDP 问题定义中包
括一些已知坐标的节点, 称为锚点, 标记为 PA, 第 k

个锚点则标记为 pAk. 定义图中的边, 若两点之间有
一点为锚点, 则记为 EA, 若两点均为普通节点, 则
记为 EX . 设 PX 为 n × 2 的坐标矩阵, 则 SDP 问
题的约束条件描述如下:





Y = PXPT
X

(eeei − eeej)TY (eeei − eeej) = d2
ij,∀(i, j) ∈ EX(

pAk

−ej

)T (
I2 PT

X

PX Y

)(
pAk

−ej

)
= d2

kj,

∀(k, j) ∈ EA

(4)

以上公式即为联立之后的距离方程,与式 (3)形
式相同. 若所测量的边充足且无测距噪声, 通过求解
以上方程组可得正确的实现结果. 但是在噪声环境
和问题拓扑结构是稀疏图的情况下, 以上等式并不
严格成立, 所以可将上述条件放缩为半正定规划问
题求解[31−33].

若矩阵 A 为半正定矩阵, 以符号 A < 0 表示,
即对任意 n 维向量 xxx, 均有 (xxx)TA(xxx) ≥ 0. 将距离
方程 (3) 转化为半正定规划问题求解的关键条件为,
将原条件 Y = PXPT

X 放松为 Y < PXPT
X

[34]. 此时

求解目标放松为满足半正定约束的矩阵 Y . 但在测
距噪声的干扰下,式 (4)中等式约束条件之间可能冲
突, 因此可通过放松等式约束避免此种情况[20]. 首
先估计噪声强度, 将距离测量的约束放松为上界 dij

和 dij 下界约束的区间, 约束条件变换如下:




dij
2 ≤ (eeei − eeej)TY (eeei − eeej) ≤ dij

2
,∀(i, j) ∈ EX

dkj
2 ≤

(
pAk

−ej

)T (
I2 PT

X

PX Y

)(
pAk

−ej

)
≤ dkj

2
,

∀(k, j) ∈ EA

(5)
条件转换后保证了可行解的存在, 可在此约束

条件下加入优化目标[32],提高求解结果的准确性,目
标函数如 (1) 所示. 该函数中的节点之间的距离计
算 ‖pi − pj‖ 是一个非凸函数, 以此为目标函数求解
半正定规划问题被证实需要昂贵的计算代价, 因此
可通过变换目标函数形式近似求解该问题, 变换形
式如下:

F̃ (p1, p2, · · · , pn) =
∑

(i,j)∈E

|‖pi − pj‖2 − d2
ij| (6)

式 (6) 以凸函数代替原始目标函数, 提高求解效率;
除此之外, 可以定义测距噪声的方差, 以最大似然函
数为目标函数[35−36].

SDP 求解图实现问题在拓扑结构为稀疏图时,
由于连边数量稀少出现约束条件不足的情况, 使得
实现结果的结构变形, 容易出现上文介绍翻转混淆
实现和弯折混淆实现现象. 此外半正定规划由于目
标函数为非线性函数, 在求得可行解后, 通常以迭代
搜索的方式对结果进行修正更新, 但这种方法增加
了求解时间, 而且无法避免结果陷入局部最优解. 实
际应用中 SDP 算法的实现结果一般作为其他迭代
算法 (如 SMACOF) 的初始结果, 二者结合提高结
果的准确率[30, 37−39], 或是在其他算法的某一过程中
使用, 求解规模较小、连边数量充足的问题.

2.3 基于全局优化类方法

图实现问题中, 基于全局优化类方法在初始实
现结果的基础上, 通过目标函数确定优化策略, 迭代
搜索实现结果. 其迭代搜索的初始解可通过上文提
及的三边测距法和求解距离方程等方法获得, 根据
优化策略迭代更新每个节点的坐标取值. 全局优化
类算法的关键是如何通过目标函数确定迭代搜索方

向和搜索步长, 不断逼近目标函数的极值点.
2.3.1 g2og2og2o

g2o (General graph optimization)[12] 是一种对
基于图模型的优化问题 (包含图实现问题) 的通用解
法, 对于非线性的目标函数, 其算法思想为通过问题
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特质寻找其初始解, 利用目标函数的一阶泰勒展开
式将其线性化, 然后对于替代后的目标函数, 一般使
用高斯 –牛顿法 (Gauss-Newton) 或莱文贝格 –马
夸特方法 (Levenberg-Marquardt)[40] 迭代优化.

首先介绍通用的 g2o 模型. g2o 的一般模型中,
定义 xxxi 为图中节点待求解状态 (例如位置), zij 为 i

节点和 j 节点之间的约束关系, e(xxxi,xxxj, zij) 为 i、j

两个节点的信息对约束条件 zij 的满足程度, 其目标
函数定义如下:

F (X) =
∑

(i,j)∈E

e(xxxi,xxxj, zij)TΩije(xxxi,xxxj, zij) (7)

其中, Ωij 为关于 i、j 两个节点的信息矩阵, 根据具
体应用问题确定. e(xxxi,xxxj, zij) 在当前结果 x̃ 处一

阶泰勒展开式为

e(x̃i + ∆x, x̃j + ∆x, zij) = eij(x̃ + ∆x) ≈
eij(x̃) + Jij∆x (8)

其中, Jij 为函数 e(xxxi,xxxj, zij) 的雅克比矩阵. 将一
阶泰勒展开式替代原式, 变换目标函数如下:

F (x̃ + ∆x) ≈
∑

(i,j)∈E

(eij(x̃)+

Jij∆x)TΩij(eij(x̃) + Jij∆x) =

c + 2bT∆x + ∆xTH∆x (9)

式中, 定义 cij = eT
ijΩijeij, bij = eT

ijΩijJij, Hij =
JT

ijΩijJij, 均为常数项, 且 c =
∑

cij, b =
∑

bij,
H =

∑
Hij. 因此将原目标函数变换为向量 ∆x 的

二次方程, 令其导数为零, 可得以下方程:

H∆x∗ = −b (10)

求解 ∆x∗ 即可获得此次运算的迭代结果 x∗ =
x̃ + ∆x∗, 该结果为高斯 –牛顿法求解的结果, 莱文
贝格 –马夸特方法通过在变换后方程的一阶微分中
加入阻尼因子 λ, 控制收敛速度[41], 其形式如下:

(H + λI)∆x∗ = −b (11)

g2o 算法的求解框架适用于各种基于图模型的

问题, 或可以转化为图模型的问题, 该方法广泛应用
于机器人同步定位与地图构建问题中[42−46]. 将图实
现问题应用于 g2o 算法的求解框架, X 所表示的待

求解状态即为节点的坐标, 节点之间的约束即为两
个节点的欧氏距离, 约束信息即为距离的测量值, 因
此 e(xxxi,xxxj, zij) = ‖pi − pj‖ − dij, 无额外约束信息,
Ω 为单位矩阵, 迭代的初始解可通过三边测距法或
是 SDP 算法求得. g2o 算法通过一阶泰勒展开式将

目标函数的形式简化, 因此求解结果与目标函数实

际的局部最优解可能存在一定偏差, 但相比于上文
提及的三边测量法及求解距离方程类方法, 该算法
具备更高的准确性和更强的鲁棒性.
2.3.2 SMACOF

SMACOF (Scaling by majorizing a compli-
cated function)[21, 47] 同样是一类基于全局优化的

算法, 该算法主要应用于目标函数为复杂函数的问
题中, 由于求解和解算目标函数的微分困难, SMA-
COF 的算法思想为对目标函数 f(x), 如图 1 所示,
以求解最小值为例, 每一次迭代中构造一个在目标
区间内不小于目标函数的辅助函数 g(x, z), 该函数
与目标函数相切于 z 点, 求解函数 g(x, z) 的最值点
x∗, 为当前步骤的迭代结果. 图 1 中初始节点为 x0,
构建辅助函数 g(x, x0), 取辅助函数的最小值点 x1

为本次迭代结果, 本例中辅助函数为二次形式, 与原
函数 f(x) 相切于点 (x0, f(x0)), 之后每次迭代过程
与该过程相似.

图 1 SMACOF 算法示意图

Fig. 1 The diagram of SMACOF

在此简单介绍 SMACOF 算法的推导过程.
将 SMACOF 应用于图实现问题中的关键问题是
如何构造辅助函数 g(x, z). 构造该函数需将 (1)
所示图优化问题的目标函数放缩, 首先将函数
F (p1, p2, · · · , pn) 中每一个平方项展开如下:

F (p1, p2, · · · , pn) =
∑

(i,j)∈E

(‖pi − pj‖2 + d2
ij−

2dij‖pi − pj‖) (12)

在迭代过程中, 加入当前迭代结果 Z(i), 即前一
步搜索中辅助函数最小值对应的节点, 对上式以柯
西不等式放缩, 可得:

dij‖pi − pj‖ =
dij

‖zi − zj‖‖zi − zj‖ · · · ‖pi − pj‖ ≥
dij

‖zi − zj‖(zi − zj)(pi − pj)T (13)
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利用放缩后结果代替目标函数中一次项, 即可得该
问题辅助函数 g(x, z), 形式如下:

g(x, z) =
∑

(i,j)∈E

(‖pi − pj‖2 + d2
ij−

dij

‖zi − zj‖(zi − zj)(pi − pj)T (14)

求解 (14) 所示辅助函数的最小值点, 即可确定
每次迭代过程中的迭代结果. 设 N(i) 为节点 i 的邻

居节点组成的集合, 每步迭代中依次选择每个节点,
固定其余 n− 1 个节点, 令辅助函数 g(x, z) 对 xi 的

一阶微分为 0, 求解结果作为本步的迭代结果:

g′(z(i+1)z(i)) = 0 (15)

z(i+1) =
1
Ni

∑

j∈N(i)

(
z

(i)
j +

dij(z
(i)
i − z

(i)
j )

‖z(i)
i − z

(i)
j ‖

)
(16)

图实现问题中 SMACOF 算法每一步的迭代公
式如式 (16) 所示, 算法实际使用时只需将该公式用
于每步迭代过程中, 从初始解迭代搜索. SMACOF
作为一种迭代的算法, 以辅助函数确定每次迭代的
结果, 同样不可避免地可能陷入局部最优解, 因此在
使用该算法时常与其他算法相结合,例如以MDS或
SDP 得到初步结果, 然后作为 SMACOF 起始点进
行迭代优化, 这种解决方法在多种模块拼合类算法
的初步求解过程中得到广泛应用.

2.4 基于模块拼合类方法

基于模块拼合的算法将原图分解为多个模块,
每个模块中仅有较少节点, 如图 2 所示. 可定义每
个模块包含选定节点及其邻居节点[29−30], 首先在
模块自身的坐标系内, 计算模块内节点的局部坐标,
然后利用这些模块之间重叠的部分地将其拼接起

来. 这类方法中, 最简单的方法是首先局部求解, 增
量式地拼合[48], 这样容易造成误差累积的现象. 为
了解决误差累积的问题, Patchwork[49]、LRE[50] 和

LLE[51] 等算法通过改变拼合方式来消除误差累积,
对所有模块进行同时拼合, 避免累计误差. AAAP
算法是 Patchwork 算法和 LRE 算法的一个改进版
本, ARAP 算法提出迭代方法进一步提高实现的准

确性, ASAP 通过求解矩阵特征向量将模块拼合, 有
效规避了累积误差.

2.4.1 AAAP

AAAP (As-affine-as-possible)[22] 是基于模块

拼合的算法. AAAP 算法与增量式的模块拼合方法
在原理上相似, 但是以构建并求解方程的方式间接
降低误差的累积. AAAP 算法定义模块 Qi 为节点

i 与其所有的邻居节点组成的子图. 算法第一步在
每一个模块的局部坐标系中求解实现结果, 这一过
程利用上文介绍的 MDS 和 SMACOF 算法, 获得
n 个局部坐标系, 第 i 个模块对应的实现结果记为

Qi = qi1, qi2, · · · , qiNi
.

无测距噪声影响的情况下, 可利用刚性变换 (旋
转、平移、翻转) 将多个模块拼合在一起, 而在噪声
环境中, 同一条边在不同的模块中实现结果可能不
同, 因此在刚性变换时产生冲突, AAAP 利用仿射
变换将多个模块拼合在一起. 以 2 维空间为例, 刚性
变换中旋转和翻转可用矩阵 R 进行运算, 例如将点
(x, y) 旋转到点 (x′, y′) 处, 如下所示:





(x′, y′)T = R(x, y)T

R =

(
a c

b d

)

a = d, b = −c, a2 + b2 = 1

(17)

如上文中介绍, 刚性变换为严格的平移、翻转和
旋转变换, 如式 (17) 所示, 矩阵 R 对应刚性变换的

约束条件. AAAP 算法中所定义的仿射变换不考虑
约束条件 a2 + b2 = 1, 而剩余条件及方程均为线性
形式, 可通过线性方程组求解. 该种方式求得的结果
为刚性变换和缩放变换的结合, 从而规避不同模块
之间的重叠部分可能存在的冲突. 其求解过程为对
每个模块中的每一条边, 构建以下方程:





p1 − pk = R1(q1(1) − q1(k)), k ∈ N(1)
...

pi − pk = Ri(qi(i) − qi(k)), k ∈ N(i)
ai = di, bi = −ci, i = 1, 2, · · · , n

(18)

图 2 模块拼合示意图

Fig. 2 The diagram of module embedding
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q(i(k) 为节点 k 在模块 i 中所对应的节点. 求解方程
组即可获得每个模块的变换矩阵以及全图的实现结

果 P , P = (p1, p2, · · · , pn). AAAP 通过求解线性
方程的方法将模块拼合, 其实现结果依旧存在累积
误差的问题, 此外仿射变换造成的结构放缩降低了
该算法的准确性, 因此在实际使用中, AAAP 算法
通常作为 ARAP 算法的初始结果, 并不单独使用.

2.4.2 ARAP

ARAP (As-rigid-as-possible)[22] 算法在计算机
图形学中有广泛的应用[52−53] 之后被应用于传感器

网络定位问题. 该算法提出刚性指标[54−56], 即拼合
后的实现结果与每个模块自身的形状尽可能一致.
ARAP 算法使用 AAAP 算法获取初始果, 然后以
全局优化的方法提高结果准确性. ARAP 中迭代过
程的初始结果由 AAAP 中的仿射变换获得, 模块之
间拼合时仿射变换造成最终结果与局部求解结果不

一致, 即全图的实现结果的形状与每个模块的形状
存在差异, 因此可以凭借各条边的差异来体现这种
差别, 定义误差函数为:

σ =
n∑

i=1

∑

j∈N(i)

‖(pi − pj)−Ri(qi(i) − qi(j))‖2 (19)

qi(k) 为 pk 在第 i 个模块中对应的节点, Ri 为

模块 i 旋转到变换到最终结果对应的旋转矩阵. 式
(19) 所示误差函数, 对于图中每一条边 (i, j) ∈ E,
计算其在全局实现结果 P 相对于模块 i 和模块 j 的

局部实现结果 Qi 和 Qj 的偏差, 通过求解误差函数
的最小值使全局实现结果尽可能与每个模块的局部

实现结果保持一致. 给出当前全局结果 Pi 和局部求

解结果 Qi, 式 (19) 中旋转矩阵 Ri 的求解定义如下:

Ri = arg min
R
{‖Pi −RiQi‖2

F : RTR = I} (20)

在约束条件 RTR = I 限制下 Ri 的最优解并不

一定存在, 或是难以判定, 并且求解该最优化问题需
要占据一定计算资源, 因此可通过普鲁克分析[57] 或

SVD 分解[58−59] 来求解变换矩阵 Ri. ARAP 算法
的思想为尽可能满足最初每个模块的计算结果, 相
比于 AAAP 和 Patchwork 等算法, 由于加入迭代
过程, 该算法具有更好的鲁棒性. 但是如果某个模块
的最初实现结果较差, 将会直接影响 ARAP 算法的
最终结果, 并且迭代过程需要更多的计算资源. 因此
若想在 ARAP 的基础上得到更优的实现结果, 可考
虑如何使局部计算中的结果尽可能准确, 或是考虑
如何判断局部实现结果是否可靠, 从而在最终迭代
时调整每个模块的影响因子.

2.4.3 ASAP

ASAP (As-synchronized-as-possible)[23] 同样
是首先局部求解各个模块的实现结果, 然后以模块
重叠部分为约束条件将其拼合, 其特点在于拼合时
采用基于矩阵特征向量的拼合方法[60]. ASAP 在局
部求解时使用的方法与 AAAP 类似, 对MDS 算法
提出优化, 另外该算法中可选择使用 SDP 算法进行
局部求解. 求得每个模块的局部坐标之后, 对于每两
个有重叠部分的模块, 如果其重叠部分可计算两个
模块的拼合所需的旋转角度, 则对下式用最小二乘
法求解 rθ:

f(θ, t) =
S∑

i=1

|p(k)
i − (rθp

(l)
i + t)|2 (21)

其中, S 为模块 k 和模块 l 的重叠部分的节点, p
(k)
i

为节点 i 在模块 k 的局部坐标系中的坐标, p
(l)
i 表

示节点 i 在模块 l 的局部坐标系中的坐标, rθ 为复

数, 将求解的结果至于矩阵 R 的第 k 行, 第 l 列. 如
果两个模块无重叠部分或是重叠部分太少不足以求

解 rθ, 则将该位置赋值为 0. 之后对矩阵 R 做归一

化处理, 定义对角矩阵 D, Dii =
∑N

j=1 |rij|, 定义
R0 = D−1R.
求矩阵 R0 的特征值及特征向量, 取最大的特征

值 λR0

1 及所对应的特征向量 vR0

1 , 即取旋转矩阵 R
中的一组基向量, 向量中每一个元素包含每个模块
的旋转角度[60]. 每个模块的旋转角度可通过式 (23)
确定, 每个模块旋转后可通过最小二乘法求得平移
量 ti, 即可得一组实现结果.

ri = eiθi =
vR0

1 (i)
|vR0

1 (i)| , i = 1, 2, · · · , N (22)

ASAP 通过一次矩阵特征向量的运算将所有模
块拼合在一起, 矩阵中的每个元素通过最小二乘法
求解, 增加对噪声和拓扑结构的鲁棒性. 与 ARAP
算法类似, 每个模块的最初局部结果在之后运算中
权重相等, 由于缺少判定机制, 如果局部实现结果较
差将直接影响最终实现结果.

3 图实现算法性能对比

3.1 实验设计

本文借助传感器网络定位这一具体问

题, 仿真实验比较评价上文提及的 Trilatera-
tion、SDP、g2o、SMACOF、AAAP、ARAP 和
ASAP 等算法. 本文实验在二维空间中, 随机放置
N 个节点, 定义传感器传输范围 R, 若两个节点之
间的欧氏距离小于 R, 可测得节点之间距离, 以上文
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介绍的噪声模型定义距离测量如下:

dij = dji = ‖p0
i − p0

j‖+ ε, ε ∼ N(0, σ2) (23)

‖p0
i − p0

j‖ 为节点 i 和节点 j 之间的真实距离,
ε 为测量噪声, 假设噪声服从均值为 0, 方差为 σ2 的

正态分布. 定义定位误差指标 τ 如下:

τ =
1
N

N∑
i=1

‖pi − p0
i ‖ (24)

pi 为计算结果, p0
i 为实验中真值点坐标. 本文

在多个拓扑结构下对以上算法进行比较分析, 比较
各个算法实现结果的准确性; 并调节传感器传输范
围 R, 以改变网络中节点平均度的大小, 测试以上算
法在不同稠密度的拓扑结构中的执行效果; 以及调
节噪声方差, 结合不同稠密度的拓扑结构, 测试各算
法对环境噪声的鲁棒性. 由于 MDS 算法需要获取
图中任意两个节点之间的距离信息, 在大规模实验
中并不适用, 所以在此不单独比较. 仅将 MDS 算
法应用于 AAAP、ASAP 算法的局部求解过程中.
即在 AAAP, ASAP 的每个模块的局部求解过程中,
对模块中任意两个节点 i 和 j, 若二者之间无连边,
则通过三角不等式估算二者之间的距离, 从而使测
距关系满足MDS 算法的需求, 然后使用MDS 算法
求解每个模块的实现结果.
基于全局优化类算法所需的初始结果, 本文实

验中通过 SDP 算法提供, 迭代次数 t 统一设置为

1 000 次.

3.2 准确性

为比较各个算法实现结果的准确性, 设计实验
在 100 × 100 的区域里随机放置 100 个节点, 测距
噪声 ε 及拓扑结构的稠密度可调节.
图 3 所 示 的 实 验 结 果 在 节 点 平 均 度

degreeave = 10, 测距噪声 ε ∼ N(0, 52) 的实验
设定下完成. 该图像为在多个拓扑结构下实验, 对不
同结构中总计 1 500 个节点的定位结果进行统计所
呈现的累计概率分布图像, 各个算法与图像的对应
关系如图 3 所示. AAAP 算法和 Trilateration 算
法明显劣于其他算法, 主要原因是其增量式的计算
过程无法有效避免误差累积, 从而使最终实现结果
仍然保留了较大的定位误差. 圆形标记曲线代表的
ARAP 算法, 菱形标记曲线代表的 SDP+g2o 以及

五角形标记曲线代表的 ASAP 算法实现结果的准确
度相近, 实现结果准确度较高. 以 SDP 算法提供初
始结果的 SMACOF 算法和 g2o, 两类算法的准确性
在 SDP 初始结果上做出一定提升, g2o 在该实验设

置下优化效果更加明显.

图 3 定位误差统计图

Fig. 3 Location error statistics

ε ∼ N(0, 52), degreeave = 10

由于 AAAP 和 Trilateration 与其他算法在实
现结果的准确性方面无可比性, 因此在准确性的实
验对比中, 重点比较其余 5 类算法. 首先考虑以上算
法在不同噪声环境中的实现结果准确性. 图 4 所示
的实验结果在节点平均度 degreeave = 10, 测距噪
声 ε ∼ N(0, 102) 的实验设定下完成. 与图 3 对比,
该实验增强了测距噪声, 该组实验结果的准确性明
显下降, 但仍然维持在较高水平. 此外, 各个算法之
间的差距缩小, SDP 算法的实现结果依然劣于其余
4 类算法. 以上 5 类算法在实现过程中均加入优化
策略以规避噪声对实现结果的影响, 对测距噪声有
较强的鲁棒性.

图 4 定位误差统计图

Fig. 4 Location error statistics

ε ∼ N(0, 102), degreeave = 10

调节传感器传输半径 R, 改变拓扑结构的稠
密度, 再次比较各个算法的准确性. 图 5 所示的
实现结果在节点平均度 degreeave = 8, 测距噪声
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ε ∼ N(0, 52) 的实验设定下完成. 与图 3 对比, SDP
算法及以 SDP 算法为初始解的两类算法 SMACOF
和 g2o,三类算法的定位误差明显上升,说明 SDP算
法对拓扑结构的稠密度较为敏感, 对于全局优化类
算法, 确定相对准确的初始解至关重要. ARAP 和
ASAP 两个算法的实现结果依旧保持比较良好的准
确性, 两个模块拼合类算法对此范围内拓扑结构稠
密度的降低有较强鲁棒性.

图 5 定位误差统计图

Fig. 5 Location error statistics

ε ∼ N(0, 52), degreeave = 8

为直观展示各个算法在不同稠密度的拓扑结构

中的准确性, 本文以一个具体的拓扑结构为例, 通过
调节节点的平均度 degreeave, 比较各类算法在不同
稠密度的拓扑结构中的准确性. 实验中测距噪声统
一设置为 ε ∼ N(0, 52), 实验结果如图 6 所示. 该
实验设计随机生成 100 个节点, 并固定这些节点的
位置, 通过调节传感器传输范围 R, 改变稠密度指
标 degreeave. 图 6 中真值结果所示结构为网络的
实际拓扑结构, 其余拓扑图为 5 类算法在不同稠密
度的拓扑结构中对应的实现结果. 在节点的平均度
degreeave 较大的拓扑结构中, 如 degreeave = 10
时, 各类算法均可获得较为准确的实现结果. 当节
点的平均度 degreeave = 8 时, 在图 6 (b) 所示实
验结果中, SDP 算法的实现结果出现部分变形, 但
是 SMACOF 算法及 g2o 算法对 SDP 提供的初
始结果有一定程度的修正作用. 当 degreeave 取

值继续下降, 在 degreeave = 6, degreeave = 4 和
degreeave = 3.5 三种实验设定中, SDP 算法的实现
结果完全变形, SMACOF算法及 g2o 算法的修正作

用不足以弥补 SDP 算法的结果误差, 二者的实现结
果同样出现严重变形. ARAP 和 ASAP 两个模块
拼合类的算法在节点的平均度 degreeave 取值较小

时, 仍然可以提供较为准确的实现结果, 如图 6 (a)
中 degreeave = 6 所示, 但是当 degreeave 取值为 4
和 3.5 时, 观察真值结果中的拓扑结果, 整个网络可
以大致分为几个较为密集的部分, 各部分之间的连
边较为稀疏, 此时 ARAP 算法和 ASAP 算法的实
现结果出现了一定程度的变形, 关键原因为模块拼
合时约束条件不足, 因此求解结果为错误的实现结
果.

3.3 计算效率

为比较各个算法的计算效率, 统计算法在不同
规模问题中的运行时间, 实验结果如图 7 所示. 图
中横坐标为节点数目, 纵坐标为程序运行时间, 各个
算法以图中所示的不同灰度值表示. 为公平对比各
个算法, 所有实验在相同的物理设备上完成. 因为
ASAP 算法运行时间过长, 为方便各个算法之间的
比较, 图中所显示的数据为 ASAP 算法运行时间的
1/2 次方. 图中所示数据可以明显表明, ASAP 算
法的运行时间远超其他算法. ASAP 算法第一阶段
为计算每个模块的局部坐标, 这一过程与 AAAP 近
似, 但是将模块拼合时, 若两个模块有重叠部分, 则
需使用最小二乘法计算相应的旋转矩阵, 随着总节
点数的增长, 所需计算的数量以节点数量平方的数
量级增长, 因此在以上算法中 ASAP 执行效率最低.
Trilateration 算法的运行时间最短, 考虑其计算过
程简单, 且实现效果较差, 因此该算法与其他算法
并无可比性. SDP + SMACOF 及 SDP + g2o 算

法都以 SDP 算法的结果为迭代的初始结果, 二者相
比, g2o 比 SMACOF 更加高效, 且这一差距随着节
点数量的增加而扩大.
为比较以上算法的计算效率, 各个算法的时间

复杂度如表 3 所示, 复杂度计算符号说明如表 2 所
示. 尽管 SMACOF 的时间复杂度低于 g2o 的时间

复杂度, 但是在算法实现中, SMACOF 算法计算迭
代结果通过循环求解, 而 g2o 通过矩阵运算实现, 其
中加入大量优化过程, 在本文的性能评价实验中, 二
者的实际运行时间受到其实现方式的影响.

表 2 计算符号说明表

Table 2 Notation list

符号 定义

n 节点数量, |V | = n

m 图中边的数量, |E| = m

t 迭代次数

g 节点最大度数

N 模块中节点数最大值
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图 6 (a) 稠密度比较拓扑图

Fig. 6 (a) Dense comparison topology
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图 6 (b) 稠密度比较拓扑图

Fig. 6 (b) Dense comparison topology
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表 3 算法时间复杂度

Table 3 Time complexity of different algorithms

算法名称 时间复杂度

Trilateration O(n2)

MDS O(n2)

SDP O(n2m2.5 + m3.5)

g2o O(n2t)

SMACOF O(n2t)

AAAP O(mn2)

ARAP O(mn2 + n3t)

ASAP O(nN2t + mn2)

3.4 鲁棒性

为比较各个算法的鲁棒性, 设计实验比较各个
算法在不同稠密度的拓扑结构、不同噪声强度下的

实现效果. 对比各个算法准确性的试验中, AAAP
和 Trilateration 由于其增量式的计算方法, 误差较
大, 与其他算法无可比性, 因此在该实验中只比较
ARAP、ASAP、SDP、SMACOF 和 g2o 5 类算法.
该实验在 100 × 100 的区域内随机布置 100 个节
点, 对于每一种随机分布的节点位置, 记录各个算法
在不同稠密度、多个噪声强度下实现结果的定位误

差, 对多个拓扑结构中的所有节点取平均值形成如
图 8∼图 11 的实验结果. 在这些实验中节点的平均
度 degreeave 有 4 个取值, 分别为 6, 8, 10 和 12, 对
应图 8∼图 11, 测距噪声的方差强度有 5 种取值, 其
方差分别为 12, 22, 52, 82, 102, 对应图中 5 种不同
的灰度值, 对应关系如图中所示.

图 7 运行时间统计图

Fig. 7 Time statistics

图 8 中实验所示结果, SDP 及以 SDP 算法为
初始结果的 g2o 和 SMACOF 算法在节点平均度

图 8 平均误差统计图

Fig. 8 Average error statistics

degreeave = 6

图 9 平均误差统计图

Fig. 9 Average error statistics

degreeave = 8

图 10 平均误差统计图

Fig. 10 Average error statistics

degreeave = 10
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图 11 平均误差统计图

Fig. 11 Average error statistics

degreeave = 12

degreeave = 6 的实验设定下, 实现结果明显差于
ARAP 和 ASAP, 表明 SDP 算法对连边数量较为
敏感; g2o 算法的定位误差高于 SDP 算法, 表明基
于错误的初始解, 优化类算法的优化指标已经丧失
效用. 图 9 的实验结果中 SDP 算法的定位误差明
显高于 ARAP 和 ASAP 两类算法, 略高于两类全
局优化算法, 表明 SDP 算法在节点平均度较小的图
中, 对噪声更为敏感. 比较图 8∼图 11 的实验结果,
ARAP 和 ASAP 算法对于拓扑结构的稠密度鲁棒
性较强. 但是图 10 和图 11 的实验结果表明, 当节
点的平均度较大时, 以上 5 类算法对噪声均有较强
的鲁棒性.

4 图实现问题相关应用

4.1 传感器网络定位

传感器网络定位是图实现问题的典型应用. 大
规模的传感器网络经常被布置在各种地理环境中,
搜集周围例如温度、湿度等环境信息并且在传感器

之间相互通信, 如何将传感器网络实际应用于各种
不同的环境, 如战场环境、水下环境和户外移动物体
追踪, 也是近年来的研究热点问题.
传感器所收集的信息需要有效传输, 需要知道

信息的来源区域以及目的区域, 因此获取每个传感
器的地理位置成为一个刚性需求, 然而在每一个传
感器上装载GPS 系统需要高昂的成本. 传感器在信
息传播时可利用信号强度的衰减以及信息传播时间

等方式来估算两个传感器之间的距离, 在 ad-hoc 网
络中, 若两个传感器的距离小于传输半径, 则可进行
信息传输, 并估测两点之间的距离, 基于这些距离信
息计算整个网络中节点的位置即为传感器网络定位

问题[1−5], 是一个典型的图实现问题.
本文所介绍的算法在传感器网络定位中均有应

用. SDP 算法和 MDS 算法最先应用于求解传感
器网络定位问题[20, 28, 31−32], 但是此类方法在噪声
较大、网络稠密度较低的情况下无法解算正确结果.
文献 [48] 首先提出先局部求解, 然后拼合类的算法,
但该文献中的方法采用增量式的方法拼合各个模

块, 存在累积误差的问题. 为了解决累积误差的问
题, AAAP 和 ARAP 算法应用于传感器网络定位
问题中[22]. ARAP 和 ASAP 算法在实现结果的准
确性和鲁棒性方面均表现出良好的性能, 若考虑计
算效率, ARAP 算法更适合求解传感器网络定位问
题. 传感器网络定位问题与实际应用相结合, 获得持
续的关注和发展, 如在多跳网络中的应用[61−62], 如
何增加定位结果的鲁棒性[63−64] 和以分布式算法求

解网络的实现结果[19, 48, 65−66].

4.2 蛋白质结构分析

蛋白质在各项生物活动中扮演重要角色, 其组
成通常由一组链式的氨基酸在空间中折叠为稳定的

结构, 不同蛋白质之间结构的差异性是决定其功能
的关键因素. 实验测定蛋白质的三维结构主要采用
核磁共振波谱法 (Nuclearmagnetic resonance spec-
troscopy, NMR)[6] 和电子顺磁共振波谱 (Electron
paramagnetic resonance, EPR) 技术[67] 与定点自

旋标记 (Site-directed spin label, SDSL)[68] 相结合
的 EPR-SDSL 方法[7].
该问题中, 蛋白质中的每一个原子定义为一个

节点, 实验可测得部分原子之间的距离, 需在三维
空间中求解每个原子的坐标信息. 蛋白质结构分析
是一个典型的图实现问题, 实验测得的原子间距离
包含准确距离[69−70] 及带噪声的距离[8, 71]、传统的

MDS 算法[72]、全局优化类算法[8, 73] 以及模块拼

合类算法[9] 在蛋白质结构分析中均有应用. 考虑
到该问题中距离测量噪声较小, 全局优化类方法及
ASAP 算法均适用于该问题, MDS 和 ARAP 算法
由于计算过程中需要猜测未知边的长度, 对实现结
果造成不确定性的误差.

4.3 数据可视化

可视化 (Visualization) 技术是利用计算机图形
学和图像处理技术, 将数据转换成图形或图像, 并进
行交互处理的理论、方法和技术. 近些年来该技术
快速更新和发展, 比较成熟的方法包括基于几何的
技术、面向像素的技术、基于图标的技术和基于层

次的技术[10].
数据可视化问题需在低维空间中以图像的形式

表示和分析高维度的原始数据, 对于两组原始数据,
可根据数据之间的相似性定义距离指标, 每组数据
定义为一个节点, 利用生成的距离信息可在低维空
间中求解基于原始数据的一组实现结果. 当以散点
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图[74] 和符号图[75] 描述原始数据时, 可利用图实现
问题的求解方法计算图中元素的状态信息. 在数据
可视化问题中, 图中边的测量较为稠密, 并且距离的
测量并不严格符合几何结构, 全局性求解方法MDS
和 SDP 算法更适用于该问题.

4.4 社交网络分析

社交网络是当前学术和产业界的研究热点, 其
中每一个用户或个体可定义为一个节点, 节点之间
的距离可通过用户之间属性的相似性定义. 例如将
行为定义为节点, 不同行为之间通过在同一个体上
发生的次数定义距离, 基于距离信息通过图实现方
法求解不同行为在二维空间中的坐标分布, 从而判
定哪些行为更可能发生于同一个体[11].

图实现问题可应用于分析网络的整体性质[11]

和基于网络结构、用户行为的挖掘[76] 等问题中. 目
前社交网络的构建通常基于用户之间的关注关系等.
此外, 图实现问题可用于对已有结构的检测[77], 从
而修正社交网络的拓扑结构. 该问题中图中边的测
量与数据可视化问题相似, MDS 算法更适用于网络
整体的性质分析, 而模块拼合类算法如 ASAP 更适
合于局部性质的挖掘.

4.5 机器人同步定位与地图构建

机器人在一些无法使用 GPS 定位的环境中执
行任务时, 一个重要的需求是确定自身位置, 同时
构建周围环境地图, 进而搜集环境信息和导航, 该
问题被称为机器人同步定位与地图构建 (SLAM)
问题. 近些年来, 伴随着扫地机器人、服务机器人
等日益流行, 该问题得到广泛关注. 一种普遍的算
法为采用滤波的方法求解此问题, 如基于卡尔曼滤
波[78−79]、粒子滤波[80−81]、信息滤波[82−83] 的方法;
另一类求解方法为图优化算法[84−87], 该算法模型为
p(X1:T ,M |Z1:T , U1:T , X0). X1:T 为机器人每个时刻

的位置, M 为周围环境信息, 抽象为 K 个节点的位

置, Z1:T 为观测信息, 即在每个时刻机器人测得的
自身到环境中 K 个节点的距离 (在感知范围以内),
U1:T 为控制信息, 可以推测机器人相邻两个时刻 Xi

和 Xi−1 之间的相对位移, X0 为机器人的起始位置.
该问题中已知节点 X0 及由 Z1:T 和 U1:T 获得的距

离信息, 需计算环境中 K 个节点和机器人自身所有

时刻的位置. 该问题定义与图实现相似, 但测量信息
中通常包含角度测量, 已有较为成熟的求解工具包
g2o[12], 通过迭代搜索的方法不断优化全局实现结
果.

此外, 三维的同步定位与地图构建问题中, 图实
现问题在三维场景的还原和平面重现等问题中有广

泛应用. 该类问题通常以 ARAP 算法[22] 为基础,
可通过图像信息与 3D 模型对周围场景进行 3D 建
模[88−89].

5 结论

本文比较和分析了图实现的几类代表性算法,
包括三边测量法 (Trilateration)、求解距离方程的方
法 (主要包括多维尺度标定算法 (Multi-dimensional
scaling, MDS)、半正定规划方法 (Semidefinite pro-
gramming, SDP))、基于全局优化的方法 (主要包
括通用图优化 (General graph optimization, g2o)、
优超函数算法 (Scaling by majorizing a compli-
cated function, SMACOF)方法)、基于模块拼合的
算法 (AAAP (As-affine-as-possible)、ARAP (As-
rigid-as-possible) 和 ASAP (As-synchronized-as-
possible)). 以上算法性能分析对比情况如表 4 所
示.

Trilateration 算法和 AAAP 算法虽然可快速
获得计算结果, 但是其实现结果的准确性存在累积
误差问题, 基本不应用于实际问题. 求解距离方程的
两类算法, MDS 算法对拓扑结构稠密度要求较高,

表 4 算法比较表

Table 4 Algorithm comparison

方法类型 算法 准确性 计算效率 鲁棒性 (稠密度) 鲁棒性 (噪声)

三边测量类方法 Trilateration F FFFFF FF FF

距离方程类方法
MDS FF FFF F FF
SDP FF FFF FF FFF

全局优化类方法
g2o FFFFF FF FFFF FFFF

SMACOF FFFF FF FFFF FFFF

模块拼合类方法

AAAP F FFFF FF F
ARAP FFFFF FFFF FFFFF FFFFF
ASAP FFFFF F FFFFF FFFF
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SDP 算法对拓扑结构稠密度十分敏感, 在图中边的
数量较为稀疏的情况下, 此类算法的求解结果误差
较大. 基于全局优化的两类方法, 拥有较高的准确性
和较强的鲁棒性, 但是其实现结果的优劣多数情况
下取决于其初始结果的选取, 在图实现问题模型的
求解过程中, 迭代优化过程仅需要较少的额外计算
资源, 在众多实际问题中, 通常会选择全局优化类方
法提高实现结果的准确性. 基于模块拼合类方法中,
ARAP 算法和 ASAP 算法的拥有较高的准确性, 并
且对拓扑结构的稠密度以及测距噪声的强度均有较

强的鲁棒性, 但是 ASAP 算法需要占据大量的计算
资源, 不适用于大规模的网络结构.

本文的实验结果表明 ARAP 算法在准确性、计
算效率和鲁棒性等方面均表现出良好的性能, 但是
此类算法的结果与模块局部实现结果的准确性紧密

相关. 因此如何判别各个模块局部结果的准确度成
为提高现有算法的关键问题. 本文在讨论图的唯一
性实现问题时简单介绍的刚性理论, 相关的理论结
果可以为模块实现结果的准确性提供先验知识, 并
且可以通过这些先验知识在拼合过程中对各个模块

赋予权重, 进一步提高结果的准确性. 此外, 可以根
据刚性理论设计更多的模块划分的策略, 获得拥有
更加准确的实现结果的模块. 刚性理论不仅提供了
图结构性质的判别方法, 若将其应用于图实现问题
的求解阶段, 可以期望, 将显著提高实现结果的准确
性和对稠密度、测距噪声的鲁棒性.
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60 Brust M R, Akbaş M I, Turgut D. Multi-hop localization
system for environmental monitoring in wireless sensor and
actor networks. Concurrency and Computation: Practice
and Experience, 2013, 25(5): 701−717

61 Wang X P, Liu Y H, Yang Z, Lu K, Luo J. Ro-
bust component-based localizationin sparse networks. IEEE
Transactions on Parallel and Distributed Systems, 2014,
25(5): 1317−1327

62 Korniienko A, Khan U A, Scorletti G. Robust sensor local-
ization with locally-computed, global H∞-design. In: Pro-
ceedings of the 2016 American Control Conference. Boston,
USA: IEEE, 2016. 6375−6380

63 Khan U A, Kar S, Moura J M F. DILAND: an algorithm
for distributed sensor localization with noisy distance mea-
surements. IEEE Transactions on Signal Processing, 2010,
58(3): 1940−1947

64 Lin Z Y, Fu M Y, Diao Y F. Distributed self localization for
relative position sensing networks in 2D space. IEEE Trans-
actions on Signal Processing, 2015, 63(14): 3751−3761

65 Hubbell W L, Cafiso D S, Altenbach C. Identifying con-
formational changes with site-directed spin labeling. Nature
Structural and Molecular Biology, 2000, 7(9): 735−739

66 Oh K J, Altenbach C, Collier R J, Hubbell W L. Site-
directed spin labeling of proteins. Bacterial Toxins: Methods
and Protocols. New York: Humana Press, 2000. 147−169

67 Dong Q F, Wu Z J. A linear-time algorithm for solving
the molecular distance geometry problem with exact inter-
atomic distances. Journal of Global Optimization, 2002,
22(1−4): 365−375

68 Wu D, Wu Z J. An updated geometric build-up algorithm
for solving the molecular distance geometry problems with
sparse distance data. Journal of Global Optimization, 2007,
37(4): 661−673

69 Lavor C, Liberti L, Donald B, Worley B, Bardiaux B, Malli-
avin T E, Nilges M. Minimal NMR distance information for
rigidity of protein graphs. Discrete Applied Mathematics,
2019, 256: 91−104

70 Blumenthal L M. Theory and Applications of Distance Ge-
ometry. Oxford: Clarendon Press, 1953.
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