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基于输出反馈的欠驱动 TORA系

统的有界输入控制

武宪青 1 徐可心 1 张益波 1

摘 要 针对欠驱动 TORA (Translational oscillations with a ro-

tational actuator) 系统, 设计了一种具有执行器饱和约束的输出反馈

控制器. 与其他现有方法相比, 本文方法不仅考虑了执行器饱和约束和

速度信号不可测情形, 而且考虑了旋转小球可能存在的循环行为. 具体而

言, 首先根据 TORA 系统模型分析了 TORA 系统的控制目标; 随后,

构造了一种新颖的能量函数, 在此基础上设计了一种考虑执行器饱和约

束的输出反馈控制器, 并通过严格的数学分析证明了闭环系统关于平衡

点的稳定性; 最后, 借助数值仿真测试检验了所提控制器的控制性能, 并

与已有方法进行了对比. 仿真测试结果表明本文所提方法具有更好的控

制性能.
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Output-based Feedback Control of
Underactuated TORA Systems by

Bounded Inputs
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Abstract In this paper, an output feedback controller with the

actuator saturation constraint is designed for the underactuated

translational oscillations with a rotational actuator (TORA) sys-

tem. By comparing with the existing control methods, in this

paper, not only are the actuator saturation constraint and un-

measured velocity signal taken into consideration, but also the

undesired unwinding behaviour is taken into account. In particu-

lar, the control objective of the TORA system is firstly analyzed

on the basis of the TORA system model. Then, a novel en-

ergy function is constructed and an output feedback controller is

proposed straightforwardly, which takes the actuator saturation

constraint into consideration. The stability of the closed-loop

system with respect to the equilibrium point is proven through

rigorous mathematical analysis. Finally, the control performance

of the proposed controller in comparison with an existing con-

trol method is examined by using numerical simulation tests.

The results of simulation tests show that the proposed method

achieves better control performance.
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欠驱动系统是控制量个数少于系统自由度个数的一类

非线性系统, 此类系统因其具有造价低、重量轻、能耗小、

灵活度强等优点, 而被广泛地应用于各个领域, 如桥式起重

机[1−2]、无人机吊挂飞行系统[3]、欠驱动船舶[4]、杂技机器

人 (Acrobot)[5]、四旋翼飞行器[6]、具有旋转激励的平移振

荡器 (Translational oscillations with a rotational actuator,

TORA)[7−8] 等欠驱动系统均受到机械与控制等领域学者的

广泛关注.

特别地, 由 Rand 等[7] 学者提出的 TORA 系统, 最初

作为双自旋航天器的简化模型用于研究自振现象. 后来由于

TORA 系统具有强耦合、高度非线性、欠驱动等特性, 而被

作为一种非线性基准系统主要用于非线性控制器设计、验证

非线性控制算法的控制性能或教学研究. 目前国内外已有多

所高校和研究机构针对TORA系统的控制问题展开研究.对

于 TORA 系统, 根据反馈类型不同, 常见的控制器设计方法

主要可分为两类. 一类是基于全状态反馈的控制策略, 如文

献 [8] 考虑重力因素, 根据 Euler-Lagrange 建模方法建立了

TORA 系统的动力学模型, 并在此基础上基于能量分析设

计了一种状态反馈控制器. 文献 [9] 基于最大反馈线性化将

TORA 系统模型转化为具有稳定内动态的三阶线性系统, 进

而利用极点配置方案为 TORA 系统设计了一种镇定控制策

略. 考虑到系统可能存在参数不确定情况, 文献 [10] 提出了

一种可在线估计系统不确定参数的自适应耦合控制器. 除此

之外, 部分学者考虑到系统可能存在不确定的外界干扰, 将

滑模控制技术用于 TORA 系统的镇定控制, 并取得了一些

研究成果[11−13]. 另一类是基于输出反馈的控制策略, 如文献

[14] 针对二维欠驱动 TORA 系统提出了一种仅需旋转小球

角度信息的输出反馈控制器. 此外, 还有许多学者[15−18] 针

对TORA系统的输出反馈控制问题展开了研究,提出了一些

性能良好的控制方法. 然而, 上述文献均未考虑 TORA 系统

中旋转小球可能存在的循环行为[19], 即对于旋转小球而言,

旋转角度 θ = 0 与 θ = 2nπ (n ∈ ±1,±2, · · · ) 在实际的物理
空间中代表相同的物理形态. 目前, 已有文献考虑了 TORA

系统循环现象的控制问题, 如文献 [20] 针对旋转小球的旋转

角度提出了一种具有约束的控制方法, 可保证旋转小球在预

设的范围内转动, 但其预设范围极为保守, 且假设系统状态

全部可测并可提供无穷大的输入转矩.

鉴于上述分析, 考虑到执行器可能存在饱和约束情况以

及旋转小球可能出现的旋转现象,为了避免使用速度信号,本

文针对 TORA 系统的镇定控制问题, 提出了一种输出反馈

控制器. 具体而言, 首先给出了 TORA 系统的动力学模型并

介绍了 TORA 系统的控制目标; 随后根据系统的无源耗散

性构造了一种新颖的能量函数, 在此基础上设计了相应的非

线性输出反馈控制器, 并对闭环系统状态的有界性和收敛性

进行了分析; 最后, 进行了仿真测试验证, 并与已有控制方法

进行了对比, 结果表明本文方法在考虑执行器饱和约束和旋

转小球旋转现象的前提下, 只需输出反馈仍具有良好的控制

效果.

1 问题描述

本文考虑旋转小球可在竖直平面内转动的 TORA 系统

(如图 1 所示) 的镇定控制问题, 借助 Euler-Lagrange 建模方

法可得其如下系统模型[8]:

(M + m)ẍ + mrθ̈ cos θ −mrθ̇2 sin θ + kx = 0 (1)
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mrẍ cos θ + (mr2 + J)θ̈ + mgr sin θ = τ (2)

其中, M 和m 分别为平移振荡小车和旋转小球的质量; x(t)

表示平移振荡小车偏离平衡点位置的位移; 旋转小球的转动

半径为 r; 旋转小球逆时针旋转方向为正方向, 与竖直向下

所形成的夹角为 θ(t); 旋转小球关于其质心的转动惯量为 J ;

平移振荡小车通过一个劲度系数为 k 的弹簧与固定端连接;

τ(t) 代表系统的输入转矩.

图 1 TORA 系统结构图

Fig. 1 TORA system structure

该系统的控制目标为当平移振荡小车或旋转小球偏离平

衡位置时, 在输入转矩 τ(t) 作用下将振荡小车和旋转小球镇

定至目标位置, 即

lim
t→∞

[ x ẋ θ θ̇ ]T = [ 0 0 0 0 ]T (3)

如前所述, 在实际的物理空间中, θ = 0 与 θ = 2nπ (n ∈
±1,±2, · · · )1代表相同的物理形态, 因此, 不同于已有方法,

为了避免循环现象的出现, 本文的控制目标是将振荡小车和

旋转小球镇定至如下平衡点中的其中一个:

lim
t→∞

[ x ẋ θ θ̇ ]T = [ 0 0 2nπ 0 ]T

2 主要结果

本节将针对 TORA 系统的控制问题, 为避免系统出现

循环现象, 设计一种考虑执行器饱和约束的输出反馈控制方

法, 并给出详细的控制器设计过程和相应的稳定性分析.

2.1 控制器设计

由文献 [8] 可知, TORA 系统的总机械能为

E =
1

2
(M + m)ẋ2 + mrẋθ̇ cos θ +

1

2
(mr2 + J)θ̇2+

1

2
kx2 + mgr(1− cos θ) ≥ 0 (4)

对式 (4) 两边关于时间进行求导, 并利用式 (1) 和 (2) 进行化

简并整理后可得

Ė = θ̇τ (5)

表明 TORA 系统是一个无源耗散系统, 可根据该性质进行

控制器设计. 为避免系统出现循环现象, 在系统总机械能 (4)

基础上, 构造如下非负函数:

Vs = E −mgr(1− cos θ) + 4kp sin2(0.25θ) ≥ 0 (6)

1在随后的分析中, 如无特殊说明, n ∈ Z 表示一个整数.

其中, kp ∈ R+ 为正的控制参数. 对上式 (6) 两边关于时间

进行求导可得

V̇s = θ̇τ −mgrθ̇ sin θ + 2kpθ̇ sin(0.25θ) cos(0.25θ) =

θ̇ · [τ −mgr sin θ + kp sin(0.5θ)] (7)

实际应用过程中, 执行器通常存在饱和现象, 故控制输入应

满足如下条件:

|τ(t)| ≤ τmax (8)

其中, τmax ∈ R+ 表示系统可提供的最大输入转矩.

基于式 (7) 及系统控制输入约束 (8), 提出如下考虑执行

器饱和约束的输出反馈控制器

τ = −kp sin(0.5θ)− kd tanh(ϑ) cos θ + mgr sin θ (9)

变量 ϑ(t) 由如下方程产生

{
ϑ = φ + b sin θ

φ̇ = −akd tanh(φ + b sin θ)
(10)

其中, φ(t) 为辅助函数, 用于动态产生伪速度信号 ϑ(t);

a, b, kd ∈ R+ 为正的控制增益, 且控制增益 kp, kd 的选取

需满足如下条件2:

kp + kd + mgr ≤ τmax (11)

注 1. 值得说明的是, 为避免旋转小球发生循环行为且

考虑到执行器的饱和约束, 在控制器设计时分别引入了正弦

函数 sin(∗) 和双曲正切函数 tanh(∗), 利用方程 (10) 动态产

生伪速度信号 ϑ(t) 代替真实角速度信号 θ̇(t), 实现无需速度

反馈的饱和约束反馈控制器设计.

注 2. 考虑到执行器的饱和约束, 本文在进行控制器设

计时使用了双曲正切函数 tanh(∗), 此处还可采用其他形式
的饱和函数, 如 arctan(∗), (∗)/

√
1 + (∗)2, sat(∗) 等.

2.2 稳定性分析

此节将通过严格的数学分析证明闭环系统状态渐近收敛

于平衡点位置, 且系统输入满足饱和约束条件.

定理 1. 对于欠驱动 TORA 系统 (1) 和 (2), 在所提控

制器 (9) 作用下, 闭环系统关于平衡点是渐近稳定的, 即闭环

系统状态会随时间推移收敛于如下平衡点中的其中一个:

lim
t→∞

[ x ẋ θ θ̇ ]T = [ 0 0 2nπ 0 ]T (12)

且系统输入满足如下约束

|τ(t)| ≤ τmax (13)

证明. 由于控制参数 kp, kd 的选取满足条件 (11), 因此,

在整个控制过程中, 系统的控制输入始终满足

|τ(t)| ≤ τmax (14)

为证明闭环系统关于平衡点的稳定性, 考虑如下能量函数:

V (t) = Vs(t) +
kd

b
ln[cosh(ϑ)] ≥ 0 (15)

2本文所给控制增益的选取条件较为保守, 在实际应用过程中可适当放宽该条
件, 通过随后的仿真测试可发现实际控制输入量远小于系统可提供的最大输入转矩.
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对上式 (15) 两边关于时间进行求导, 并利用式 (7) 结论可得

V̇ (t) = θ̇ · [τ −mgr sin θ + kp sin(0.5θ)] +
kd

b
ϑ̇ tanh(ϑ)

(16)

由式 (10) 可知, ϑ̇(t) 的具体表达式为

ϑ̇ = −akd tanh(φ + b sin θ) + bθ̇ cos θ (17)

联合所提控制器表达式 (9) 及式 (16) 结论可得

V̇ (t) = −ak2
d

b
tanh2(ϑ) ≤ 0 (18)

进一步可得闭环系统 (1) 和 (2) 是李雅普诺夫意义下稳定的,

且有如下结论:

V (t) ∈ L∞ (19)

并且闭环系统状态均有界, 即

x, ẋ, θ, θ̇, ϑ, φ, τ ∈ L∞ (20)

为证明闭环系统状态的渐近收敛性, 定义如下不变集:

S =
{

(x, ẋ, θ, θ̇) | V̇ (t) = 0
}

(21)

因此, 由式 (18) 可知, 在不变集 S 中

ϑ = 0 =⇒ ϑ̇ = 0 (22)

结合式 (17) 可得

θ̇ cos θ = 0 =⇒ cos θ = 0 or θ̇ = 0 (23)

若 cos θ = 0, 此时

θ =
(2n + 1)π

2
=⇒ θ̈ = 0 (24)

联合方程 (2) 及控制器表达式 (9) 可得如下结论:

kp sin(0.5θ) = 0 =⇒ θ = 2nπ (25)

与假设 cos θ = 0 矛盾, 故假设不成立. 因此有 θ̇ = 0, 故进一

步可得

θ = c, θ̈ = 0 (26)

其中, c ∈ R 为一常数. 为分析不变集 S 中 ẋ(t) 和 x(t) 的

值, 分如下两种情况进行分析:

情形 1. 在不变集 S 中 ẋ(t) ≡ 0, 则 ẍ(t) = 0, x(t) 为一

常数, 则由式 (1)、式 (23) 及式 (26) 可得

x(t) = 0 (27)

将控制器表达式 (9) 代入式 (2) 并利用式 (22) 和式 (26) 结

论可得

−kp sin(0.5θ) = 0 =⇒ θ = 2nπ (28)

情形 2. 在不变集 S 中 ẋ(t) 不恒等于零, 即在 S 中至
少有一点使得 ẋ(∗) 6= 0. 又因 ẍ(t) ∈ L∞, 因而 ẋ(t) 连续, 所

以存在一个 ẋ(∗) 的邻域 Dẋ, 使得在邻域 Dẋ 中

ẋ(t) 6= 0 (29)

在邻域 Dẋ 中进行如下分析, 将所提控制器表达式 (9) 代入

式 (2) 并结合式 (1) 及式 (23) 和式 (26) 结论进行整理化简

可得

kxmr cos θ = kp(M + m) sin(0.5θ) (30)

由式 (26) 可知, θ(t) 在不变集 S 中为一常数, 故结合式 (30)

可知 x(t) 在不变集 S 中亦为常数, 所以 ẋ(t) = 0, 与假设在

邻域 Sẋ 中存在某点 ẋ(∗) 6= 0 矛盾, 故假设不成立.

综合上述分析可知: 不变集 S 中仅包含平衡点
[ x(t) ẋ(t) θ(t) θ̇(t) ]T = [ 0 0 2nπ 0 ]T 中的其中一

个. 于是, 根据 LaSalle 不变性原理[21] 可知, 闭环系统状态

在所提控制器的作用下随时间推移渐近收敛到平衡点处. ¤

3 仿真实验结果与分析

本节将通过两组仿真测试来检验本文所提控制方法的有

效性, 两组仿真测试分别验证所提控制器的镇定控制性能和

避免循环行为的输入有界控制性能. 为了证明本文所提控制

方法优越的控制性能, 将与已有文献 [8] 中所提方法的控制

性能进行对比. 在随后的仿真测试中, 系统参数选取与文献

[8] 中所选取的系统参数一致, 具体如下:

M = 1.3608 kg, m = 0.096 kg, k = 186.3N/m

r = 0.0592m, J = 0.0002175 kg ·m2

文献 [8] 中所提控制器的控制增益选取为文献中所给

k1 = 450, k2 = 5.3, k3 = 1 (31)

本文所提控制器的控制增益经反复测试后选取为

kp = 0.12, kd = 0.066, a = 450, b = 2 (32)

假设系统可提供的最大输入转矩为

τmax = 0.25N ·m (33)

显然, 所选控制增益 (32) 满足饱和约束条件 (11).

3.1 镇定控制测试

本节将检验本文所提控制方法的镇定控制效果, 系统的

初始状态选取为

[ x(0) ẋ(0) θ(0) θ̇(0) ]T = [ 0.025m 0 0 0 ]T

图 2 给出了在所提输出反馈控制器作用下闭环控制系统

状态及输入转矩随时间变化的曲线. 通过观察图 2 可看出,

在所提控制器作用下, 平移振荡小车和旋转小球较快地到达

平衡点位置, 且输入转矩始终在系统可提供的范围内. 仿真

结果表明本文所提方法具有较好的镇定控制性能.

3.2 避免循环现象的有界输入测试

相比已有方法, 本文所提方法不仅实现了输出反馈控制,

而且考虑系统的饱和约束和循环现象. 为了检验本文所提控

制器的上述性能, 本节将与现有文献 [8] 中方法的控制效果

进行对比, 选取如下系统初始状态:

[ x(0) ẋ(0) θ(0) θ̇(0) ]T = [ 0 0 24 rad 0 ]T
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图 2 镇定控制仿真测试结果

Fig. 2 Simulation results of the stabilization control

图 3∼ 5 分别绘制了两种控制器作用下, 平移振荡小车、

旋转小球及系统输入转矩随时间变化的曲线. 从三幅图中可

看出, 两种控制器均可将偏离平衡点位置的旋转小球镇定至

平衡点位置. 从图 4 可知, 在两种控制器作用下, 旋转小球最

终到达了 “不同的” 平衡点位置, 分别为 θ = 0 和 θ = 8π. 然

而, 在实际的物理空间中, 它们 (θ = 0 和 θ = 8π) 代表相同

的物理形态. 相比之下, 本文方法避免了旋转小球的循环行

为, 将旋转小球镇定至较近的平衡点以节约能耗. 对比图 3

两种控制器的仿真测试结果可看出, 本文所提方法表现出更

为优越的暂态控制性能, 平移振荡小车的振荡幅值更小, 到

达平衡点位置的时间更短. 从图 5 结果可知, 本文所提控制

器的输入转矩在整个控制过程中均远小于系统可提供的最大

输入转矩, 满足系统的饱和约束条件; 文献 [8] 所提控制器的

输入转矩则超出了系统可提供的最大输入转矩, 在实际应用

过程中, 此类情形可能导致控制器失灵, 严重时可能导致闭

环系统不稳定. 仿真测试结果说明: 本文所设计的控制器不

图 3 小车位移仿真结果对比图

Fig. 3 Simulation comparison results of the cart position

图 4 小球旋转角度仿真结果对比图

Fig. 4 Simulation comparison results of the rotational angle

图 5 输入转矩仿真结果对比图

Fig. 5 Simulation comparison results of the input torque

仅可避免旋转小球的循环现象, 而且能在执行器存在饱和约

束且没有速度信号反馈的情况下, 取得良好的镇定控制效果.

4 结论

考虑到 TORA 系统可能存在执行器饱和约束和速度信

号不可测的情形, 本文提出了一种有界输入的输出反馈控制

器. 与现有的 TORA 系统镇定控制方法相比, 本文方法可避

免 TORA 系统的循环现象, 从而减小系统的能耗; 无需速度

信号反馈, 可降低设备成本, 简化系统结构; 考虑了系统可能

存在的执行器饱和约束, 避免控制量超出系统可提供的最大

输入转矩而陷入饱和. 理论分析和仿真测试结果皆表明本文

所提控制方法具有上述控制效果, 具有良好的控制性能.
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