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无界Petri网的可达树的综述

干梦迪 1, 2 王寿光 1 周孟初 2, 3 李 俊 4 李 月 1

摘 要 Petri 网自提出以来得到了学术界和工业界的广泛关注. Petri 网系统的可达性是最基本性质之一. 系统的其他相关

性质都可以通过可达性进行分析. 利用等价的有限可达树来研究无界 Petri 网可达性, 依然是一个开放性问题. 该研究可以追

溯到 40 年前, 但由于问题本身的复杂性和难度太大, 直到最近 20 年, 经过国内外诸多学者的不懈努力, 才逐渐取得了一些阶

段性的成果和部分突破. 本文回顾了近 40 年来国内外学者为彻底解决该问题作出的贡献. 重点对 4 种开创性的研究成果展开

讨论, 分别为有限可达树、扩展可达树、改进可达树及新型改进可达树. 探讨了今后无界 Petri 网可达性问题的研究方向.
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A Survey of Reachability Trees of Unbounded Petri Nets
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Abstract In recent years both industry and academia have paid much attention to the theory and applications of Petri

nets. Reachability is a basic property of a Petri net, and many properties can be analyzed via it. However, analyzing the

reachability problem of unbounded Petri nets by finite reachability trees has been an open problem since the inception

of Petri nets. Researchers began to study the problem of reachability trees over 40 years ago. However, they made only

limited progress over the last 20 years due to its complexity and difficulty. We present an overview of some important

contributions toward its solution. The focuses are on four novel finite reachability trees: finite reachability tree (FRT),

augmented reachability tree (ART), modified reachability tree (MRT) and new modified reachailbity tree (NMRT). The

paper concludes with a discussion of directions for future research of the reachability problem of unbounded Petri nets.
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自德国学者 Petri 首次在其博士论文中提出
Petri 网的概念[1] 以来, 得益于其图形化的表现形
式、坚实的数学基础及众多的分析方法, Petri 网
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已成为研究各类离散事件系统 (Discrete event sys-
tem, DES) 建模、分析、控制等的常用工具[2−11].
可达性是其最基本性质之一, 其他相关性质, 如有界
性、覆盖性、可逆性、活性、死锁等都可以通过可达

性来分析[12−24].
常见的用于可达性分析的方法有状态方

程[2, 25]、库所不变量[19] 及可达树[26−27]. 前两者
常用于判定标识的不可达性. 后者表示标识之间的
可达关系, 常用于分析标识的可达性. 尽管其面临
着表示的状态空间随初始标识、库所和变迁的增加

呈指数增长, 相应的计算复杂度也是指数增长的问
题[4, 11, 28], 它依然是一种用于 Petri 网可达性分析
的重要工具.

通常根据库所标识的有界性和无界性, 将 Petri
网划分为有界网和无界网. 针对有界 Petri 网的
可达性问题, 国内外学者提出了各种基于组合优化
的可达性求解方法, 如最优化方法[2, 25]、启发式方

法[29−30] 或智能算法如遗传算法[31]、逻辑程序方

法[32] 和层次可达图方法[33] 等[34−35], 一定程度上可
以解决网系统的状态空间随网系统规模呈指数增长
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的问题. 而无界 Petri 网可达性的分析除了要考虑网
状态空间的 “组合爆炸” 问题外, 还需要考虑状态空
间本身的无限增长问题, 因此组合优化手段并不适
用. 无界网的可达性分析一直都是一个开放性问题.
虽然国内外诸多知名学者不断投入到相关理论的研

究之中, 但也只取得了一些阶段性成果.
为实现无界网可达树的有限化表示, 1969 年,

Karp 和 Miller[27] 提出了一种有限可达树 (Finite
reachability tree, FRT) 的方法, 引入了符号 ω, 表
示无界网标识向量中的无限分量. 但引入符号 ω 对

状态空间进行抽象, 导致部分有用信息丢失. 为此,
1981 年, Peterson[36] 提出了用 a + bni 来替代符号

ω 的建议. 1991 年, Wang[37] 依据 Peterson[36] 的建

议, 提出了一种改进可达树 (Modified reachability
tree, MRT).

为增强 FRT 的活性分析能力, 1997 年, Jeng
和 Peng 基于 Karp 和Miller[27] 的工作, 针对 1-库
所无界 Petri 网的活性分析问题提出了一种扩展可
达树 (Augmented reachability tree, ART)[15−16] 方

法. 该方法的应用范围有一定的局限性, 只适用于
1-库所无界 Petri 网.

Wang 和 Zhou 等[38−41] 在文献 [37] 的基础
上进一步深入探索, 取得了突破性进展. 1992 年,
Wong 等[41] 提出了自动生成 MRT 的算法. 2004
年, Wang 等[38] 完善了 MRT[37] 方法, 该方法具有
里程碑式的意义, 为解决无界 Petri 网的可达性问题
迈出了关键性一步, 能够促进 Petri 网可达性问题的
最终解决.
然而, MRT 中依然存在一些不足, Ru 等[42] 于

2006 年找到一个反例表明其死锁检测方法存在缺
陷. 因虚假的全条件节点的存在, 使得MRT 方法无
法准确无误地分析无界网的死锁、活性和可达性.
针对该问题, 2008 年 Ding 等[43] 基于MRT 方

法, 提出了新的适用于 1-库所无界 Petri 网的死锁
检测方法, 将全条件节点分成虚假全条件节点和
真实全条件节点两类, 只有真实的全条件节点才会
导致死锁. 2010 年, Wang 等[10] 针对 1-库所无界
Petri网提出了一种新的构建可达树方法 (Improved
reachability tree, IRT). 其创新点是 IRT 的可达标
识完全等价于网系统的可达标识. 以上两种方法修
正了MRT 中的不足, 但只适用于 1-库所无界 Petri
网.

2013 年, Wang 等[39] 在前人工作的基础上, 修
改了 “使能条件” 的定义, 提出了一种适用于 ω 独

立无界 Petri 网的可达树构建算法 (New modified
reachability tree, NMRT), 首次突破了以往研究对
象仅局限于 1-库所无界 Petri 网的局面, 首次提出
了 ω 独立无界 Petri 网的概念, 并提出了一种新的

计算后继状态函数的方法, 可以解决 MRT 中存在
虚假标识的问题. 同时, 针对 ω 独立无界 Petri 网提
出了相应的死锁检测方法.

1 可达树算法概述

对于无界 Petri 网, 由于有些库所的标识数是无
限递增的, 相应的可达树的规模无穷大, 给借助可达
树分析网系统的性质带来很大困难, 因此对无界网
的可达树进行一定程度的抽象成为必然[5, 27, 37]. 借
助可达树分析无界网可达性的思路如下: 对于给定
的标识M , 逐个检查改进可达树中的节点, 判断M

在所有节点处是否可达. 若存在某个节点, 使得 M

在该节点处可达, 则M 是可达的; 若M 在任意节

点处都不可达, 则M 是不可达的.

1.1 有限可达树 (FRT)[27]

为实现无界网可达树的有限表示, 1969 年,
Karp 和 Miller[27] 首次提出了一种有限可达树

(FRT) 方法, 引入了一种表示 “潜在无限” 的符号
ω. FRT 方法是一种基础的、强有力的工具, 可以分
析网系统的安全性、有界性、保守性和覆盖性等. 但
是符号 ω 仅仅简单地表示了相对应的库所中托肯数

目的无限性, 更多结构性信息并未包含在内. 例如:
图 1 (a) 和图 1 (b) 所示的两个不同的 Petri 网, 它
们的 FRT 相同, 如图 1 (c) 所示. 图 1 (a) 中库所 p2

中托肯的数目总是偶数, 而图 1 (b) 中库所 p2 中托

肯的数目却可以是任意的整数. 然而其对应的 FRT
未传达这些信息. 符号 ω 丢失了这些有用的信息, 使
得 FRT 方法无法准确地分析无界 Petri 网的活性
等.

1.2 扩展可达树 (ART)[15−16]

先前的工作已证明一般网 (无界和有界) 的可
达性问题是可判定的[5]. 虽然文献 [5] 给出了判定可
达性的算法, 但可操作性不强. 文献 [36] 揭示了可
达性问题等价于活性问题, 故一般的活性问题也是
可判定的.
为增强FRT活性分析能力, Jeng和Peng[15−16]

提出了一种扩展可达树 (ART) 方法, 并应用于 1-库
所无界网的活性分析, 其核心思想是基于可达树上
每个节点的最小标识的计算. 该方法不仅可以分析
活性, 也可以用来分析其他性质, 如可逆性等, 这些
可以用 FRT 方法进行分析的性质都可以通过 ART
方法进行分析. 构建扩展可达树需要计算无界 Petri
网中每个节点的最小标识. 然而, 最小标识的计算是
NP 困难问题, 故它对大规模的网系统不适用, 只适
用于小规模的网系统.
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1.3 改进可达树 (MRT)[37−38]

自半个多世纪前 Petri 网被提出以来, 无界网
的可达性问题一直都是一个开放性问题, 国内外
诸多知名学者为此投入了大量的精力, 其中Wang
和 Zhou 等[37−41] 更是为解决该问题做出了卓越贡

献.
Wang 等[37−38] 依据 Peterson 提出的建议, 将

FRT中的符号 ω 精确表示为商和余数的组合 kωn +
q. 该多项式携带了更多结构性的信息, 因此能够更
好地表示无界 Petri 网的可达集, 有效地分析网系统
的活性、死锁和可达性. 他们提出了后继标识函数
δ(µ, t), 在此基础上提出了一种开创性的方法, 即改
进可达树 (MRT). 同时, 他们介绍了 ω 数、ω 向量、

ω 向量和整数的加法定则、ω 向量包含关系等基

础理论知识. 为方便分析网系统, 他们将节点分为
4 类, 分别为内部节点 (Interior)、终止节点 (Ter-
minal)、重复节点 (Duplicate) 及 ω 重复节点 (ω-

Duplicate). 其中, 内部节点是一类包含子节点的节
点; 终止节点是相对应的标识为死标识的节点; 重复
节点是可达树中之前已出现过的节点; ω 重复节点

是一类标识中包含 ω 数且之前已出现过的节点; 不
属于上述 4 类的节点归为边界节点.

MRT方法的核心思想是: 首先将初始标识定义
为可达树的根节点, 同时将根节点看作边界节点; 然
后根据算法逐个将边界节点转化为内部节点、终止

节点、重复节点或是 ω 重复节点中的一类, 直至网
中无边界节点.

因网系统中不存在负数标识, 其也给出了相应
的修正方案: 若一个 ω 数中的某个分量的下界为负

整数 s, 首先设置其下界为零, 然后将其他所有相关
分量的下界增加 s. 重复该步骤, 直到所有的 ω 数中

的分量下界都为非负整数.
MRT 方法在大部分情况 (不存在虚假标识) 下

都可以有效地分析 Petri 网的死锁、活性和可达性,
相对于 FRT 方法功能更强大. 如图 2 (a) 和图 2 (b)

图 1 FRT 相同的两个 Petri 网[36]

Fig. 1 Petri nets with identical FRT[36]

图 2 相同的 FRT 但活性不同的两个 Petri 网[38]

Fig. 2 Petri nets with identical FRT but different liveness properties[38]
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所示的 Petri 网具有相同的 FRT, 如图 2 (c) 所示.
显然, 利用 FRT 方法无法判断这两个 Petri 网系统
的活性、死锁和可达性. 但借助 MRT 方法可以分
析.
具体步骤如下: 首先根据 MRT 的生成算法生

成相应的改进可达树 (MRT), 分别如图 3 (a) 和图
3 (b) 所示; 然后根据MRT 中是否存在全条件节点
或终止节点判断该网系统是否存在死锁. 显然, 图
3 (a) 所示的MRT 中包含了全条件节点 (0, 1, 2ω0),
故图 2 (a) 所示的 Petri 网存在死锁; 而图 3 (b) 所
示的MRT 既不包含全条件节点也不包含末端节点,
故图 2 (b) 所示的 Petri 网不存在死锁.

Wang 和 Zhou 等[38] 的工作为解决无界网可达

性问题迈出了重要的一步. 但该方法依然存在某些
不足. 如Ru等[42] 找到的如下反例. 图 4 (a)为某一
Petri 网, 其MRT 如图 4 (b) 所示. 因其MRT 中包
含了一个全条件节点, 即 µfull = (0, 1, ω0), 故判定此
Petri 网存在死锁. 然而根据图 4 (c) 的分析, 该网的
可达集中不存在死标识, 该网系统无死锁. 该方法失
效的原因是少数 MRT 中的全条件节点表示的标识
集合可能包含实际无界网中不能到达的死标识, 即
虚假标识. 此例中 µfull 的一个普通标识 (0, 1, 0) 就
是不可达的死标识[42].

MRT 方法可以有效地分析许多无界网的活性、
死锁和可达性, 当用该方法分析存在虚假标识的网

系统时会出错. 故采取何种方法分析无界网死锁、活
性和可达性依然有待进一步的探索.

1.4 新型的改进可达树 (NMRT)[39]

2013 年, Wang等[39] 提出了一种新型的改进可

达树 (NMRT) 方法, 用于分析 ω 独立无界 Petri 网
的活性、死锁和可达性等. ω 独立无界 Petri 网即
该类网中不存在两个或两个以上分量在实施同一个

变迁后严格递增. 该方法首先提出有效避免虚假标
识的后继标识函数, 接着提出构建 NMRT 的算法,
并且 NMRT 包含且仅包含所有可达标识, 在此基础
上, 提出了验证相关性质的定理. 该定理可有效分析
ω 独立无界 Petri 网死锁、活性和可达性等.

NMRT 方法能够在构建 NMRT 的过程中有效
避免虚假标识的出现, 可以分析用 MRT 方法无法
分析的网系统 (存在虚假标识) 的死锁、活性和可达
性. 如图 5 (a) 所示的无界 Petri 网, 根据基于MRT
的死锁检测方法 (若一个网中存在全条件节点或末
端节点则判定该网存在死锁) 进行分析, 则因该网的
MRT 存在全条件节点 µ5, 判定该网系统存在死锁.
而相对应的 NMRT 如图 5 (c) 所示. 基于 NMRT
的死锁检测定理 (若 NMRT 中存在全条件节点或末
端节点则判定该网存在死锁) 进行分析, 则因该网的
NMRT 不存在全条件节点或末端节点, 判定该网无
死锁.

图 3 图 2 所示 Petri 网的MRTs[38]

Fig. 3 MRTs of Petri nets in Fig. 2[38]
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图 4 一个 Petri 网及其MRT、可达性分析[42]

Fig. 4 A Petri net, its MRT and reachability analysis[42]

图 5 一个 Petri 网及其MRT、NMRT[39]

Fig. 5 A Petri net and its MRT, NMRT[39]

因生成的MRT 包含了图 5 (b) 中 µ5 这个虚假

的全条件节点, 导致用基于 MRT 的死锁检测定理
判断时出现误判. 而 NMRT 在生成过程中有效避
免了虚假标识, 故能准确无误地判断出图 5 (a) 所示
的 Petri 网无死锁.
与已有方法相比, NMRT 包含且仅包含了由初

始标识可以到达的标识, 有效避免了虚假标识的出
现, 保证了可达树表示信息的准确性及完整性. 同
时, 该方法适用于 ω 独立无界 Petri 网, 打破了之前
研究对象只局限于 1-库所无界 Petri 网的局面. 基

于 NMRT, Wang 等的最新工作[44] 提出了宏活图

(Macro liveness graph, MLG) 观念, 从而圆满地解
决了 ω 独立无界 Petri 网的活性判定问题.

2 总结与展望

自 Petri 网提出以来, 对任意无界 Petri 网进
行可达性分析一直是一个未得到彻底解决的问

题[45−47]. 本文重点讨论了有限可达树 (FRT)、扩
展可达树 (ART)、改进可达树 (MRT) 和新型的改
进可达树 (NMRT) 的构建算法及基于这些算法的
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死锁检测方法. 其中, Wang 和 Zhou 等[37−38] 提

出的改进可达树 (MRT) 具有里程碑式的意义. 然
而, 因存在虚假全条件节点而无法准确无误地分析
死锁、活性及可达性[42−43]. 针对这些问题, Wang
等[39] 提出了新型的改进可达树方法 (NMRT), 能够
有效分析 ω 独立无界 Petri 网的死锁、活性等. 这
是首次将可达性分析从 1-库所无界 Petri 网扩展到
了可含多个无界库所的 ω 独立无界 Petri 网.

综上所述, 无界 Petri 网可达性分析依然有待进
一步的研究, 任意无界 Petri 网可达性与相关问题的
解决方法还未找到. 为彻底解决该问题, 以下几个方
面的研究工作迫切地需要展开:

1) 有限可达树信息表示的完整性和树的规模之
间的平衡有待研究. 有限可达树的规模和 ω 表示的

完整性是一对矛盾. 目前做法倾向于让可达树规模
尽可能地小, 但负面影响也随即而来, 即可能导致信
息的丢失, 或增加可达性分析的计算复杂度. 对可达
树本身的研究还远不够.

2) 任意无界网的活性、死锁等可达性相关问题
的研究工作缺乏. 现在的活性、死锁等可达性相关问
题的研究工作主要集中在某些特殊子网[12, 43, 48−49],
并不适用于任意无界网.

3) 同有界网[50−64] 一样, 无界网无法回避规模
问题, 一旦规模变得越大, 可达性分析会越困难, 有
必要结合云计算和云存储技术, 建立任意无界网的
一般可达性分析的实用化方法.
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