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平方根容积Rao-Blackwillised粒子滤波 SLAM算法

宋 宇 1, 2 李庆玲 3 康轶非 1 闫德立 1

摘 要 面向大尺度环境中的移动机器人同时定位与地图构建 (Simultaneous localization and mapping, SLAM) 问题, 提出

平方根容积 Rao-Blackwillised 粒子滤波 SLAM 算法. 算法主要特点在于: 1) 采用容积律计算 SLAM 中的非线性函数高斯

权重积分, 达到减小 SLAM 非线性模型线性化误差、提高 SLAM 精度的目的; 2) 在 SLAM 中直接传播误差协方差矩阵的平

方根因子, 避免了耗费时间的协方差矩阵分解与重构过程, 提高了 SLAM 计算效率. 通过仿真、实验将提出的 SLAM 算法与

FastSLAM2.0、UFastSLAM 两种算法进行对比, 结果表明本文算法在 SLAM 性能上优于另两者.
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SLAM with Square-root Cubature Rao-Blackwillised Particle Filter
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Abstract In this paper, we derive a new large-scale environment simultaneous localization and mapping (SLAM) al-

gorithm based on square-root cubature Rao-Blackwillised particle filter. The main contributions are: 1) to enhance the

SLAM performance, the effective cubature rule is utilized to calculate the Gaussian weighted integral of the nonlinear

function; 2) the covariance square-root factors are directly propagated in our SLAM process. Hence, the time-expensive

decompositions on covariance matrixes are avoided. The performance of the proposed algorithm is compared with Fast-

SLAM2.0 and UFastSLAM using a serial simulations and experiments. Results show that the proposed SLAM outperforms

FastSLAM2.0 and UFastSLAM.
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weighted integral (GWI)

Citation Song Yu, Li Qing-Ling, Kang Yi-Fei, Yan De-Li. SLAM with square-root cubature Rao-Blackwillised particle

filter. Acta Automatica Sinica, 2014, 40(2): 357−367

即时定位与地图构建 (Simultaneous localiza-
tion and mapping, SLAM) 是 “鸡生蛋、蛋生鸡”
的悖论问题, 一方面移动机器人利用自载传感器感
知未知环境, 形成对局部环境的理解, 并增量式创建
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全局环境地图; 另一方面, 机器人利用对已建立环境
地图的重复观测机制来处理不确定信息 (包括运动
和观测的不确定性), 实现对其自身准确定位. 近 20
年来, SLAM 问题已经成为国际机器人与自动化领

域的研究热点, 并被认为是实现移动机器人真正自
主的 “圣杯”[1−2].

基于Rao-Blackwellized particle filter 的 Fast-
SLAM 算法为学者Montemerlo 于 2003 年提出[3].
相比于传统的卡尔曼滤波 SLAM 方法, FastSLAM
具有计算代价小、适用于大尺度环境、对数据关联

误差鲁棒等优点, 已经成为 SLAM 研究中流行的方
法框架. FastSLAM 算法根据 SLAM 问题的条件

独立特性, 将高维的移动机器人轨迹和环境地图联
合后验概率密度估计解耦为低维状态估计, 从而解
决了状态空间 SLAM 算法的维数灾难问题, 提高了
SLAM 的求解效率. FastSLAM 算法有两个版本:
FastSLAM1.0 和 FastSLAM2.0. FastSLAM1.0 利
用粒子滤波器跟踪移动机器人位姿参数, 并且每一
粒子单独维护一幅环境特征地图、每一个环境路标
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利用卡尔曼滤波 (Extended Kalman filter, EKF)
来维护. Montemerlo 在其学位论文中指出, 当移
动机器人的环境观测噪声较小时 (即环境观测传
感器过于精确, 如激光传感器), FastSLAM1.0 容
易发生粒子集退化, 使得 SLAM 发散[3]. 为克服
FastSLAM1.0 存在的上述问题, FastSLAM2.0 算
法利用 EKF 将当前机器人的环境观测信息融入粒
子滤波器的提议分布设计之中, 使得粒子集中地分
布于高观测似然区域. 结果表明, FastSLAM2.0 较
好地解决了粒子退化问题, 使用较少的粒子就可得
到满意的 SLAM 结果. 基于类似的学术思想, 学者
Grisetti 等提出栅格地图模型 FastSLAM 算法[4],
该方法联合激光雷达扫描匹配技术和机器人里程

计信息来优化粒子滤波器的提议分布, 实现了提高
有效粒子数和 SLAM 精度的目的; Sim 等提出了
立体视觉 FastSLAM 算法[5], 该算法的主要特点
在于利用立体视觉里程计来设计粒子滤波器的重

要性函数; Kim 等提出了 UFastSLAM 算法[6], 其
核心在于利用无迹变换[7] 来估计 SLAM 中的转移

概率密度, 与其类似还有中心差分粒子滤波 Fast-
SLAM 算法[8]; 在 UFastSLAM 基础上, Kim 等在
文献 [9] 中还对粒子滤波器提议分布设计问题进行
了探讨, 更正了原始 UFastSLAM 中的过信估计问

题, 给出了改进型的 UFastSLAM 算法. 在我们的
前期工作中, 提出利用容积卡尔曼滤波计算 Fast-
SLAM 的提议分布并维护环境特征地图, 初步探
讨了 CFastSLAM 算法[10]. 值得说明的是, 与传
统 SLAM 算法相似, 在 CFastSLAM 算法中会以

协方差形式来传播 SLAM 的不确定性. 因而, 为
利用容积律计算转移概率密度, 需要在 SLAM 滤

波的迭代过程中 (包括预测和更新) 不断执行数值
敏感且繁琐的协方差矩阵平方根分解、协方差矩阵

重构操作. 为此, 在继承 CFastSLAM 优点的基础

上, 探讨如何在 SLAM 中实现直接传播协方差平方
根因子, 避免协方差矩阵平方根分解、协方差重构
过程, 进一步提高 SLAM 性能, 是本文工作的基本
出发点.

面向特征地图 SLAM 问题, 提出平方根容积
FastSLAM 算法, 并通过仿真、实验验证了其性能.
算法主要特点在于: 1) 利用容积律计算非线性转移
概率密度, 继承了 CFastSLAM 的高阶矩估计精度、
无需计算雅可比矩阵等优点; 2) 粒子结构由 SLAM
状态及其不确定性协方差平方根因子构成, 基于容
积律的数值特性, 深入探讨并实现了在 SLAM 迭

代过程中的直接协方差平方根因子传播, 避免了
SLAM 迭代中数值敏感且繁琐的协方差平方根分解
与重构过程, 并可严格保证 SLAM 协方差矩阵的正
定性与对称性.

1 背景知识

1.1 FastSLAM算法框架

FastSLAM 算法的核心思想在于利用机器人对
环境观测的历史信息 zk = zzz1, · · · , zzzk 和机器人的控

制的历史信息 uk−1 = uuu1, · · · ,uuuk−1 来估计环境地

图 Θ = θθθ1, · · · , θθθM (环境路标的数量用M 来表示)
与机器人运动轨迹 sk = sss1, · · · , sssk 的联合后验概率

分布 p(sk,Θ|zk, uk−1). 基于 SLAM 问题的条件独

立性结论: 若移动机器人轨迹 sk 已知, 环境特征路
标 Θ = θθθ1, · · · , θθθM 相互独立. 因而, 联合后验分布
p(sk,Θ|zk, uk−1) 可以表示为

p(sk,Θ|zk, uk−1) =

p(sk|zk, uk−1)
M∏

m=1

p(θθθm|sk, zk, uk−1)
(1)

基于上式表达的条件独立特性, FastSLAM 算

法采用不同的估计器来估计机器人轨迹后验概率与

环境路标的后验概率: 对于轨迹后验 p(sk|zk, uk−1),
采用 N 个粒子的粒子滤波器估计, 其中, 每一个粒
子单独维护一幅环境地图 Θ 和机器人路径 sk 的假

设; 在机器人轨迹 sk 已知前提下, 由于路标之间相
互独立, 则对每个环境路标后验 p(θθθm|sk, zk, uk−1)
利用单独的卡尔曼滤波器估计. 这样, FastSLAM 共
由 N ×M + 1 个滤波器组成.

FastSLAM 算法中每一个粒子可以表述为

S
[i]
k = 〈(sss[i]

k , P
[i]
k ), · · · , (µµµ[i][m]

k ,Σ[i][m]
k ), · · · 〉 (2)

式中, S
[i]
k 表示 FastSLAM 算法中的索引为 i 的粒

子; sss
[i]
k 为该粒子对机器人当前位姿的假设, P

[i]
k 为

sss
[i]
k 的协方差; (µµµ[i][m]

k ,Σ[i][m]
k ) 为该粒子所维护的特

征地图中第 m 个路标的全局坐标及其不确定性协

方差.

1.2 高斯权重积分的容积律方法

为实现高斯域中的贝叶斯滤波, 最为重要的步
骤是计算高斯分布的非线性转移密度, 即计算高斯
权重积分 (Gaussian weighted integral, GWI), 表
示为

I =
∫

g(xxx)N (xxx, Px)dxxx (3)

其中, xxx ∈ Rnx , nx 代表变量 xxx 的维数, g(xxx) 表示非
线性函数; N (xxx, Px) 代表 nx 维高斯分布.
在文献 [11]中,学者Arasaratnam等面向GWI

的求解问题提出了容积律方法, 该方法利用 2nx 个

等权重容积点计算积分 I:

I ≈ 1
2nx

2nx∑
j=1

g(
√

Pxζζζj + xxx) (4)
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式中, 容积点集为
√

Pxζζζj + xxx, 点集ζζζj 表示为

{ζζζj} =
√

nx{[1]j}, j = 1, 2, · · · , 2nx (5)

式中, {[1]j}代表 nx 维笛卡尔坐标系的坐标轴与 nx

维单位超球的交点坐标.

2 提出的 SLAM算法

为研究 SLAM 问题, 不失一般性地定义移动机
器人系统的含噪声运动学方程和环境观测方程为

{
sssk = f(sssk−1,uuuk−1 + δδδuuuk−1)
zzzk = h(sssk,µµµ

[m]
k ) + δδδzzzk

(6)

其中, sssk ∈ Rns 为机器人位姿参数; zzzk ∈ Rnz 为

环境观测; f 和 h 分别为非线性机器人运动学模

型和环境观测模型; uuuk−1 ∈ Rnu 为在离散时间段

[k, k − 1] 内对机器人的控制作用, δδδuuuk−1 ∈ Rnu 为

控制噪声, 其协方差 Q ∈ Rnu×nu ; δδδzzzk ∈ Rnz 为观

测噪声, 其协方差为 R ∈ Rnz×nz ; µµµ
[m]
k ∈ Rnµ 代表

第m 个环境路标的全局坐标系位置参数.
不同于由式 (2) 所定义的传统 FastSLAM 算法

粒子结构, 提出算法的粒子结构中利用协方差矩阵
平方根因子代替传统算法粒子结构中的协方差矩阵,
并且在 SLAM 迭代过程中利用平方根因子传播代

替传统算法中的协方差传播. 提出算法中的粒子结
构为

S
[i]
k = 〈(sss[i]

k , v
[i]
k ), · · · , (µµµ[i][m]

k , l
[i][m]
k ), · · · 〉 (7)

其中, sss
[i]
k 为该粒子对机器人当前位姿的假设, v

[i]
k

为协方差矩阵 P
[i]
k 的平方根因子, 满足 v

[i]
k (v[i]

k )T =
P

[i]
k ; µµµ

[i][m]
k 为该粒子中索引为 m 的环境路标位置,

l
[i][m]
k 为其协方差矩阵 Σ[i][m]

k 的平方根因子, 满足
l
[i][m]
k (l[i][m]

k )T = Σ[i][m]
k .

2.1 机器人状态估计

2.1.1 状态预测

为预测 k 时刻机器人位姿状态, 需要联合控制
输入 uuuk−1 及其不确定性协方差的平方根因子来增

广 k − 1 时刻机器人状态及其协方差平方根因子

aaa =

[
sss

[i]
k−1

uuuk−1

]
, Va =

[
v

[i]
k−1 0
0 SQ

]
(8)

式中, aaa ∈ Rna、Va ∈ Rna×na (na = ns + nu)
分别为增广机器人状态及增广协方差平方根因子;
sss

[i]
k−1、v

[i]
k−1为 k−1时刻的机器人状态及协方差因子;

SQ 为控制噪声的协方差平方根因子, 满足 SQST
Q =

Q. 增广状态 aaa 服从多维高斯分布 N (aaa, VaV
T

a ).

为计算机器人在 k− 1 的状态 sss
[i]
k−1 经运动学模

型 f 传播后的转移概率密度, 需按下式计算多维高
斯分布 N (aaa, VaV

T
a ) 的容积点集 {CCC [i]

j }:

{CCC [i]
j } = {Vaζζζj + aaa}, j = 1, 2, · · · , 2na (9)

式中, j 为容积点索引. 这里值得注意的是, 由于算
法以协方差平方根因子传播代替协方差传播不确定

性传播过程, 上式计算容积点时, 无需执行数值敏感
且计算复杂度较高的协方差矩阵的平方根分解操作.
将容积点 CCC

[i]
j 记为机器人状态 sss 和控制作用

uuu 的组合形式, 即 CCC
[i]
j = [CCCs[i]

j ,CCC
u[i]
j ]T, 并通过机器

人运动学模型 f 传递容积点集, 得到变换容积点集
{CCC∗[i]

j } = {f(CCCs[i]
j ,CCC

u[i]
j )}. 则机器人在 k 时刻的状

态预测为

sss
[i]

k|k−1 =
∫

f(aaa)N (aaa, VaV
T

a )daaa ≈ 1
2na

2na∑
j=1

CCC
∗[i]
j

(10)
为预测机器人状态协方差的平方根因子 v

[i]

k|k−1,
定义误差矩阵 Err ∈ Rns×2na

Err =
1√
2na

[· · · ,CCC
∗[i]
j − sss

[i]

k|k−1, · · · ] (11)

通过对 ErrT 进行 QR 分解, 机器人状态协方
差平方根因子 v

[i]

k|k−1 为上三角方阵的转置, 表示为

[q, r] = qr(ErrT), v[i]

k|k−1 = rT (12)

式中, qr(·) 为 QR 分解操作符; r 为 ns×ns 上三角

阵.
2.1.2 状态更新

当索引为 m 的环境路标被移动机器人重新观

测到后, 利用机器人对该路标的重复观测信息来更
新预测状态 sss

[i]

k|k−1 及其协方差平方根因子 v
[i]

k|k−1.
首先, 联合环境路标状态及其协方差平方根因子对
sss

[i]

k|k−1 和 v
[i]

k|k−1 进行增广.

bbb =

[
sss

[i]

k|k−1

µµµ
[i][m]
k−1

]
, Vb =

[
v

[i]

k|k−1 0
0 l

[i][m]
k−1

]
(13)

式中, bbb ∈ Rnb、Vb ∈ Rnb×nb (nb = ns + nµ) 为增
广机器人状态和增广协方差平方根因子. 增广状态
bbb 服从多维高斯分布N (bbb, VbV

T
b ). 与式 (9) 类似, 分

布 N (bbb, VbV
T

b ) 的容积点集为

{XXX [i][m]
j } = {Vbζζζj + bbb}, j = 1, 2, · · · , 2nb (14)

将每一个容积点表述为机器人状态和环境路标

状态的组合形式XXX
[i][m]
j = [XXXs[i][m]

j ,XXX
µ[i][m]
j ]T, 并利

用机器人环境观测模型 h 传播容积点集, 得到变换
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容积点集 {XXX∗[i][m]
j } = {h(XXXs[i][m]

j ,XXX
µ[i][m]
j )}, 进而

机器人对该路标的观测预测为下式的高斯权重积分

解:

zzz
[i][m]

k|k−1 =
∫

h(bbb)N (bbb, VbV
T

b )dbbb ≈ 1
2nb

2nb∑
j=1

XXX
∗[i][m]
j

(15)
为利用卡尔曼滤波技术更新机器人状态, 需计

算移动机器人状态与环境路标观测间的交互协方差

与观测新息协方差. 为此, 定义误差矩阵如下:

Errz =
1√
2nb

[· · · ,XXX
∗[i][m]
j − zzz

[i][m]

k|k−1, · · · ]

Errs =
1√
2nb

[· · · ,XXX
s[i][m]
j − sss

[i]

k|k−1, · · · ]
(16)

进而, 机器人状态与观测间的交互协方差为

P [i][m]
sz = ErrsErrz

T (17)

观测新息协方差平方根因子 d[i][m]
zz 由误差矩阵

[Errz, SR]T 的 QR 分解计算:

[q, r] = qr([Errz, SR]T), d[i][m]
zz = rT (18)

式中, r 为 nz ×nz 上三角方阵; SR 为观测噪声协方

差 R 的平方根因子, 即 SRST
R = R.

基于卡尔曼滤波算法, 机器人状态更新为

Ks = P [i][m]
sz (d[i][m]

zz d[i][m]
zz

T
)
−1

sss
[i]
k = sss

[i]

k|k−1 + Ks(zzz
[m]
k − zzz

[i][m]

k|k−1)
(19)

式中, zzz
[m]
k 为机器人在当前时刻 k 对索引为m 的环

境路标的真实传感器测量.
机器人状态的协方差平方根因子 v

[i]
k 由误差矩

阵 [Errs −KsErrz,KsSR]T 的 QR 分解计算, 即

[q, r] = qr([Errs −KsErrz,KsSR]T), v[i]
k = rT

(20)
式中, r 为 ns×ns 上三角方阵; SR 为观测噪声协方

差 R 的平方根因子; Ks 为式 (19) 中计算的滤波增
益.

2.1.3 重要性采样

如果当前时刻移动机器人同时观测到多个已存

储在地图中的环境路标, 则依次根据对每一个路标
的观测对机器人状态 sss

[i]
k 及其协方差平方根因子 v

[i]
k

进行更新 (依次执行式 (13)∼ (20)), 每次更新均以
前次更新结果作为初始值. 更新完毕后, 从机器人状
态分布中采集新一代粒子, 即

sss
[i]
k ∼ N (sss[i]

k , v
[i]
k v

[i]
k

T
) (21)

进而, 根据观测新息及新息协方差来计算新粒
子的重要性权重 ω

[i]
k :

ω
[i]
k ∝

∏
m=1

exp

{
−(zzz[m]

k − zzz
[i][m]

k|k−1)
T(zzz[m]

k − zzz
[i][m]

k|k−1)

d
[i][m]
zz d

[i][m]
zz

T

}

(22)

2.2 环境地图估计

对于提出算法中的每一个粒子 S
[i]
k , 在更新其中

代表移动机器人位姿的部分后, 进入更新环境路标
地图阶段. 在该阶段, 需对当前时刻的重复观测路标
和首次观测路标采用不同的策略分别处理.
2.2.1 重复观测环境路标的更新

在当前时刻 k, 对于那些已经存储在地图中
且被移动机器人重复观测到的环境路标 m, 其
全局坐标的高斯描述为 N (µµµ[i][m]

k−1 , l
[i][m]
k−1 l

[i][m]
k−1

T
).

则基于容积律, 路标状态分布的容积点集为
{VVV [i][m]

j } = {l[i][m]
k−1 ζζζj + µµµ

[i][m]
k−1 }, j = 1, 2, · · · , 2nµ.

容积点集 {VVV [i][m]
j } 经非线性环境观测模型 h 作用

后, 得到变换容积点集 {ZZZ∗[i][m]
j } = {h(sss[i]

k ,VVV
[i][m]
j )}.

因而, 在机器人位姿参数 sss
[i]
k 已知的前提下, 机器人

对索引为m 的路标的观测预测计算为

zzz
∗[i][m]

k|k−1 =
∫

h(sss[i]
k ,µµµ)N (µµµ, llT)dµµµ≈ 1

2nµ

2nµ∑
j=1

ZZZ
∗[i][m]
j

(23)
式中, sss

[i]
k 为由式 (21) 计算.

与机器人状态更新类似, 定义误差矩阵:

Err∗z =
1√
2nµ

[· · · ,ZZZ
∗[i][m]
j − zzz

∗[i][m]

k|k−1 , · · · ]

Err∗µ =
1√
2nµ

[· · · ,VVV
[i][m]
j −µµµ

[i][m]
k−1 , · · · ]

(24)

则路标状态与环境测量间的交互协方差矩阵为

P [i][m]
µz = Err∗µErr∗z

T (25)

观测新息协方差平方根因子 d∗[i][m]
zz 由矩阵

[Err∗z, SR]T 的 QR 得到, 即

[q, r] = qr([Err∗z, SR]T), d∗[i][m]
zz = rT (26)

基于卡尔曼滤波, 重复观测环境路标状态更新
为

Kµ = P [i][m]
µz (d∗[i][m]

zz d∗[i][m]
zz

T
)
−1

µµµ
[i][m]
k = µµµ

[i][m]
k−1 + Kµ(zzz[m]

k − zzz
∗[i][m]

k|k−1 )
(27)

式中, zzz
[m]
k 为机器人在当前时刻 k 对索引为m 的环

境路标的真实传感器测量.
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环境路标的协方差平方根因子 l
[i][m]
k 由对误差

矩阵 [Err∗µ −KµErr∗z,KµSR]T 的 QR 分解得到:

[q, r] = qr([Err∗µ −KµErr∗z,KµSR]T), l[i][m]
k = rT

(28)
其中, r 为 nµ × nµ 上三角方阵; SR 为观测噪声协

方差 R 的平方根因子;Kµ 为式 (27) 计算的滤波增
益.
2.2.2 首次观测环境路标的初始化

对于首次观测到的路标 (这里记其索引为 n),
利用观测 zzz

[n]
k 计算其全局坐标并加入粒子 S

[i]
k 维

护的全局路标地图. 由于环境测量 zzz
[n]
k 不确定性

分布的容积点集为 {FFF [i][n]
j } = {SRζζζj + zzz

[n]
k }, j =

1, 2, · · · , 2nz, 则经逆观测模型 µµµ = h−1(sss,zzz) 传播
后的变换容积点集为 {FFF ∗[i][n]

j } = {h−1(sss[i]
k ,FFF

[i][n]
j )}.

进而, 索引为 n 的环境路标状态 µµµ
[i][n]
k 为

µµµ
[i][n]
k =

∫
h−1(sss[i]

k , zzz)N (zzz, R)dzzz ≈ 1
2nz

2nz∑
j=1

FFF
∗[i][n]
j

(29)
为初始化该路标的协方差平方根因子, 定义

nz × 2nz 误差矩阵 Errµ:

Errµ =
1√
2nz

[· · · ,FFF
∗[i][n]
j −µµµ

[i][n]
k , · · · ] (30)

通过对误差矩阵 Errµ
T 执行 QR 分解, 路标状

态协方差平方根因子 l
[i][n]
k 计算为

[q, r] = qr(Errµ
T), l

[i][n]
k = rT (31)

式中, r 为 nµ × nµ 上三角方阵.

2.3 算法流程

综上, 提出的 SLAM 算法具体执行过程见算法
1.

算法 1. 本文提出的 SLAM算法

给定粒子数 N , 控制噪声 Q, 观测噪声 R, 初始化粒子

集 S0 = ∅;
For k = 1, 2, 3, · · · //对于每一离散时刻

For i = 1, 2, 3, · · · //对于每一粒子

1) 索引粒子 S
[i]
k−1;

2) 根据式 (8)∼ (12) 来预测移动机器人状态及其协方

差平方根因子;

3) 对当前机器人观测执行数据关联, 区分重复观测路标

和首次观测路标;

4) 根据机器人对已存储在地图中路标的重复观测, 执行

机器人状态更新 (式 (13)∼ (20));

5)采样新粒子 (式 (21))并计算其重要性权重 (式 (22));

6) 对已存储在粒子中的重复观测路标, 根据式

(23)∼ (28) 更新其状态及其协方差平方根因子;

7) 对于首次观测路标, 根据式 (29)∼ (31) 初始化路标

状态及其协方差平方根因子, 加入环境地图;

End for

基于粒子权重对粒子集执行重采样处理;

返回粒子集 S
[i]
k ;

End for

2.4 提出算法的优势分析

非线性模型线性化引入的截断误差将在 SLAM
迭代过程中逐步累积. 因而, 为提高 SLAM 性能,
有效减小误差累积是值得关注的核心问题. 本质
上, SLAM 中非线性模型线性化的目的在于计算

高斯分布经非线性函数作用后的转移密度, 如式
(10)、(15)、(23)、(29), 其被积函数均具有非线性
函数 × 高斯密度的基本形式. 为说明该问题, 不失
一般性地定义 SLAM 问题中涉及的非线性函数为

yyy = g(xxx), 其中, xxx ∈ Rnx 服从高斯分布 N (x̂xx, Px),
为计算转移密度N (ŷyy, Py),需要计算如下两个GWI:

ŷyy =
∫

g(xxx)N (x̂xx, Px)dxxx

Py =
∫

[g(xxx)− ŷyy][g(xxx)− ŷyy]TN (x̂xx, Px)dxxx
(32)

在 FastSLAM2.0 中, 以上两个 GWI 是通过
对非线性函数 g(xxx) 在 x̂xx 处进行线性化所得到, 即
g(xxx) = g(x̂xx) +∇g(x̂xx)(xxx − x̂xx). 其中, ∇g(x̂xx) 为雅可
比矩阵. 因而, 根据高斯分布的性质有 ŷyy = g(x̂xx),
Py = ∇g(x̂xx)Px∇g(x̂xx)T. 显而易见, 当 g 的非线性

程度较高时, 转移密度 N (ŷyy, Py) 的计算将不准确.
对于 UFastSLAM 算法, 上述积分由 Sigma 支撑点
集的线性回归计算, 由于 Sigma 点方法在理论上
可以达到 3 阶非线性, UFastSLAM 的精度要高于

FastSLAM2.0. 然而, Sigma 点方法存在于数值稳
定性差、难以保证协方差矩阵的正定性、需设定的

自由参数多等问题, 限制了其在 SLAM 中的应用.

2.4.1 提出算法中利用容积律的优势

在矩特性方面, 容积律 (式 (4) 和 (5)) 是从数
值积分观点提出的一种 GWI 求解方法[11]. 已经证
明了多变量矩积分

∫
xi1

1 xi2
2 · · ·xin

n N (x̂xx, Px)dxxx (其
中 xj 指明向量 xxx 的 j-th 分量) 在阶数满足条件∑in

j=1 ij ≤ 3 时可由容积律来精确计算. 对于非线性
函数 yyy = g(xxx), 通过对 g(xxx) 在 xxx = x̂xx 处进行泰勒展

开, 则积分
∫

g(xxx)N (x̂xx, Px)dxxx 可以表示为多个矩积

分的线性组合. 由于利用容积律可以精确计算展开
式中所有前三阶矩积分, 故而从泰勒展开的意义上,
容积律具有 3 阶非线性估计精度.
从估计的矩特性角度, 提出 SLAM 算法中采用

的容积律与 UFastSLAM 和 FastSLAM2.0 中分别
采用的无迹变换、线性化方法的对比见表 1. 对于
SLAM 问题, 均为多维高斯情况, 因而在 SLAM 算
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法中采用容积律可以达到与无迹变换相同的矩估计

特性.

表 1 不同高斯权重积分求解方法的矩特性对比

Table 1 Moment characteristic for GWI solutions

GWI 解 1 维高斯 (nx = 1) 高维高斯 (nx > 1)

线性化方法 1 阶精度 1 阶精度

无迹变换 5 阶精度 3 阶精度

容积律 3 阶精度 3 阶精度

从数值积分的角度, GWI 数值
∑

ωig(xxxi) 解应
满足的基本条件是: 所有权重 ωi 非负. 如式 (4),
显而易见, 容积律方法中的所有容积点权重均为
1/(2nx), 满足该条件. 进而, 基于容积律计算的
协方差矩阵 Py 可保证其非负定性. 与之相比较,
UFastSLAM 中采用的无迹变换并不能满足该条

件. 当高斯维数大于 3 时 (对于 SLAM, 增广状态一
般高于 3 维, 即 nx > 3), 其中心 Sigma 点的权重
ω0 = 1 − nx/3 < 0, 这将可能导致求解的协方差矩
阵 Py 负定, 进而无法求解其平方根, 导致 SLAM 无
法执行. 另外, 如文献 [11] 所述, 对于数值积分解,
当稳定性因子

∑
ωi/

∑ |ωi| 大于 1 时, 在有限字长
的计算机中实施数值计算会引入圆整误差. 对于容
积律, 由于全部容积点的权重均为 1/(2nx), 因而其
稳定性因子将始终为 1. 与之相比较, 无迹变换的稳
定性因子为 nx/3 + |1− nx/3|, 即当维数 nx ≤ 3 时
数值稳定性为 1, 而当 nx > 3 时, 其稳定性因子将
伴随着维数的增长而线性增长, 数值计算稳定性变
差.
提出 SLAM 中采用的容积律和 UFastSLAM

中采用的无迹变换的数值特性对比见表 2. 对于
SLAM 实际应用, 一般增广状态向量的维数高于 3
(在式 (8)、式 (13) 中, 机器人状态包括其坐标和航
向角, 则增广后状态维数大于 3), 因而在 SLAM 中
应用容积律较无迹变换具有数值计算上的优势: 数
值精度高、可严格保证协方差的正定性.

表 2 容积律与无迹变换的数值特性对比

Table 2 Numerical characteristic for GWI solutions

数值特性 无迹变换 容积律

数值稳定性因子 (nx ≤ 3) 1 1

数值稳定性因子 (nx > 3)
2nx

3
− 1 > 1 1

协方差 Py 正定性 (nx ≤ 3) 可保证 可保证

协方差 Py 正定性 (nx > 3) 不确定 可保证

计算代价方面, 提出 SLAM 算法较基于无迹变
换的 UFastSLAM 在计算代价方面也具有优势, 其
原因在于: 1) 提出算法采用容积律计算 GWI, 对
于相同的高斯维数 nx, 容积点数为 2nx, 数量低于

UFastSLAM 中无迹变换需要的 2nx + 1 个 Sigma
点; 2) 提出算法中的容积点为等权重点, 因而利用
容积点计算 GWI 仅执行简单的平均操作 (1 次乘法
操作), 而无迹变换中的 Sigma 点为非等权重点, 需
要使用线性权重回归方式来计算 GWI.

2.4.2 提出算法中采用平方根因子传播的优势

利用容积律来计算高斯权重积分, 需要计算 “容
积点集”, 而计算 “容积点集” 需要利用到协方差矩
阵的平方根因子, 如式 (4) 所说明. 因而, 为计算式
(32) 的非线性转移概率密度 N (ŷyy, Py), 需要首先计
算协方差矩阵 Px 的平方根

√
Px, 并根据

√
Px 计算

容积点集. 容积点集经非线性函数 g 传播后, 最终用
来重构均值 ŷyy 及协方差 Py, 完成转移概率密度的估
计. 由文献 [12], 利用 Cholesky 分解来计算协方差
矩阵 Px 平方根的复杂度为 O(n3

x

6
), 且由于容积点的

数量为 2nx, 则重构协方差 Py 的复杂度为 O(2n3
x),

即传播协方差矩阵的复杂度为 O(2n3
x + n3

x/6). 与
其相比较, 本文算法在 SLAM 中直接传播协方差平
方根因子

√
Px, 并利用 QR 分解实现协方差平方根

因子的更新, 其计算复杂度为 O(2n3
x).

另外, 计算协方差矩阵的平方根
√

Px 是一种应

尽力避免的数值敏感操作. 为利用 Cholesky 分解计
算
√

Px, 其基本前提是要严格保证协方差矩阵 Px

的正定性. 如果在 SLAM 中传播协方差矩阵 Px, 由
于在计算过程难以避免引入圆整误差, 在卡尔曼滤
波的协方差更新方程中并不能保证更新后协方差的

正定性 (卡尔曼滤波算法的协方差更新方程具有矩
阵差的形式, 形如 P+ = P −KQKT), 这将可能导
致滤波过程的数值不稳定[11−12], 甚至滤波器无法执
行. 因而, 在卡尔曼滤波器协方差更新的具体实施
中还需要协方差矩阵正定性的检验过程[13]. 而提出
SLAM 算法采用直接传播协方差平方根因子

√
Px,

由其重构的协方差矩阵为
√

Px

√
Px

T
, 可以始终严

格保证正定性与对称性. 因而, 在 SLAM 中直接传
播协方差平方根因子比传播协方差矩阵具有数值计

算稳定性上的明显优势. 再者, 本文算法中协方差平
方根因子的预测和更新均由 QR 分解实现, 得到的
协方差平方根因子为三角方阵, 这不仅严格保证了
重构的协方差的对称性与正定性, 还可以利用高效
的回代算法 (Back substitution) 求解 SLAM 算法

中涉及矩阵逆, 如求解式 (19)、(22) 和式 (27) 中的
矩阵逆, 实现进一步提高 SLAM 的求解效率.

3 仿真研究

在 Matlab2010 平台下 (计算机主频 2.6GHz),
基于悉尼大学野外机器人中心发布的 SLAM 算法

仿真器开展仿真研究[13]. 并通过将提出的算法与



2期 宋宇等: 平方根容积 Rao-Blackwillised 粒子滤波 SLAM 算法 363

FastSLAM2.0、UFastSLAM 两种方法的综合对比

来验证算法性能. 在该部分研究中, 机器人运动学
模型为前轮驱动并转向的 Car-like 运动学模型, 环
境观测模型为 Bearing-Rang 激光雷达扫描模型.
相关仿真参数设定为: 移动机器人航向运动速度
v = 4 m/s; 机器人车体前后轮间距 WB = 4m;
环境观测传感器最大观测距离范围 40m, 最大前
向视角 180◦; 控制周期 25ms, 环境路标观测周期
200ms.

仿真中设计的地图环境为图 1 所示的大尺度、
密集路标环境. 其地图尺度为 230 × 190, 包含路
标 302 个 (图中 “*” 表示实际路标位置, “.” 表示
估计路标位置). 仿真中设定移动机器人从初始状态
sss0 = [0, 0, 0]T 开始运动, 并按照全局规划的一系列
目标点 (图中 “o” 表示) 行走, 直至运动一周后返回
起始点 (环形闭合).

图 1 大尺度、密集路标下仿真环境

Fig. 1 Large map with dense landmarks

3.1 增长测量噪声条件下的 SLAM算法性能

由于在粒子滤波器的重要性函数设计中缺少

了当前的环境观测信息, 经典的 FastSLAM 算法的
主要缺点在于粒子集退化问题 (如 FastSLAM1.0).
特别当环境观测传感器精确时, 观测似然函数的
外形尖锐, 容易造成绝大多数粒子权重很小甚至
为零, 导致粒子集退化、SLAM 滤波器失效. 为
验证提出的 SLAM 算法有效地避免了粒子退化问

题, 在图 1 所示的特征地图下开展一系列的仿真实
验: 仿真中设定粒子数为 10 个, 车辆速度控制噪
声设定为 0.3m/s; 驾驶角控制噪声设定为 3◦; 环
境特征测量的角度噪声为 0.5◦; 环境特征测量的
距离噪声为 11 组增长的值, 分别为 0.01m, 0.03m,
0.05m, 0.07m, 0.09 m, 0.1 m, 0.15m, 0.2 m, 0.5 m,
0.7m, 1.0 m. 算法性能评估标准为均方根误差
(Root mean square error, RMSE) 和有效粒子百
分比 (Number of effective particles, NEFF), 定义

为

RMSE =




Ns∑
k=0

|sssk − ŝssk|2

Ns − 1




1
2

NEFF =
100%

N
N∑

i=1

(ω[i]
k )2

(33)

式中, sssk 为机器人在 k 时刻的真实状态; ŝssk 为

SLAM 算法的估计值; Ns 为一次 SLAM 仿真中

的离散采样点数量; ω
[i]
k 为第 i 个粒子的重要性权

重; N 为粒子数.
对于每组选定的距离测量噪声水平, 均对 Fast-

SLAM2.0、UFastSLAM和提出 SLAM算法执行 50
次仿真实验. 并以 50 次仿真的机器人路径 RMSE
平均值 (评估 SLAM 估计精度) 及标准差 (评估
SLAM 执行稳定性) 和 NEFF 平均值 (及标准差)
作为评价标准, 实验结果如图 2 和图 3 所示. 图
2 为三种算法的 RMSE 均值及标准差对比. 可以
看出, 随着测量噪声增长, 三种 SLAM 算法对车辆

路径的估计误差及标准差都逐步增加. 然而, 提出
SLAM 算法的 RMSE 均值要低于另外两种算法, 意
味着提出方法的估计精度要优于另两者, 同时提出
SLAM 算法在不同观测噪声下的 RSME 标准差增
长速度也低于另外两种算法, 说明其具有较好的运
行稳定性. 进一步地, 这三种算法都避免了粒子集
退化问题, 当测量噪声较低时 (如 0.01m, 0.03 m,
0.05m, 0.07m, 0.09m), SLAM 算法并没有出现较
高的 RMSE, 其原因在于在这三种算法的重要性函
数设计过程中均融入了当前环境观测信息. 即便观
测噪声较低、观测似然 p(zzzk|xxxk)外形尖锐, 经运动

图 2 增长测量噪声条件下的 3 种算法 RMSE

Fig. 2 Performance of robot path estimation with

increasing measurement noise levels in range
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图 3 增长测量噪声条件下的 3 种算法有效粒子百分比

Fig. 3 Percentage of effective particle number with

increasing measurement noise levels in range

学预测的粒子集在卡尔曼滤波更新阶段会被吸引到

高观测似然区域 (式 (13)∼ (20)). 这一事实还可以
通过图 3 的有效粒子百分比 NEFF 来验证: 对于
11 组测量噪声, 提出 SLAM 算法的效粒子百分比

均高于 77%, 这意味着仅有低于 23% 的粒子对于
SLAM 滤波器是无用的.

3.2 增长粒子数条件下的 SLAM算法性能

研究提出算法在增长粒子数条件下的性能. 车
辆速度控制噪声设定为 0.3m/s; 驾驶角控制噪声设
定为 3◦; 环境特征测量的角度噪声为 0.5◦; 环境特征
测量的距离噪声为 0.1m; 设定的 6 组增长的粒子数
分别为 1, 5, 10, 20, 50, 100. 对于每一组设定的粒
子数, 均对 3 种 SLAM 算法进行 50 次仿真, 并以机
器人轨迹 RMSE 均值及标准差来评价仿真结果, 实
验结果如图 4 所示. 可以看出, 对于 1 个粒子、5 个
粒子和 10 个粒子的情况, 提出 SLAM 算法的估计

精度要高于 UFastSLAM 和 FastSLAM2.0, 随着粒
子数增长, 三种算法间的差距逐渐减小, 当粒子数高
于 50 时, 三种算法的性能已经接近 (包括精度和稳
定性), 且 SLAM 精度不再随粒子数的增长而明显

提高.
在仿真中, 通过记录 SLAM 算法不确定性处

理的主要部分 (包括粒子状态预测、粒子状态更新、
重复观测的环境路标更新以及新路标初始化) 的
计算机 CPU 执行时间来对比不同粒子数条件下的
SLAM算法计算复杂度.对于每组设定的粒子数,其
50 次仿真的平均计算复杂度如表 3 所示.
从表 3 的结果可以看出, 在采用相同粒子数

的条件下, 提出算法的复杂度介于 FastSLAM2.0
与 UFastSLAM 之间. 另外, 由于提出 SLAM 算

法在粒子数相同的条件下, 估计性能上要强于 Fast-
SLAM2.0,因此,为实现相同的 SLAM估计精度,提

出算法的计算代价仍然要低于 FastSLAM2.0. 见图
4 和表 3, 10 个粒子条件下的提出算法 SLAM 精度
要高于 20 个粒子条件下的 FastSLAM2.0 算法, 而
10 个粒子条件下提出算法的计算代价为 121.42 s,
低于 20 个粒子条件下 FastSLAM2.0 算法需要的
139.83 s.

图 4 增长粒子数条件下的 3 种算法性能

Fig. 4 Performance of robot path estimation with

increasing particle numbers

表 3 不同粒子数条件下 SLAM 算法的计算复杂度对比

Table 3 Computational cost for SLAM algorithms

SLAM 算法 1 粒子 5 粒子 10 粒子 20 粒子 50 粒子 100 粒子

本文算法 12.70 s 62.12 s 121.42 s 245.84 s 654.36 s 1 187.85 s

UFastSLAM 14.24 s 68.06 s 136.98 s 288.51 s 681.49 s 1 429.92 s

FastSLAM2.0 7.14 s 34.39 s 68.19 s 139.83 s 345.25 s 683.07 s

4 实验研究

基于澳大利亚悉尼维多利亚公园数据集[14−15]

开展 SLAM 实验研究. 该数据集为人工驾驶车辆在
悉尼维多利亚公园中所采集, 车辆行驶时间约 30 分
钟, 运行路径超过 4 km. 实验车装备有 SICK 激光
传感器、GPS、里程计传感器, 并在实验中利用车
辆周围的树干作为自然路标. 其中, 激光传感器用于
感知自然路标相对于车辆的距离 –角度信息; GPS
传感器用于捕获车辆实际运行轨迹; 车辆里程计传
感器测量车辆速度和驾驶角度, 用于执行车辆航迹
推算. 值得说明的是, 该数据集中的 GPS 定位信息
仅用于以评估 SLAM 算法的效果, 并不参与 SLAM
算法的运算. 图 5 显示了数据集中车辆的 GPS 轨迹
和基于里程计信息的车辆航迹推算轨迹, 由于公园
建筑物、植被等对车辆的遮挡, GPS 传感器仅能提
供间断的车辆定位信息. 同时, 由于里程计的测量噪
声、车辆运动学模型不精确以及车辆的运行地形不

平坦等因素, 航迹推算轨迹发散, 严重偏离 GPS 轨
迹.
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图 5 维多利亚数据集的车辆 GPS 路径和里程计路径

Fig. 5 GPS and odometry paths of the dataset

基于该数据集, 对提出 SLAM、FastSLAM2.0
以及 UFastSLAM 展开对比研究. 需说明的是, 悉
尼维多利亚公园数据集并未提供相关噪声参数的信

息[16]. 因而, 在实验中对三种 SLAM 算法采用了

与文献 [6] 相同的噪声参数: 车辆速度控制噪声为
0.8m/s, 驾驶角控制噪声为 1.8◦; 环境特征测量的
角度噪声为 2.8◦, 测距噪声为 1.5m; 三种 SLAM 滤
波器均采用 10 个粒子来描述车辆轨迹和环境地图
的联合后验密度. 图 6 为与 Google Earth 配准后
不同 SLAM 算法的实验结果 (图中 “+” 表示估计
的路标, 黑色连续线为估计的路径, 白色不连续线为
GPS 路径). 图 6 (a) 为 FastSLAM2.0 的结果, 由
于累积非线性模型的线性化误差, 在图 6 (a) 中的左
半侧区域内, 该算法得到的车辆运行轨迹与 GPS 轨
迹发生了明显的不匹配; 图 6 (b) 和图 6 (c) 分别为
UFastSLAM 结果和提出算法的 SLAM 实验结果,
可以看出, 由于累积误差小, 这两种算法得到的车
辆轨迹与 GPS 轨迹间的误差均小于 FastSLAM2.0
算法, 且提出 SLAM 算法的轨迹与 GPS 轨迹吻
合程度更高, 说明其性能要优于 UFastSLAM 和

FastSLAM2.0.
为了定性评估 SLAM 算法的性能, 基于该数据

集对 3 种 SLAM 算法分别进行 10 次实验, 并以 10
次实验的 SLAM 轨迹的平均 RMSE 和平均计算时
间作为评价标准, 结果见表 4. 其中, 提出算法具有
最小 RMSE, 即该算法有最好的 SLAM 估计精度.
在算法执行时间方面, 提出算法的执行时间要小于
UFastSLAM 算法.

除了精度和计算效率方面的优势以外, 提出算
法还具有无需计算雅可比矩阵、自由参数少等优点

而便于实际 SLAM 应用. 在 UFastSLAM 前期实

验中, 按文献 [7] 推荐, 将无迹变换的尺度参数设定
为 κ = 3 − n. 由于实验中的增广车辆状态维数为
n = 5, 其中心 Sigma 点具有负权重 (ω0 = −2/3)

将可能导致求解的协方差矩阵负定, 由于无法计算
负定矩阵平方根而导致UFastSLAM算法无法执行.
因而, 在实验中将尺度无迹变换引入 UFastSLAM,
经过逐步调整尺度无迹变换中涉及的自由参数, 如
λ, α, β (参见文献 [6−7]), 获得了有意义的 SLAM
实验结果. 与之相比较, 提出算法无需设置这些自由
参数, 更方便于实际情况下的特征地图 SLAM 应用.

图 6 维多利亚数据集的 SLAM 实验结果

Fig. 6 Results of the FastSLAM2.0, the UFastSLAM,

and the proposed SLAM with Victoria Park dataset
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表 4 基于维多利亚数据集的 SLAM 算法性能评估

Table 4 Performance of different SLAM algorithms with

Victoria Park dataset

SLAM 算法 车辆路径 RMSE (m) 执行时间 (分钟)

本文算法 3.576 33.51

UFastSLAM 3.636 35.68

FastSLAM2.0 4.077 32.96

5 结论

面向未知环境中的机器人 SLAM 问题, 基于特
征地图描述, 提出平方根容积 FastSLAM 算法. 主
要成果总结如下: 1)利用容积律计算 SLAM中的高
斯权重积分,达到无需计算雅可比矩阵、减小 SLAM
的线性化累积误差、提高 SLAM 精度的目的; 2) 提
出算法中采用协方差因子传播代替传统算法中的协

方差传播, 因而避免了计算代价高、数值敏感的协方
差矩阵平方根操作; 3) 通过仿真、实验验证了提出
算法的性能, 结果表明提出算法是一种精度高、计算
代价较小的 SLAM 算法.
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