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高斯混合分布之间K-L散度的近似计算

王欢良 1 韩纪庆 1 郑铁然 1

摘 要 高斯混合分布之间的 K-L 散度没有闭式解, 通常采用其上界来近似. 对于具有相同高斯数的混合分布, 基于相对熵

链规则推导其 K-L 散度上界, 提出一种更紧上界的计算方法. 为计算具有不同高斯数的混合分布之间的 K-L 散度上界, 提出

基于最佳高斯分量复制的方法. 在中文声韵母声学模型上的实验结果显示, 所提出方法可更好地近似等高斯数的混合分布之

间的 K-L 散度, 并能有效处理具有不同高斯数的混合分布.
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Abstract For no closed-form expression is available for Kullback-Leibler divergence (KLD) between two Gaussian

mixture distributions (GMDs), the upper-bound of its solution is used to approximate it. In this paper, the upper-bound

of KLD of two GMDs with the same number of components is deduced according to the relative entropy link rule, and then

a tighter upper-bound is proposed. In the case that two GMDs have different numbers of components, a method, named

optimal Gaussian duplication (OGD), is proposed to approximate their KLD. The evaluation experiments are performed

on the acoustic models of the initial and the final, which all are modeled by GMD based HMM in speech recognition. The

experimental results show that the tighter upper-bound can more perfectly approximate the KLD than other methods, and

the proposed OGD method can effectively compute the upper-bound of KLD between two GMDs with different numbers

of components.
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K-L散度 (Kullback-Leibler divergence,KLD),
也称为相对熵 (Relative entropy), 用来度量两个概
率分布之间的差异[1], 是一种很有意义的统计测度.
设统计模型M 和 M̃ 分别表示两个 N 维概率分布

函数, 则这两个模型之间的 KLD 定义为

D(M||M̃) =
∫

RN

P (x|M)log
P (x|M)
P (x|M̃)

dx (1)

上式的物理意义是: 给定参照统计模型M, 竞争
统计模型 M̃ 与它的差异程度. 显然, D(M||M̃) 6=
D(M̃||M). 如果不考虑参照模型, 则可定义对称
K-L 散度为

J(M,M̃) = D(M||M̃) + D(M̃||M) (2)

根据信息不等式, KLD 是半正定的[2]. 在很多文献
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中也称它为距离, 但它不满足三角不等式, 因此并不
是严格意义上的距离.
利用 KLD, 可以直接比较统计模型之间的差异,

从而可进行模型分析, 并指导模型的训练和应用过
程. KLD 已成功应用于很多模式分类和模型分析任
务, 如文本检索[3]、机器翻译[4]、话者识别[5]、模型聚

类[6] 和区分性训练[7−8] 等.
高斯混合分布 (Gaussian mixture distribution,

GMD) 作为一种基本建模方法能够近似很多复杂的
概率分布情况, 已广泛应用于语音和图像处理等领
域. 对于 GMD 来说, 其 KLD 不存在闭式解, 因此
只能通过数值方法来近似计算. 常用的近似方法大
致可分为两类: 一类是基于采样的Monte-Carlo 方
法[9]; 另一类通过 KLD 上界来近似[10−11]. 随着采
样数据的增加, Monte-Carlo 方法能够不断逼近统
计模型之间真实的 KLD. 但它需要预先生成大量特
定分布的样本数据, 因此计算代价很高. KLD 上界
可根据模型参数直接估计, 计算代价很低, 但它与真
实 KLD 的误差较大, 并且通常要求两个 GMD 具
有相同高斯数.
本文主要研究了任意 GMD 之间更紧 KLD 上
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界的高效计算方法. 首先根据相对熵的链规则重新
推导 KLD 上界, 然后据此提出一个更紧 KLD 上界
的计算方法. 针对具有不同高斯数的 GMD, 提出了
最优高斯分量复制方法来计算其 KLD 上界. 最后
在中文声韵母对应的声学模型上, 通过计算状态观
察概率分布之间的 KLD 上界来验证本文所提方法.

1 相同高斯数GMD之间的KLD上界

1.1 基于相对熵链规则的KLD上界

引理 1 (相对熵的链规则).设X 和 Y 是两个随

机变量, P (X, Y )和 P̃ (X, Y )是两个联合分布,则[2]

D(P (X, Y )||P̃ (X, Y )) =

D(P (X)||P̃ (X)) + D(P (Y |X)||P̃ (Y |X)) (3)

设 S 是定义在空间 S = {s1, s2, · · · , sI} 上的
一个不可观测的离散随机变量, X 是空间 RN 上的

一个可观测的连续随机变量, P (X, S) 和 P̃ (X, S)
是 (RN × S) 上的两个联合分布, 则

D(P (X, S)||P̃ (X, S)) =

D(P (X)||P̃ (X)) + D(P (S|X)||P̃ (S|X)) =

D(P (S)||P̃ (S)) + D(P (X|S)||P̃ (X|S)) (4)

由于 D(P (S|X)||P̃ (S|X)) ≥ 0, 因此有

D(P (X)||P̃ (X)) ≤D(P (S)||P̃ (S))+

D(P (X|S)||P̃ (X|S)) (5)

如果令 ci = P (S = si), c̃i = P̃ (S = si), fi(x)
= P (X = x|S = si), f̃i(x) = P̃ (X = x|S = si),
并且边缘分布 P (X = x) =

∑
S P (X = x, S) =∑I

i=1 cifi(x), P̃ (X = x) =
∑

S P̃ (X = x, S) =∑I

i=1 c̃if̃i(x), 令 f(x) = P (X = x), f̃(x) = P̃ (X
= x), 则

D(f ||f̃) = D(P (X)||P̃ (X)) ≤
I∑

i=1

cilog
ci

c̃i

+
I∑

i=1

ciD(fi||f̃i) (6)

如果 P (X|S = si) 和 P̃ (X|S = si) 服从高斯
分布, 则这个上界就是两个相同高斯数 GMD 之间
的 KLD 上界. 这个上界与通过对数求和不等式推
导的 KLD 上界[10] 是一致的 (参见附录 A).

1.2 更紧的KLD上界

从式 (4) 可以看出, 联合分布的 KLD 与其边缘
分布的 KLD 之间的差异造成了 GMD 的 KLD 与
其上界之间的差异. 这表明在这个KLD 上界中比较

了模型之间潜在结构的差异, 即在 S 和X 之间的映

射关系. 因此, 为得到更紧的 KLD 上界, 需要最小
化这种模型内部潜在映射关系之间的 KLD. 值得注
意的是, 在推导过程中, 并没有强制限定两个 GMD
中的高斯分量之间的对应关系. 因此, 可以通过在两
个 GMD 中的高斯分量之间建立最优对应关系来最
小化 KLD 上界, 从而更好地近似 KLD.
设 f(x) =

∑I

i=1 cifi(x) 和 f̃(x) =
∑I

i=1 c̃if̃i(x)
是两个 GMD, 其中 fi(x) ∼ N (x;µi,Σi), f̃i(x) ∼
N (x; µ̃i, Σ̃i). 定义一一映射函数 β : I → I, 表示
两个 GMD 中高斯分量之间的对应关系, 则更紧的
KLD 上界为

D(f ||f̃) ≤ min
β

I∑
i=1

ci

{
log

ci

c̃β(i)

+ D(fi||f̃β(i))
}

(7)

寻找最优映射函数 β(·) 使式 (7) 右端最小化需
要 I! 次高斯分布的排列运算. 显然, 这是难以实现
的. 我们采用贪心算法给出一个次优的映射函数, 具
体算法如下:

1) 根据高斯权值 ci 从大到小排序参照 GMD
中的所有高斯分量, 使得 c1 ≥ c2 ≥ · · · ≥ cI , 令 i =
1, A = ∅;

2) 根据下式依次构造映射函数

β(i) = arg min
j∈{1,··· ,I}\A

{D(fi||f̃j)− log c̃j} (8)

其中 A = {β(t)|t = 1, · · · , i− 1};
3) A = A ∪ {β(i)}, 如果 i < I, i = i + 1, 转

2); 否则, 结束.
上面贪心算法的计算复杂度为O(I2),其中 I 为

GMD 中的高斯数.

2 不同高斯数GMD之间的KLD上界

设 f(x) =
∑I

i=1 cifi(x) 和 f̃(x) =
∑Ĩ

i=1 c̃if̃i(x)
是两个 GMD, 其中 fi(x) ∼ N (x;µi,Σi), f̃i(x) ∼
N (x; µ̃i, Σ̃i). 如果 I 6= Ĩ, 则无法直接根据第 1.1 节
的推导获得 D(f ||f̃) 的上界, 因为这两个 GMD 的
隐变量空间 S 是不同的. 为此, 需要在保持原始分
布函数不变的前提下使两个 GMD 具有同样的隐变
量空间. 我们提出采用最优高斯分量复制的办法来
增加混合高斯数, 最终使两个 GMD 具有相同高斯
数. 下面分两种情况进行讨论.

2.1 I > ĨI > ĨI > Ĩ 的情况

此时, 竞争 GMD 中的高斯数少于参照 GMD,
因此需要增加竞争 GMD 中的高斯数. 新添加的高
斯分量应该是竞争 GMD 中与当前高斯分量具有最
小 KLD 值的高斯分量的副本. 具体算法如下:
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1) 根据高斯权值 ci 从大到小排序参照 GMD
中的所有高斯分量, 使得 c1 ≥ c2 ≥ · · · ≥ cI , 令 i =
0, A = ∅;

2) 根据式 (8) 依次构造映射函数 β(i), A =
{β(t)|t = 1, · · · , i− 1};

3) A = A ∪ {β(i)}, i = i + 1, 如果 i ≤ Ĩ, 转
2);

4) 从竞争 GMD 中寻找可用于复制的最优高斯
分量 (推导过程见附录 B):

k =arg min
j∈{1,··· ,i−1}

{
cβ−1(j) log

cβ−1(j)

c̃j − c̃n

+ ci log
ci

c̃n

+

cβ−1(j)D(fβ−1(j)||f̃j) + ciD(fi||f̃j)
}

(9)

其中, c̃n = c̃jci/(cβ−1(j) + ci), β−1(·) 表示 β(·) 的
反函数;

5) 复制最优高斯分量: f̃i(x) = f̃k(x), 最优权
值为 c̃i = c̃kci/(cβ−1(k) + ci), c̃k = c̃k − c̃i, 并令
β(i) = i;

6) i = i + 1, 如果 i ≤ I, 转 4); 否则, 令 Ĩ = I,
结束.
显然,

∑I

i=1 c̃β(i)f̃β(i)(x) = f̃(x).

2.2 I < ĨI < ĨI < Ĩ 的情况

此时, 参照 GMD 中的高斯数少于竞争 GMD,
因此需要在参照 GMD 中添加高斯分布函数. 添加
的高斯分量应该是与竞争 GMD 中的当前高斯分量
具有最小 KLD 值的高斯分布函数的副本. 具体算
法如下:

1) 根据高斯权值 ci 从大到小排序参照 GMD
中的所有高斯分量, 使得 c1 ≥ c2 ≥ · · · ≥ cI , 令 i =
0, A = ∅;

2) 根据式 (8) 依次构造映射函数 β(i), A =
{β(t)|t = 1, · · · , i− 1};

3) A = A ∪ {β(i)}, i = i + 1, 如果 i ≤ I, 转
2);

4) 从参照 GMD 中寻找可用于复制的最优高斯
分量 (推导过程同附录 B):

k =arg min
j∈{1,··· ,i−1}

{
cm log

cm

c̃β(j)

+ cn log
cn

c̃i

+

cmD(fj||f̃β(j)) + cnD(fj||f̃i)
}

(10)

其中

cm = cj − cn

cn = cj c̃iB/(c̃β(j) + c̃iB)

B = rD(fj ||f̃β(j))−D(fj ||f̃i), r为 log 函数的底数

5) 复制最优高斯分量 fi(x) = fk(x), 最优权
值 ci = ckc̃iB/(c̃β(k) + c̃iB), ck = ck − ci, B =
rD(fk||f̃β(k))−D(fk||f̃i), 并令 β(i) = i;

6) i = i + 1, 如果 i ≤ Ĩ, 转 4); 否则, 令 I = Ĩ,
结束.
显然,

∑Ĩ

i=1 cifi(x) = f(x).
最后, 两个 GMD 具有相同的高斯数, 只要基

于映射函数 β(·), 即可应用式 (7) 来计算两个 GMD
的 KLD 上界.

3 实验与分析

GMD 的一个典型应用就是在语音识别中作为
隐马尔可夫模型 (Hidden Markov model, HMM)
的状态观察概率分布函数. 为验证所提算法的有效
性, 采用如下中文声韵母对应的声学模型作为实验
数据:
声母: b, p, m, f, d, t, n, l, g, k, h, j, q, x, zh,

ch, sh, r, z, c, s
韵母: a, o, e, i, u, ui, iu, ai, ei, ao, ou, an, en,

ang, eng, ong, un
声学模型为 3 状态自左向右结构的 HMM, 特

征为 39 维标准 Mel 频率倒谱系数 (Mel-frequency
cepstral coefficient, MFCC) 特征. 在 863 数据库
上训练两组声学模型, 其状态上 GMD 的高斯数分
别为 8 和 16. 采用 HTK 工具包完成声学模型训
练[12]. 由于模型前后状态易受上下文影响, 因此实
验只采用中间状态的 GMD.
采用两个评价指标来评测本文所提方法. 一个

是放大比 (Amplified ratio), 它是近似 KLD 与真
实 KLD 的比值, 反映了近似值的准确程度. 实验中,
以采用 Monte-Carlo 方法估计的 KLD 作为真实
KLD, 每次随机生成 5 000 个观察样本来计算它. 另
一个指标是等级 (Rank) 相关系数, 它是所有 KLD
近似值与真实值的排序等级之间的相关程度, 反映
了它们在相对大小上的一致性. 实际上, KLD 主要
用来进行模型比较和分析, 因此其相对大小要比具
体值更有意义. 相关系数越大, 表明近似 KLD 越能
更好地保持真实的等级 (排序) 关系.

3.1 相同高斯数GMD的KLD近似方法比较

采用 8 高斯的 GMD, 验证在等高斯情况下本
文所提 KLD 上界的紧度. 总共可计算 38 × (38 −
1) = 1 406 个 KLD. 为了比较, 实现了随机匹配
近似方法 (Random match KLD, RM-KLD)[10] 和
APA (Asymptotic likelihood approximation)近似
方法 (APA-KLD)[11]. 图 1 (见下页) 给出了分别采
用 RM-KLD 方法、APA-KLD 方法和本文所提方
法计算的近似 KLD 的放大比直方图.
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从图 1 可以看出, 大部分的 KLD 近似值是其
真实值的 1.15 倍. 与 RM-KLD 方法和 APA-KLD
方法相比, 本文所提方法获得的 KLD 近似值更加
集中, 并且更接近其真实值. 这表明本文所提方法能
得到一个更紧的 KLD 上界. 表 1 给出了分别采用
RM-KLD方法、APA-KLD方法和本文所提方法计
算得到的 KLD 近似值与其真实值之间的等级相关
系数.

图 1 等高斯情况下, 采用不同方法计算的近似 KLD

的放大比直方图

Fig. 1 Histogram of amplified ratios of the approximated

KLD estimated by three methods in the case of same

Gaussian numbers

表 1 等高斯情况下, 不同方法计算的 KLD 近似值与其真

实值之间的等级相关系数

Table 1 Rank correlation between the true KLD and its

approximation obtained by different approaches in the

case of same Gaussian numbers in two GMDs

KLD 计算方法 等级相关系数

RM-KLD 方法 0.874

APA-KLD 方法 0.918

本文所提方法 0.941

从表 1 可以看出, 本文所提方法对应的等级相
关系数最大. 这说明在对等高斯 GMD 模型进行相
似性比较时, 采用本文所提方法计算的近似 KLD
与真实 KLD 在相对大小上能够保持更高的一致性.
因此, 在实际应用中采用本文所提方法对 GMD 模
型进行比较和分析更为可靠.

3.2 不同高斯数GMD的KLD近似

计算所有 8 高斯和 16 高斯 GMD 之间的

KLD 上界, 这样总共可得到 38× 38 = 1 444 个近
似 KLD. 图 2 给出了采用本文所提方法计算的近似
KLD 的放大比直方图.

从图 2 可以看出, 在不同高斯数情况下, 绝大部
分KLD 近似值都在其真实值的 1.3∼ 1.6 倍范围内,
集中程度较高. 这表明本文所提方法能够比较准确
地近似不同高斯数 GMD 的 KLD. 图 3 是所有模型

根据 KLD 近似值和其真实值分别排序后对应关系
的散点图.

图 2 不同高斯数情况下, 本文所提方法计算的近似 KLD

的放大比直方图

Fig. 2 Histogram of amplified ratios of the approximated

KLD estimated by the proposed method in the case of

different Gaussian numbers

图 3 不同高斯数情况下, 所有近似 KLD 与真实 KLD 的

等级对应关系的散点图和等级相关系数

Fig. 3 Scatter graph and the correlation of rank order of

the approximated KLDs against their true values in the

case of different Gaussian numbers

从图 3 可以看到, 大部分等级对应点分布在对
角线附近, 相对比较集中, 并且等级相关系数 R2 =
0.9376. 这说明采用本文所提方法计算的KLD 近似
值和其真实值在等级顺序上具有较高的一致性. 也
就是说, 对于不同高斯数的 GMD, 本文所提方法能
够使其 KLD 近似值之间的相对大小关系和其真实
值较好地保持一致. 因此, 本文所提方法可用于对任
意 GMD 模型进行有效地比较和分析.
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4 结论

本文利用KLD上界来近似两个GMD的KLD.
对于具有相同高斯数的 GMD, 提出了计算更紧
KLD 上界的方法. 对于具有不同高斯数的 GMD,
提出了最优高斯分量复制方法来计算其 KLD 上界.
在中文声韵母声学模型上的对比实验表明, 本文所
提方法计算的近似 KLD 比其他方法更接近真实值,
并且能有效计算任意 GMD 之间的 KLD 上界.

基于本文所提方法, 可以对任意的 GMD 模型
进行有效地比较和分析. 在语音识别应用中, 利用
GMD 的 KLD 可以指导状态绑定过程, 使得数据共
享更为合理, 更好地解决数据稀疏问题. 在模型训练
过程中, KLD 可用来指示两个模型的可区分性或者
作为识别错误的软指标[8], 从而使训练更有针对性.
在文本或图像检索任务中, GMD 的 KLD 可用来作
为决策准则, 因此KLD 近似值和其真实值保持相同
的等级顺序显得尤为重要. 此外, 本文所提方法还可
用于更好地估计两个 HMM 之间的 KLD.

附录 A. 基于对数求和不等式的KLD上界推导

引理 1 (对数求和不等式). 对于非负数 a1, a2, · · · , aN

和 b1, b2, · · · , bN , 下式成立[2]

(

N∑
n=1

an) log

N∑
n=1

an

N∑
n=1

bn

≤
N∑

n=1

an log
an

bn
(A1)

如果 an/bn = C, 则等式成立.

设 f(x)=
∑I

i=1 cifi(x) 和 f̃(x)=
∑I

i=1 c̃if̃i(x) 是两个

GMD, 其中 fi(x) ∼ N (x; µi, Σi), f̃i(x) ∼ N (x; µ̃i, Σ̃i), 则

D(f ||f̃) =

∫

RN

I∑
i=1

cifi(x) log

I∑
i=1

cifi(x)

I∑
i=1

c̃if̃i(x)

dx (A2)

根据引理 1, 可得

D(f ||f̃) ≤
∫

RN

I∑
i=1

cifi(x) log
cifi(x)

c̃if̃i(x)
dx =

I∑
i=1

ci log
ci

c̃i
+

I∑
i=1

ciD(fi||f̃i) (A3)

上式就是两个具有相同高斯数 GMD 的 KLD 上界.

附录 B. 确定最优高斯分量权值的推导

以当前高斯分量 cifi(x) 为参照, 不妨设竞争 GMD 中

将要被复制的高斯分量为 c̃j f̃j(x), 新复制高斯分量的权为

c̃n, 原始高斯分量的权变为 c̃j − c̃n, 则新的 KLD 上界 g(c̃n)

为

g(c̃n) =cβ−1(j) log
cβ−1(j)

c̃j − c̃n
+ cβ−1(j)D(fβ−1(j)||f̃j)+

ci log
ci

c̃n
+ ciD(fi||f̃j) + C (B1)

其中 C 为常数, 表示其余已确定对应关系的高斯分量之间的

KLD. 在给定被复制的高斯分量后, 需要确定复制后高斯分

量的权值 c̃n 来最小化式 (B1).

由于

g′′(c̃n) = (cβ−1(j)(c̃j − c̃n)−2 + ci(c̃n)−2) log e ≥ 0 (B2)

因此, 式 (B1) 存在极小值, 令

g′(c̃n) = 0 (B3)

可得

c̃n =
c̃jci

cβ−1(j) + ci
(B4)

显然, 要被复制的最佳高斯分量应该为使式 (B1) 最小化的

高斯分量, 省略常数 C, 即为

k =arg min
j∈{1,··· ,i−1}

{
cβ−1(j) log

cβ−1(j)

c̃j − c̃n
+ ci log

ci

c̃n
+

cβ−1(j)D(fβ−1(j)||f̃j) + ciD(fi||f̃j)
}

(B5)

其中 c̃n 由式 (B4) 定义.
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