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一类不确定系统的鲁棒稳定性分析

申 涛 1 王孝红 1 袁铸钢 1

摘 要 研究了一类不确定系统的稳定性问题, 以线性矩阵不等式

(LMI) 的形式给出了该类系统的鲁棒稳定条件, 并将该结果推广到区间

系统的稳定性分析, 提出了研究区间系统稳定性问题的新方法, 给出了线

性矩阵不等式形式的稳定判据, 该判据将区间系统的稳定性问题转化为

一类线性矩阵不等式的可解问题. 最后通过仿真算例验证了本文结果具

有更小的保守性.
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Robust Stability for a Class of
Uncertain Systems
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Abstract This paper studies the robust stability for a class of

uncertain systems. The sufficient stability conditions for these

systems are given in the form of linear matrix inequality (LMI).

And these results are further applied to the analysis of the robust

stability for the interval systems. The criteria of robust stabil-

ity for interval systems are presented. The problem of robust

stability for interval systems can be transformed into a problem

of solvability of a class of LMIs. Numerical examples show that

our results are less conservative than the conventional ones.
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1 引言

区间系统的稳定性问题, 一直以来都是国内外众多学者

的研究对象,随着线性矩阵不等式 (Linear matrix inequality,

LMI) 技术的不断发展和成熟, 利用 LMI 方法分析不确定系

统的稳定性问题变得更为有效和便利. 国内外学者在这方面

做了大量的工作[1∼5], 文 [1 ∼ 3] 分别利用 LMI 技术研究了

区间系统的鲁棒稳定性问题, 将区间系统的稳定性问题转化

为一类 LMI 的求解问题, 其中文 [1] 在研究区间系统的稳定

性的基础上, 将区间系统的稳定判据推广到一类不确定系统

的稳定性分析. 本文主要针对文 [1] 提出的一类不确定系统

研究其鲁棒稳定特性, 将所得结果推广到区间系统.

2 问题的提出及预备知识

考虑如下不确定系统[1]

ẋxx(t) = Ã1xxx(t) (1)

其中, xxx(t) ∈ Rn, Ã1 ∈ Rn×n 分别为系统 (1) 的状态向量

和系统矩阵, 并且 Ã1 = A0 +
PN

i=1 εiAi, Ai ∈ Rn×n, i =
1, 2, · · · , N , 为已知矩阵, εi 为不确定参数, 满足 |εi| ≤ 1.

ẋxx(t) = Ãxxx(t) (2)
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其中, xxx(t) ∈ Rn, Ã ∈ Rn×n 分别为系统 (1)的状态向量和系

统矩阵, Ã = [ãij ] ∈ Rn×n 为不确定矩阵, A = [aij ] ∈ Rn×n,

A = [aij ] ∈ Rn×n 为已知矩阵, A 满足 aij ≤ ãij ≤ aij ,

i, j = 1, 2, · · · , n.
引理 1. 对于适当维数的矩阵 X, Y, F , 若 F 满足

FTF ≤ I, 则式 (3) 总是成立.

XFY + Y
T

F
T

X
T ≤ λXX

T
+ λ

−1
Y

T
Y (3)

其中 λ 为任意的正实数.
引理 2. Ã = [ãij ] ∈ Rn×n, A = [aij ] ∈ Rn×n, A =

[aij ] ∈ Rn×n 满足 aij ≤ ãij ≤ aij , i, j = 1, 2, · · · , n, 则 Ã

可以等价为

Ã = A0 +
nX

i=1

nX

j=1

εijAij (4)

其中, εij 为不确定实数并且满足 |εij | ≤ 1,Aij = 0.5eeei(aij −
aij)eee

T
j , eeei ∈ Rn 表示第 i 个元素为 1, 其余元素为 0 的列向

量.

3 主要结果

定理 1. 若存在正定对称矩阵 P ∈ Rn×n 以及正定对称
矩阵 Qi ∈ Rn×n, i = 1, 2, · · · , N , 满足式 (5), 则系统 (1) 是
渐近稳定的.

0
BBBBBBBBBBBB@

M0 + MT
0 +

NP
1=1

Qi M1 M2 · · · MN

MT
1 −Q1 0 · · · 0

MT
2 0 −Q2

. . .
.
.
.

.

.

.
.
.
.

. . .
. . . 0

MT
N 0 · · · 0 −QN

1
CCCCCCCCCCCCA

< 0 (5)

其中, Mi = 0.5(AT
i + PAi), i = 0, 1, · · · , N .

证明. 显然, 若存在正定对称矩阵 P ∈ Rn×n 满足下式

Ã
T
1 P + PÃ1 < 0 (6)

则系统 (1) 渐近稳定. 对于系统 (1), 式 (6) 可以写为

Ã
T
0 P + PÃ0 +

NX

i=1

εi(A
T
i P + PAi) < 0 (7)

令Mi = 0.5(AT
i + PAi), 则式 (7) 可以写为

M0 + M
T
0 P +

NX

i=1

εi(M
T
i + Mi) < 0 (8)

根据矩阵性质可知, 对于任意的可逆矩阵 Li ∈ Rn×n, 式 (9)
总是成立.

εi(M
T
i + Mi) = MiL

−1
i (εiI)Li + L

T
i (εiI)L

−T
i M

T
i (9)

|εi| ≤ 1, 由引理 1 可知

εi(M
T
i + Mi) ≤ MiL

−1
i L

−T
i M

T
i + L

T
i Li (10)

Li 为任意的可逆矩阵, 由此可以得到 Qi = LT
i Li 为任意的

正定对称矩阵. 取 Qi = LT
i Li, 则上式可以写为

εi(M
T
i + Mi) ≤ MiQ

−1
i M

T
i + Qi (11)

根据 (11) 式可以得到

M0 + M
T
0 P +

NX

i=1

εi(M
T
i + Mi)

≤ M0 + M
T
0 P +

NX

i=1

MiQ
−1
i M

T
i + Qi (12)
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显然, 若式 (13) 成立, 则不等式 (8) 成立, 从而系统 (1) 渐近
稳定.

M0 + M
T
0 P +

NX

i=1

MiQ
−1
i M

T
i + Qi < 0 (13)

由 Schur 补定理知式 (13) 可等价为式 (5), 得证. ¤
以下将定理 1 推广应用到区间系统 (2) 的稳定性判别.

由引理 2, 系统 (2) 可以等价为

Ãẋxx(t) =

0
@A0 +

nX

i=1

nX

j=1

εijAij

1
Axxx(t) (14)

其中, εij 为不确定实数并且满足 |εij | ≤ 1, Aij = 0.5eeei(aij−
aij)eee

T
j , eeei ∈ Rn 表示第 i 个元素为 1, 其余元素为 0 的列向

量.
定理 2. 若存在正定对称矩阵 P ∈ Rn×n 以及正定对

称矩阵 Qij ∈ Rn×n, i, j = 1, 2, · · · , n, 满足式 (15), 则系统
(14) 是渐近稳定的, 从而系统 (2) 渐近稳定.
0
BBBBBBBBBBBB@

M0 + MT
0 +

nP
1=1

nP
j=1

Qij M11 M12 · · · Mnn

MT
11 −Q11 0 · · · 0

MT
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1
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< 0

(15)

其中, M0 = 0.5(AT
0 + PA0), Mij = 0.5(AT

ij + PAij), i, j =

1, 2, · · · , n.

证明. 略.

4 算例分析

算例 1. 考虑如下系统[4]

ẋxx(t) = Ãxxx(t) (16)

其中, Ã 如系统 (2) 中所定义, A =

0
B@
−3 2− β1 0

−10 −2 −1

0.5 1− β2 −3

1
CA,

A =

0
B@
−3 2 + β1 0

−10 −2 −1

0.5 1 + β2 −3

1
CA, β1 = 2.05, β2 = 2.05.

由第 3 节的结果可知, 系统 (16) 可以等价为

ẋxx(t) = (A0 + ε12A12 + ε32A32)xxx(t) (17)

其中, |ε12| ≤ 1, |ε32| ≤ 1, A0 = 0.5(A + A), A12 = eee1(a12 −
a12)eee

T
2 , A32 = eee3(a32 − a32)eee

T
2 . 利用MATLAB 的 LMI 工

具箱计算可得, 存在正定对称矩阵 P , Q12, Q32 满足
0
B@

M0 + MT
0 + Q12 + Q32 M12 M32

MT
12 −Q12 0

MT
32 0 −Q32

1
CA < 0 (18)

其中, M0 = 0.5(AT
0 P + PA0), M12 = 0.5(AT

12P + PA12),

M32 = 0.5(AT
32P + PA32). 根据定理 2 可以得到系统 (16)

是渐近稳定的, 这与文 [4] 结果是一致的.
算例 2. 考虑如下系统

ẋxx(t) = (A0 + ε1A1)xxx(t), |ε1| ≤ 1 (19)

其中, A0 =

 
−2 −1

3 −4

!
, A1 = β

 
−2 −1

2 −4

!
, β = 0.95.

利用MATLAB 中的 LMI 工具箱计算可得, 存在正定对
称矩阵 P , Q1 满足

 
M0 + MT

0 + Q1 M1

MT
1 −Q1

!
< 0 (20)

其中, M0 = 0.5(AT
0 P + PA0), M1 = 0.5(AT

1 P + PA1), 由

本文定理 1 可知系统 (19) 渐近稳定, 而利用文 [1] 定理 3 的

结果无法保证系统 (19) 渐近稳定, 由此可得本文结果具有较

小的保守性.

5 结论

本文研究了一类不确定系统的鲁棒稳定性问题, 以 LMI

的形式给出了该类系统的稳定判据, 通过算例分析得出, 本

文结果与以往结果相比具有更小的保守性. 但是, 本文仅仅

是利用算例验证了所得结果的有效性, 并未从理论上得出保

守性减小的原因, 今后作者将会对这方面的工作进行进一步

研究.
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