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Rademacher复杂度在统计学习理论中的研究:综述

吴新星 1, 2, 3 张军平 2, 3

摘 要 假设空间复杂性是统计学习理论中用于分析学习模型泛化能力的关键因素. 与数据无关的复杂度不同, Rademacher

复杂度是与数据分布相关的, 因而通常能得到比传统复杂度更紧致的泛化界表达. 近年来, Rademacher 复杂度在统计学习理

论泛化能力分析的应用发展中起到了重要的作用. 鉴于其重要性, 本文梳理了各种形式的 Rademacher 复杂度及其与传统复

杂度之间的关联性, 并探讨了基于 Rademacher 复杂度进行学习模型泛化能力分析的基本技巧. 考虑样本数据的独立同分布

和非独立同分布两种产生环境, 总结并分析了 Rademacher 复杂度在泛化能力分析方面的研究现状. 展望了当前 Rademacher

复杂度在非监督框架与非序列环境等方面研究的不足, 及其进一步应用与发展.

关键词 机器学习, 统计学习理论, 泛化界, Rademacher 复杂度

引用格式 吴新星, 张军平. Rademacher 复杂度在统计学习理论中的研究: 综述. 自动化学报, 2017, 43(1): 20−39

DOI 10.16383/j.aas.2017.c160149

Researches on Rademacher Complexities in Statistical

Learning Theory: A Survey

WU Xin-Xing1, 2, 3 ZHANG Jun-Ping2, 3

Abstract Measuring the complexity of a hypothesis space plays a crucial role in statistical learning theory. Unlike

those data-independent complexities, Rademacher complexity, which is data-dependent, can attain a much more compact

generalization representation. In recent years, Rademacher complexity has attracted more attention and found broad

applications in the development of statistical learning theory. Because of its importance, in this paper we review several

complexity measures of function classes and their relations with Rademacher complexities. Next, we describe the techniques

of Rademacher complexities in generalization analysis. Then, we present the recent researches of Rademacher complexity

learning bounds for independent and identical distribution (i.i.d.) and non-independent and identical distribution (non-

i.i.d.). Finally, we discuss the potential issues and possible directions of Rademacher complexities in statistical learning

theory.

Key words Machine learning, statistical learning theory, generalization bounds, Rademacher complexities

Citation Wu Xin-Xing, Zhang Jun-Ping. Researches on Rademacher complexities in statistical learning theory: a

survey. Acta Automatica Sinica, 2017, 43(1): 20−39

机器学习是从人工智能中分离出来, 应用驱动
的一门学科. 近年来随着大数据时代的来临, 机器学
习备受各行各业如计算机视觉、自动控制、生物特

征识别、数据分析、互联网、多媒体、社会安全等的

广泛关注.
机器学习不仅在应用领域取得了不胜枚举的成

功, 在理论方面也在不断完善, 尤其是在统计学习理
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论的研究方面. 从学习的本质来看, 机器学习旨在基
于已知样本数据集, 通过学习来构造逼近真实分布
如函数依赖关系或内在规律的学习模型. 其中, 学习
模型对未知数据的预测或泛化能力是统计学习理论

的主要关注目标.
一般来说, 按训练样本是否有标签可将机器学

习大致分为有监督学习、半监督学习和无监督学习

三个主要学习框架. 在有监督学习框架下, 训练样本
数据集被看作是一组来自某一函数 (hP) 依赖关系
的输入输出对. 机器学习的目的就是基于该样本数
据集, 通过学习的方式, 从给定的函数集 (H, 一般称
假设空间) 中找到某一函数 (ĥ), 使其尽可能地逼近
目标函数 (hP). 本文讨论的内容主要是在有监督学
习框架下展开的.
学习理论的研究最早出现在数学领域中.

Tikhonov 和 Arsenin 指出多数数据预测为病态问
题 (Ill-posed problem), 需要引入某些限制来保证
问题的良态化[1]. 而在机器学习领域, 也存在类似的



1期 吴新星等: Rademacher 复杂度在统计学习理论中的研究: 综述 21

问题. 如果H 中函数自由参数过于简单, 那么, 在给
定样本数据集上, ĥ 将可能不会很好地逼近 hP, 即,
欠拟合; 如果H 中函数自由参数过于复杂, 那么, 在
给定样本数据集之外的测试数据集或是未知数据集

上, ĥ 也将可能不会很好地逼近 hP, 即, 过拟合. 因
此, 为了权衡 H 中函数自由参数的复杂性与学习模
型的泛化能力, 一些有关参数复杂性的模型准则陆
续被一些学者提出, 试图通过控制模型参数的复杂
性来获得理想的学习模型, 如 Akaike 提出的用于
控制神经网络参数个数的 AIC 准则 (An informa-
tion criterion)[2], Akaike[3] 和 Schwarz[4] 用于控制

多元高斯混合模型参数个数的 BIC 准则 (Bayesian
information criterion), Kolmogorov 等从编码角度
提出的Kolmogorov复杂度 (Kolmogorov complex-
ity, KC)[5−8] 以及基于此发展的针对聚类的最小信

息长度 (Minimum message length, MML) 模型[9]

等. 但在实际应用中, 基于这些准则来学习得到模
型时将碰到困难, 会出现如 “维数灾难”、实际计算
困难等问题. 在 20 世纪 60 至 70 年代, Vapnik 和
Chervonenkis 对复杂性的定义进行了重新思考, 发
现学习模型的泛化能力主要取决于学习所基于的假

设空间的复杂性, 而假设空间的复杂性本质上不同
于模型中自由参数的复杂性或是个数[10−12]. 因此,
如何定义假设空间的复杂性并度量其复杂性, 对学
习模型泛化能力的控制和估计显得极为重要. 同时,
在 Popper 哲学思想[13] 的影响下, Vapnik 和 Cher-
vonenkis 提出了 Vapnik-Chervonenkis (VC) 熵、
生长函数和 VC 维等一系列著名的复杂性度量, 并
将 VC 维用于刻画和度量假设空间的复杂性, 从而
来估计和控制学习模型的泛化能力. 同时, 在 1984
年 Valiant 提出了概率近似正确 (Probabilistic ap-
proximate correct, PAC) 的概念, 他指出学习模型
将以概率 1 − δ (0 < δ < 1) 的方式逼近真实分
布[14]. 以上这些努力奠定了统计学习理论的基础.
之后, Kearns 等又将 VC 维由示性函数推广到了一
般实值函数, 提出了 Fat-shattering维的概念[15−16].
但是, 由于 VC 维是在假设空间上引入额外的度量,
并且 VC 维与所给的样本数据集 (分布) 无关或是说
数据独立 (Data independent) 等特点, 使其在进行
学习模型泛化能力分析方面显得过于保守.

Shawe-Taylor 等在对统计学习理论深入研究中
注意到数据相依 (Data dependent) 复杂性度量的
重要性[17], Koltchinskii 等将 Rademacher 复杂度
引入到了统计学习理论学习模型的泛化能力分析研

究中, 发现由于 Rademacher 复杂度在对假设空间
进行复杂性度量时不需要引入额外度量, 并且依赖
于特定样本数据集 (分布) 或是说数据相依[18−19],
这是明显不同于 VC 维要求的数据独立、一致分布
等较强条件. 因此, Rademacher 复杂度能以一种比

VC 维更加紧致的方式关联经验过程极大泛函, 从
而, 在学习模型的泛化能力分析方面能得到较好的
预测精度及稍快的收敛速度[18−19]. Bartlett 等通过
进一步研究发现, 对学习模型泛化能力起关键作用
的往往不是整个假设空间中的函数, 而是那些具有
较小方差的函数所构成的假设空间的子空间[20−23],
基于此发现给出了局部Rademacher 复杂度的概念.
此后, Rademacher 复杂度在统计学习理论学习模
型泛化能力分析研究方面开始得到高度的关注和广

泛的应用.
国内学者在假设空间复杂性与学习模型泛化性

能研究方面, 也做了许多相关工作. 如, 西安交通大
学的徐宗本院士和西北大学的张海教授在文献 [24]
中主要从学习算法稳定性和泛化性角度综述了现有

稳定性框架之间的关系, 湖北汽车工业学院的胡政
发硕士在文献 [25] 中基于 VC 维和 Banach 空间
L –范数研究了假设空间的复杂性度量, 湖北大学
的陈将宏硕士及其导师李落清教授在文献 [26] 中
基于覆盖数 (具体定义见附录 A 覆盖数)、VC 维
和Rademacher复杂度讨论了支持向量机 (Support
vector machine, SVM) 的泛化性能, 武汉大学的雷
云文博士及其导师丁立新教授等在文献 [27−32] 中
基于 Rademacher 复杂度讨论了多核学习 (Multi-
ple kernel learning, MKL)、多模态 (Multi-modal)
学习、神经网络学习、自由节点样条 (Free knot
spline, FKS) 学习等几种不同学习算法的泛化性能,
北京大学的许超教授及其合作者在文献 [33] 中运用
Rademacher 复杂度讨论了多标签学习算法的泛化
性能, 南京大学的高尉博士及其导师周志华教授在
文献 [34] 中基于 Rademacher 复杂度分析了深度神
经网络中 Dropout 的泛化界等.

本 文 主 要 是 从 综 述 的 角 度, 系 统 地

总 结 了 现 有 的 各 种 形 式 Rademacher 复 杂
度[18−23, 27, 32, 34−43] 及其与传统复杂度之间的关

联性[20−21, 27−29, 32, 36−37, 39−41, 44−50], 并概述了当前
Rademacher 复杂度在统计学习理论泛化界分析方
面的应用成果[19, 27−28, 30−33, 36−43, 47−49, 51−56]. 本文
的主要内容安排如下: 第 1 节简单介绍了复杂度
研究发展的历史背景; 第 2 节给出了本文后续讨论
要用的一些定义和符号; 第 3 节总结了各种形式的
Rademacher 复杂度, 并进一步分析了 Rademacher
复杂度的特点及基本的分析处理技巧; 第 4 节讨论
了各种形式的 Rademacher 复杂度与传统复杂度之
间的关系; 第 5 节在样本数据集为独立同分布的假
设下, 讨论 Rademacher 复杂度在泛化界分析方面
的研究现状; 第 6 节在样本数据集为非独立同分布
的假设下, 讨论 Rademacher 复杂度在泛化界分析
方面的研究现状; 第 7 节对本文进行小结, 并展望了
Rademacher 复杂度在泛化界分析方面研究的不足
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与进一步发展应用.

1 定义和模型

在本节中, 我们将对本文后续讨论中要用到的
一些符号和基本的学习模型分别进行约定与说明.

1) 集合 X 表示输入空间, 集合 Y 表示输出空
间,集合Z (Z = (X×Y))表示样本数据集或称样本
空间. 记 P(YX ) 为 YX 的幂集, 集合H 为假设空间
且H ∈ P(YX ). 记Q : (X×Y)×P(YX ) → [0,+∞]
为损失函数, 该函数量化了 h(∈ YX ) 在 Z 上的学习
效果.

2) 集合 F := {Q(z, h) : h ∈ H, z ∈ Z}.
3) 集合N 为自然数集. 对任意 n ∈ N, 记Nn

= {1, 2, · · · , n}.
4) 集合R 为实数集.
5) 记 f ∈ F , ‖f‖Lq(µ) :=

(∫ |f |qdµ
)1/q

.
6) 记 ‖ · ‖ 为Rd×d (d ∈ N) 上范数 (如, Frobe-

nius 范数等), 对偶范数定义如下:

‖M‖∗ := sup{〈X, M〉 : X ∈ Rd×d, ‖X‖ ≤ 1} (1)

其中, 内积 〈X, M〉 := tr(XTM), tr 表示矩阵的迹.
7) 任意 d,m ∈ N, d× (md) 对称矩阵空间为

Sd×(md) := {(M 1, · · · ,Mm) : M l ∈ Rd×d,

(M l)T = M l, l ∈ Nm} (2)

定义 1. 对于模型 h ∈ H, 其泛化误差为1

E(h) :=
∫

Z
Q(z(ω), h)P(dω) (3)

定义 2. 称 hP 为目标函数, 若

hP := arg min
h∈Ξ

E(h) (4)

其中, Ξ = {h|h−1(B) ∈ σ(X ) 2, ∀B ⊂ Y}. hP 表

示 Q 意义下预测能力最好的模型.
但在实际应用中, 上面定义 2 中的 P 一般未知,

泛化误差 E(h) 往往实际无法计算. 所以, 通常采用
如下基于给定样本数据集的经验误差

En(h) :=
1
n

n∑
i=1

Q(zi, h) (5)

并通过取 minh∈H En(h) 的方式, 来得到对 hP 的逼

近 ĥ. 这里, zi, i = 1, 2, · · · , n, 表示给定样本数据
集.

一般地, 将式 (5) 称为经验风险, 基于经验风险
最小化来求解得到估计模型的学习策略, 称为经验
风险最小化 (Empirical risk minimization, ERM).

由于多数机器学习问题属于病态问题, 常在经验风
险后增加与模型复杂度相关的正则项或惩罚项, 并
通过最小化引入正则项或惩罚项后的模型来实现

良态解. 如下面的结构风险最小化 (Structural risk
minimization, SRM) 策略

ĥ := arg min
h∈Hk,k∈N

(En(h) + pen(k, n)),

Hk ⊂ Hk+1, k = 1, 2, · · · ∈ N (6)

和正则化 (Regularizer) 策略

ĥ := arg min
h∈H

(En(h) + λΩ(h)) (7)

注 1[58]. 式 (6) 中的 pen(k, n) 称为惩罚项, 与
假设空间 Hk 的复杂度及样本数据集的容量有关.
Ω(h) 为正则化算子, λ 为正则化参数: λ 较小时, 得
到的学习模型拟合能力较强; λ 较大时, 得到的学习
模型形式较简单.
在统计学习理论中, 通过式 (5)、(6) 或 (7) 等学

习策略获得预测模型 ĥ 后, 一般基于如下的偏差 –
方差分解来研究 ĥ 的泛化能力:

E(ĥ)− E(hP) = E(ĥ)− E(h∗)︸ ︷︷ ︸
估计误差 (方差)

+E(h∗)− E(hP)︸ ︷︷ ︸
逼近误差 (偏差)

(8)

其中, h∗ = arg minh∈H E(h).
本文的讨论所关注的估计误差, 主要是通过如

下公式

E(ĥ)− E(h∗) ≤ E(ĥ)− En(ĥ)︸ ︷︷ ︸
算法稳定性

+En(h∗)− E(h∗)︸ ︷︷ ︸
一致偏差

(9)

将估计误差分解为算法稳定性和一致偏差等两方面,
本文重点是关于一致偏差的分析研究.

另外, 本文在综述 Rademacher 复杂度在统计
学习理论泛化界分析方面的研究时, 考虑到一致性
和易读性, 对分散于各文献资料中的相关结果, 按本
节的约定和说明作了符号统一化处理.

2 复杂度指标

我们知道假设空间的复杂性对学习模型的泛化

能力有重要影响. 在本节中, 将总结分析各种形式的
Rademacher 复杂度, 并讨论应用 Rademacher 复
杂度进行假设空间复杂性刻画及学习模型泛化界分

析的基本技巧和特点.
Rademacher 复杂度以德国数学家 Hans

Adolph Rademacher (1892∼ 1969) 命名. 早在

Rademacher 复杂度应用于统计学习理论之前, 一
些学者就已经对 Rademacher 复杂度的一些特性展

1式 (3) 有时也记为 E[Q].
2其中, σ(X ) 表示由 X 生成的 σ 代数[57].
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开过深入的讨论和研究. 如, Rademacher 复杂度的
熵积分, Rademacher 复杂度的压缩准则等[59−61].

在统计学习理论的早期研究中, Vapnik 和
Chervonenkis 提出的 VC 维是一种通过度量假设
空间复杂性来控制学习模型泛化能力的分析方法.
在 VC 维理论提出之后, 一些学者开始注意到, 基于
VC 维的泛化界是数据独立、分布无关的. 如, 0 < δ
< 1, 有如下式

sup
h∈H

|En(h)− E(h)| ≤
√

d log n

n
(10)

对一切样本数据集分布 P 至少以概率 1 − δ 一致
地成立, 即, 对任意的数据集分布 P, 式 (10) 至少
以概率 1 − δ 成立. 这里, d 表示 H 的 VC 维. 从
而, 导致通过 VC 维分析得到的学习模型泛化界过
于保守. 在式 (10) 中的左边, 如果放弃一致性条件
限制, 而是使其依赖于特定样本数据集的分布, 那
么, 式 (10) 中右侧的界 (不再数据独立) 将会比原来
的界更紧致[62]. 于是, 一些学者开始研究关联实际
样本数据集分布的复杂性度量[17]. Koltchinskii 等
将 Rademacher 复杂度引入到统计学习理论的泛化
界分析研究[18−19], 发现 Rademacher 复杂度作为一
种依赖特定数据集分布的复杂性度量, 可以有效地
用于学习模型中假设空间复杂性的刻画, 改进学习
模型的泛化界. 之后, 经过许多学者的进一步工作,
Rademacher 复杂度被广泛应用于统计学习理论的
泛化界分析研究.

2.1 Rademacher复杂度

一般地, Rademacher 复杂度分为两种情形:
Rademacher 复杂度和经验 Rademacher 复杂度.
Rademacher 复杂度及经验 Rademacher 复杂度的
定义分别如下:
定义 3. 假设 Xi, i = 1, 2, · · · , n 为定义在 X

上且服从分布 P 的独立同分布 (Independent and
identical distribution, i.i.d.) 随机变量序列. 令 σi

∈ {−1, +1}, i = 1, 2, · · · , n 为 Rademacher 随机
变量序列. 记函数 f : X → R, F 是 f 的集合. 记

Rnf :=
1
n

n∑
i=1

σif(Xi) (11)

和

RnF := sup
f∈F

Rnf (12)

称 {Rnf : f ∈ F} 为 Rademacher 过程, Radema-
cher 复杂度记为

E(RnF) := E

[
sup
f∈F

1
n

n∑
i=1

σif(Xi)

]
(13)

而

Eσ(RnF) := E

[
sup
f∈F

1
n

n∑
i=1

σif(Xi)|X1, · · · , Xn

]

(14)

称经验 Rademacher 复杂度. 为便于后面的讨论,
约定将式 (13) 和 (14) 中定义的 Rademacher 复杂
度分别称为经典 Rademacher 复杂度和经典经验
Rademacher 复杂度.
经 典 Rademacher 复 杂 度 与 经 典 经 验

Rademacher复杂度的关系,本质上也是期望量与经
验量之间的关系,因而, 可以通过概率集中不等式[63]

等数学技术对其中的关系进行刻画. 同时, 在经典与
经典经验 Rademacher 复杂度定义中, 涉及的 n 个
样本数据集 (分布) 是给定的, 即, 基于 Rademacher
复杂度的泛化界分析依赖于具体学习问题上的数

据集分布, 有点类似于为该学习问题 “量身定制”
的[64]. 对于具体的学习模型泛化能力的分析, 如[65],
取 Y = {−1,+1}, 0 < δ < 1, 任意的 h ∈ H, 可以
得到如下两式

En(h)− E(h) ≤ 2E(RnH) +

√
log 1

δ

2n
(15)

和

En(h)− E(h) ≤ 2Eσ(RnH) + 3

√
log 2

δ

2n
(16)

分别以至少概率 1− δ 成立. 从式 (13) 和 (14) 可以
看出, 上面的不等式 (15) 和 (16) 右侧与具体学习问
题的数据分布有关. 同时, 后面也将会看到, 不等式
(15) 和 (16) 的证明采用了比不等式 (10) 的证明更
精细的处理技巧. 因而, 基于 Rademacher 复杂度
的分析通常会得到比 VC 维更紧致的泛化界, 在实
际中也更易于计算.
经典 (经验) Rademacher 复杂度原理上是通过

引入 Rademacher 随机变量而得到的一种对函数空
间复杂性的度量, 本质上从量化角度揭示了假设空
间关联随机噪声的能力. Koltchinskii 在文献 [18]
中指出: 关于经典 Rademacher 复杂度惩罚项的计
算与基于随机重新标记 (Randomly relabeled) 样本
数据集, 并通过 ERM 策略来获得学习模型之间具

有等价性, 即,

sup
A∈H

n∑
i=1

σiI{Yi 6=IA(Xi)} ⇔ inf
A∈H

n∑
i=1

I{Ỹi 6=IA(Xi)}

(17)

其中, σi = −1, Ỹi = 0, 且 σi = 1, Ỹi = 1.
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证明. 一方面
n∑

i=1

σiI{Yi 6=IA(Xi)} =

∑
σi=1,Yi=1

(1− IA(Xi)) +
∑

σi=1,Yi=0

IA(Xi) −
∑

σi=−1,Yi=1

(1− IA(Xi))−
∑

σi=−1,Yi=0

IA(Xi) =

∑
i=1,2,··· ,n,Yi=1

σi +
n∑

i=1

σiIA(Xi) (18)

另一方面, 注意到
n∑

i=1

σiIA(Xi) =

∑
σi=1

IA(Xi)−
∑

σi=−1

IA(Xi) =

−
∑

σi=−1

IA(Xi)−
∑
σi=1

(1− IA(Xi)) + num

(19)

其中, num 表示集合 {i ∈ Nn : σi = +1} 中的元素
个数.
对式 (19) 取 sup, 实际上就是对下式取 inf

∑
σi=−1

IA(Xi) +
∑
σi=1

(1− IA(Xi)) =

n∑
i=1

I{Ỹ 6=IA(Xi)} (20)

¤
注 2[18]. 上面的讨论说明: Rademacher 复杂

度可以看作是衡量集类 H (假设空间) 分离能力的
一种度量, 即, supA∈H

∑n

i=1 σiI{Yi 6=IA(Xi)} 很大时,
通过 H 来对样本数据集进行分类, 即使样本数据集
中数据标签是随机标记的, 错误也会很小. 另一方面
也说明, 过大的 supA∈H

∑n

i=1 σiI{Yi 6=IA(Xi)} 是不恰
当的, 因为合理的 H 是要能对正确标记的样本数据
集中数据进行分类, 而不是对任意随机标记的样本
数据集中数据进行分类.

2.2 经典Rademacher复杂度的推广

在本小节中, 将介绍和讨论在经典 (经验)
Rademacher 复杂度基础上推广提出的各种形式
Rademacher 复杂度.
2.2.1 局部Rademacher复杂度

一 批 学 者 注 意 到, 一 般 地, 基 于 经 典

Rademacher 复杂度分析得到的泛化界为O(n−1/2),
但在实际中这往往是次优的[20]. 同时, 也发现在统
计学习理论中对学习模型泛化性能起决定性作用

的, 不是全局的假设函数空间, 而是那些具有较小
方差的函数所构成的假设空间的子空间. 基于此发
现, Bartlett 等提出了局部 Rademacher 复杂度的
概念— 考察原假设空间中具有较小方差的函数子

集[20−23], 存在 r ∈ R 且 r > 0,

ERn{f ∈ F : Pf2 ≤ r} (21)

2.2.2 Rademacher chaos复杂度
以 SVM 为代表的核方法是机器学习中解决非

线性模式分析问题的一种有效方法. MKL是为了解
决核方法在核函数选取等方面的不足而被引入到机

器学习中[66],主要从具体样本数据集出发,在给定的
核函数集中寻找最能表达对应样本数据集的核函数.
因此, 与单核学习相比有更好的适应性和灵活性. 但
这不能保证基于MKL 所得到的学习模型一定有更
好的泛化能力, 因为还需要同时考察 MKL 对应假
设空间的复杂性. 于是, Ying 等[49] 将 U–过程 (见
附录A U–过程) 中的二阶Rademacher chaos 复杂
度引入到统计学习理论中, 用于刻画 MKL 对应假
设空间的复杂性, 分析MKL算法的泛化性能.下面,
给出二阶 (经验) Rademacher chaos 复杂度的相关
定义.

定义 4. 假设 Xi, i = 1, 2, · · · , n 为定义在 X
上且服从分布 P 的 i.i.d.随机变量序列. 令 σi ∈
{−1, +1}, i = 1, 2, · · · , n 为 Rademacher 随机变
量序列. 记函数 f : X ×X → R, F 是 f 的集合. 记

Un(f) :=
1
n

∑
i<j≤n

σiσjf(Xi, Xj) (22)

和

Un(F) := sup
f∈F

Un(f) (23)

则称{
Un(f) :=

1
n

∑
i<j≤n

σiσjf(Xi, Xj), f ∈ F
}

(24)

为二阶齐次 Rademacher chaos 过程.
Rademacher chaos 复杂度记为

EUn(F) := E
[
sup
f∈F

|Un(f)|
]

(25)

而

EσUn(F) := Eσ

[
sup
f∈F

|Un(f)|
]

=

E

[
sup
f∈F

1
n
|

∑
i<j≤n

σiσjf(Xi, Xj)‖X1, · · · , Xn

]

(26)
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称为经验 Rademacher chaos 复杂度.
注 3. 实际上, 经典的 Rademacher 复杂度可以

看作是一阶 Rademacher chaos 复杂度[32].
2.2.3 单模态Rademacher复杂度
度量或相似性学习 (Metric or similarity learn-

ing) 是计算机视觉和模式识别等领域的热点研究问
题之一,是诸如K-means聚类分析、K–近邻分类等
学习算法的基础, 主要基于训练样本数据集学习得
到有效的距离度量来衡量目标之间的相似性. Cao
等为了分析度量学习的泛化性能, 构造了用于度量
学习的 Rademacher 复杂度[36]. 由于文献 [36] 中考
虑的数据描述视角是单一的, 为了区分后面讨论的
多模态度量学习情形的 Rademacher 复杂度[27], 我
们将其称为单模态度量学习下的 Rademacher 复杂
度.
定义 5. 假设 Xi, i = 1, 2, · · · , n 为 X (X ⊂

Rd) 上的 i.i.d.随机变量序列. 令 {σi}b
n
2 c

i=1 为 Rade-
macher 随机变量序列. 则单模态度量学习下 Rade-
macher 复杂度定义为

ERsingle
n :=

1
bn

2
cE

∥∥∥∥∥∥

bn
2 c∑

i=1

σi(Xi −Xbn
2 c+i)(Xi −Xbn

2 c+i)T

∥∥∥∥∥∥
∗

(27)

而

EσRsingle
n :=

1
bn

2
cE

[ ∥∥∥∥∥∥

bn
2 c∑

i=1

σi(Xi −Xbn
2 c+i)(Xi −Xbn

2 c+i)T

∥∥∥∥∥∥
∗

|X1, X2, · · · , Xbn
2 c+bn

2 c

]
(28)

称为单模态度量学习下经验 Rademacher 复杂度.
2.2.4 多模态Rademacher复杂度

由于实际中涉及的数据信息往往是来自多个异

构数据源, 通过多个视角来描述. 如, 音乐网站的歌
曲可以通过节奏和音色等声音特征、标签和歌词等

语义特征、协同过滤 (Collaborative filtering) 和人
物传记等社会特征描述[67−68]. 因此, Lei 等在文献
[36] 中单模态 Rademacher 复杂度基础上, 进一步
提出了适用于多模态度量学习研究的 Rademacher
复杂度[27, 32], 用于多模态度量学习的泛化能力分析.

定义 6. 假设 Xi, i = 1, 2, · · · , n 为 X (X ⊂
Rmd)上的 i.i.d.随机变量序列. 令 {σi}b

n
2 c

i=1 为Rade-

macher 随机变量序列. 记M⊂ Sd×(md), 则多模态
度量学习下 Rademacher 复杂度为

ERmulti
n M :=

1
bn

2
cE


 sup

M∈M

bn
2 c∑

i=1

σidM(Xi, Xbn
2 c+i)


 (29)

而

EσRmulti
n M :=

1
bn

2
cE

[
sup

M∈M

bn
2 c∑

i=1

σidM(Xi, Xbn
2 c+i)

|X1, X2, · · · , Xbn
2 c+bn

2 c

]
(30)

称为多模态度量学习下经验 Rademacher 复杂度.
其中, dM(Xi, Xbn

2 c+i) :=
∑m

k=1(X
k
i − Xk

bn
2 c+i)

T ×
Mk(Xk

i −Xk
bn

2 c+i), Xk
i ∈ Rd, Mk ∈ Sd×d, k = 1,

2, · · · , m.

2.2.5 Dropout Rademacher复杂度

在训练深度神经网络模型时, 如果训练样本较
少, 为防止模型过拟合, Hinton 等提出了 Dropout
技术, 其基本思想是: 训练模型时, 以一定的概率让
网络中某些节点不工作[69]. Wan 等利用经典 Rade-
macher复杂度对Dropout的泛化界进行过研究[70].
Gao 等注意到经典 Rademacher 复杂度仅仅是和训
练样本有关, 而没有刻画出 Dropout 技术在训练
模型时随机改变网络结构的特性, 于是便提出了
Dropout Rademacher 复杂度[34].
定义 7. 假设Xi, i = 1, 2, · · · , n为定义在X 上

且服从分布 P 的 i.i.d.随机变量序列, 令 σi ∈ {−1,
+1}, i = 1, 2, · · · , n 为 Rademacher 随机变量序
列. 记 Rs = {rrrs = (r1, r2, · · · , rs) : rj ∼ Bern(1,
p), j = 1, 2, · · · , s} 3, 其中, s 依赖于具体的 (深度)
神经网络和不同类型的 Dropout (如, 隐藏层节点
的 Dropout、权重的 Dropout 等) 4. 令 rrrs

i = {ri1,
ri2, · · · , ris} ∈ Rs, i = 1, 2, · · · , n 为对应 n 个样本
Dropout 概率的相关向量序列. 记函数 fs : X ×Rs

→ R, Fs 是 f 的集合. Dropout Rademacher 复杂
度定义为

ERDropout
n Fs := E

[
sup
f∈F

1
n

n∑
i=1

σif(Xi, rrr
s
i )

]
(31)

而
3Bern(1, p) 表示参数为 p 的伯努利分布. 如果随机变量 X ∼ Bern(1, p), 则 X 分别以概率 p 取值 1, 以概率 1− p 取值 0.
4如果是隐藏层节点的 Dropout, 那么, rj = 0 表示某节点不工作.
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EσRDropout
n Fs :=

E
[
sup
f∈F

1
n

n∑
i=1

σif(Xi, rrr
s
i )

|X1, · · · , Xn;rrrs
1, · · · , rrrs

n

]
(32)

即是经验 Dropout Rademacher 复杂度.
上面介绍的 Rademacher 复杂度的几种推广形

式都是基于样本数据集产生环境为独立同分布的假

定. 但是, 在具体实际应用中存在着大量非独立同
分布 (Non-independent and identical distribution,
non-i.i.d.) 的数据,如,股票市场预测、天气预报、垃
圾邮件检测等. 因此, 在 non-i.i.d.情形下 (如, 平稳
β-mixing、非平稳 β-mixing、独立不同分布、鞅等)
对学习模型的泛化性能进行研究就显得非常必要和

有实际意义.目前, 已经有学者提出了几类特殊 non-
i.i.d.情形的 Rademacher 复杂度 (如, 块 (Block)
Rademacher 复杂度、独立不同分布 Rademacher
复杂度、序列 (Sequential) Rademacher 复杂度等),
用于 non-i.i.d.情形下学习模型的泛化性能分析.
2.2.6 块Rademacher复杂度
为了研究样本数据集产生环境为平稳 β-mixing

情形的学习模型泛化能力, Mohri 等在文献 [38]
中将经典 Rademacher 复杂度推广到了平稳 β-
mixing 情形, 给出了块 Rademacher 复杂度的
定义. Kuznetsov 等进一步地完善文献 [38] 中块
Rademacher 复杂度, 并将其应用到了非平稳时
间序列预测[42−43]. Mohri 和 Kuznetsov 等在将
块 Rademacher 复杂度用于分析估计学习模型泛
化能力过程中, 都使用到了一种独立块 (Indepen-
dent blocks, IB)的技巧, 从而将对于平稳 β-mixing
和非平稳 β-mixing 等环境下的分析研究与原有
经典 i.i.d.环境下的研究结果建立关联. 下面给
出块 Rademacher 复杂度定义 (具体有关平稳、β-
mixing等概念以及独立块技巧参见附录A平稳性、
β-mixing、独立块技巧).
定义 8. 记样本 ZT

1 = {Z1, Z2, · · · , ZT}. 令 σi

∈ {−1,+1}, i = 1, 2, · · · ,m 为 Rademacher 随机
变量序列. I1 表示 ZT

1 中被划入奇数编号块的样

本数据点对应的指标组成的集合. 记 γi 为被划入

Z(2i − 1) 块的样本数据点对应的指标组成的集合,
i = 1, 2, · · · ,m. l(f, Z(2i − 1)) =

∑
t∈γi

l(f, Zt)
=

∑
t∈γi

Q(Yt, f(Xt)), Zt = (Xt, Yt) ∈ Z 5, 则块
Rademacher 复杂度定义为

ERβ-mixing
|I1| F :=

1
|I1|EZ̃o,σ

[
sup
f∈F

m∑
i=1

σil(f, Z(2i− 1))

]
(33)

而

EσRβ-mixing
|I1| F :=

1
|I1|EZ̃o,σ

[
sup
f∈F

m∑
i=1

σil(f, Z(2i− 1))

|Z1, · · · , Z2m−1

]
(34)

即是经验块 Rademacher 复杂度. 对于偶数编号块,
块与经验块 Rademacher 复杂度分别记为

ERβ-mixing
|I2| F :=

1
|I2|EZ̃e,σ

[
sup
f∈F

m∑
i=1

σil(f, Z(2i))

]

(35)

和

EσRβ-mixing
|I2| F :=

1
|I2|EZ̃e,σ

[
sup
f∈F

m∑
i=1

σil(f, Z(2i))

|Z2, · · · , Z2m

]
(36)

这里, I2 表示 ZT
1 中被划入偶数编号块的样本数据

点对应的指标组成的集合.
2.2.7 独立不同分布Rademacher复杂度
为处理独立但不同分布的样本数据, Mohri 等

在文献 [37] 中给出了如下的 Rademacher 复杂度定
义:
定义 9. 假设 Xi, i = 1, 2, · · · , n 为 X 上

的独立不同分布随机变量序列, 其对应的分布分
别记为 PXi

, i = 1, 2, · · · , n. 令 σi ∈ {−1,+1},
i = 1, 2, · · · , n 为 Rademacher 随机变量序列. 记
函数 f : Z → R, F 是 f 的集合. 有关独立不同分
布的 Rademacher 复杂度定义为

ERnon-identical
n F := E n∏

i=1
PXi

,σ

[
sup
f∈F

1
n

n∑
i=1

σif(Xi)

]

(37)

而经验 Rademacher 复杂度 EσRnon-identical
n 类似于

定义 3 中的经典经验 Rademacher 复杂度.
注 4. 在上面的定义中, 若 PXi

, i = 1, 2, · · · , n
为相同分布时, 则退化为定义 3 中的 Rademacher
复杂度.
2.2.8 序列Rademacher复杂度

Rakhlin 等在文献 [39−41] 中考察了更一般的
样本数据集产生环境, 将经典 Rademacher 复杂度
推广到了鞅的情形, 提出了序列 Rademacher 复杂

5涉及更进一步的符号参见附录 A 独立块技巧中的说明.
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度, 用于分析样本数据集产生环境为鞅情形下的学
习模型泛化能力. 下面给出序列 Rademacher 复杂
度定义 (具体有关鞅的说明参见附录 A).
定义 10. 令 σi ∈ {−1,+1}, i = 1, 2, · · · , n 为

Rademacher 随机变量序列. Z 是可分度量空间6.
记函数 f : Z → R 是 Z 上的有界实值函数, F 是 f
的集合, Z 为一棵 Z–值树7. 序列 Rademacher 复
杂度定义为

E(Rmar
n F) := sup

Z
Eσ

[
sup
f∈F

1
n

n∑
i=1

σif(Zi(σ))

]

(38)

其中, Z1(σ) 表示根结点, Zt(σ) 则依赖于 σ1, σ2,
· · · , σt−1, t > 1.

2.3 基于Rademacher复杂度的分析技术与特点

在前一小节中, 总结了一批学者针对不同样本
数据集产生环境以及不同的假设空间, 进行学习模
型泛化能力研究时, 提出的各种形式 Rademacher
复杂度. 在本节中, 将对基于 Rademacher 复杂度进
行学习模型泛化能力分析的相关处理技巧和特点进

行总结.
在学习模型泛化能力分析研究中, 一种非常

有用的数学技术是概率集中不等式, 是关于独立
随机变量均值 (或函数) 与其期望之间偏差的概率
不等式 (如 Hoeffding 不等式、Bernstein 不等式、
McDiarmid 不等式、Talagrand 不等式等[63]). 并
且, 让我们感兴趣的是这些不等式的偏差概率界往
往是以指数或超级指数 (Super exponentially) 速度
衰减, 而学习模型的估计误差则可以通过经验过程
与其期望的一致偏差进行估计. 因此, 概率集中不等
式为学习模型的泛化能力分析提供了必要的数学技

术.
在早期的学习模型泛化能力分析研究中, 一般

是采用传统概率集中不等式 (如 Hoeffding 不等式、
Bernstein 不等式等) 和 Union 不等式8 进行研究,
具体如下:
利用概率集中不等式, 如 Hoeffding 不等式. 一

般地, 可以得到, 任意 ε > 0, 存在 h0 ∈ H,

P (E(h0)− En(h0) ≥ ε) ≤ exp
(
−nε2

C2

)
(39)

这里, C 为常数.

若 |H| < ∞, 则结合式 (39), 并利用 Union 不
等式, 便有

P (∃h ∈ H,E(h)− En(h) ≥ ε) =

P

[ ⋃
h∈H

(E(h)− En(h) ≥ ε)

]
≤

∑
h∈H

P(E(h)− En(h) ≥ ε) ≤

|H| · exp
(
−nε2

C2

)
(40)

由式 (40), 即有 0 < δ < 1,

sup
h∈H

(Eh− Enh) ≤ C

√
log |H|+ log 1

δ

n
(41)

至少以 1− δ 概率成立. 于是, 就可以用于一致偏差
的估计.

若 |H| = ∞, 式 (40) 得到的泛化界就没有意义.
此时, 可以考虑对假设空间 H 复杂性定义其他类型
的度量, 如, 用 VC 维来代替 |H|.

注 5. 从上面的讨论中可以看到, 由于使用了
Union 不等式, 这些分析所得到的界对分布是一致
成立的, 与特定的样本数据集 (分布) 无关.

Rademacher 复杂度是与具体样本数据集分布
有关的复杂性度量, 基于 Rademacher 复杂度的学
习模型泛化能力分析不再使用 Union 不等式, 而是
采用了诸如McDiarmid 不等式、Talagrand 不等式
等较新的概率集中不等式成果及链式技巧9. 因此,
往往能得到比基于传统复杂度泛化分析相对较紧致

的界. 一般地, 基于 Rademacher 复杂度的泛化界
分析处理技巧和特点可以总结如下:

1) 在损失函数集 F 或假设空间 H 满足一定的
假设条件下, 使用概率集中不等式 (如, McDiarmid
不等式), 建立经验过程极大泛函与其期望之间的偏
差关系. 如在文献 [52] 中, 0 < δ < 1, 下式至少以概
率 1− δ 成立10

sup
f∈F

|Pf − Pnf | ≤ E sup
f∈F

|Pf − Pnf |+
√

2 log 1
δ

n

(42)

2) 不直接刻画函数空间的复杂性规模, 而是关
联经验过程的极大泛函. 首先, 针对特定的样本数

6度量空间 (X, ρ) 被称为是可分的, 如果 X 有一可数的稠密子集, 即, 存在 Y ⊂ X, Y 为可数的, 且任意 x ∈ X, 存在 r > 0, s.t., B(x, r)
(:= {g ∈ X : ρ(g, x) < r}) ∩ Y 6= ∅[71].

7一棵结点取值于可分度量空间 Z, 深度为 n 的完全二叉树.
8P(A ∪B) ≤ P(A) + P(B).
9任意 f ∈ F , 存在 n0 ∈ N 及函数 fi, i = 1, 2, · · · , n0, 按链式展开有 f = f − fn0 +

∑n0
i=1(fi − fi−1), 其中, 约定 f0 = 0[72].

10这里, Pf = E(h), Pnf = En(h).
11对称性质的基本思想: 假设Xi, i = 1, 2, · · · , n 为 i.i.d.随机变量序列. 如果 1

n

∑n
i=1 f(Xi) 的值接近 Ef(X1), 那么, 1

n

∑n
i=1 f(Xi) 的值接

近 1
n

∑n
i=1 f(X′

i), 其中, X′
i 与 Xi, i = 1, 2, · · · , n 独立且同分布.



28 自 动 化 学 报 43卷

据集产生环境以及损失函数集 F (或假设空间 H),
定义具体的 Rademacher 复杂度. 然后, 根据对称性
质11, 得到极大泛函期望与 Rademacher 复杂度的
关系不等式. 如, 在文献 [52] 中有, 任意 F ,

max{E sup
f∈F

(Pf − Pnf),E sup
f∈F

(Pnf − Pf)} ≤

2E(RnF) (43)

最后, 基于得到的关系不等式 (43), 建立经验过程极
大泛函与 Rademacher 复杂度之间的关联.

3) 建立 Rademacher 复杂度与经验 Radema-
cher 复杂度之间的关联. 如, 在文献 [20] 中有, 基于
概率集中 (如Talagrand不等式),得到Rademacher
过程的集中不等式, 记函数 f : X → [a, b] (a, b ∈
R), F 是 f 的集合, 便有, 任意 ε > 0,

P

(
Eσ(RnF) ≤ E(RnF)−

√
ε · E(RnF)
(b− a)−1 · n

)
≤

exp (−ε) (44)

4) 利用数学不等式 (如 Cauchy 不等式等) 与
链式技巧[72], 给出经验 Rademacher 复杂度的上界.
如熵积分 (或 Dudley 积分)[61], 任意 F ,

Eσ(RnF) ≤ 12
∫ ∞

0

√
logN (ε,F , ‖ · ‖L2(Pn))

n
dε

(45)

5) 在不同的算法策略下 (如 ERM、SRM、正则
化等), 基于经验 Rademacher 复杂度的上界, 计算
获得学习模型的泛化界. 一般地, 基于 Rademacher
复杂度的分析可以获得比 VC 维稍快的界.

3 不同复杂度间的关联

在第 2 节中, 对现有文献中各种形式 Radema-
cher 复杂度进行了总结. 在本节中, 将讨论各种形
式 Rademacher 复杂度与传统复杂度12 间的相互关

系.
传统复杂度之间的关联性已经被许多学者进行

过广泛的讨论 (关联性情况见图 1 中的 (12)∼ (16),
具体关联性讨论见文献 [11, 48, 73−77]). 当前, 关于
Rademacher 复杂度在学习模型泛化能力分析方面
的研究, 主要是关注训练样本数据集为 i.i.d.和 non-
i.i.d.两类产生环境, 相关结果总结至表 1. 为了理解
Rademacher 复杂度在学习模型泛化能力方面的应
用与分析, 一批学者在根据具体情形提出各种形式
的 Rademacher 复杂度之后, 也对其与传统复杂度
之间的关系进行了深入分析. 接下来, 我们对各种形
式的 Rademacher 复杂度及其与传统复杂度之间的

关联性进行总结, 相关情况见图 1. 下面是按图 1 中
关联性 1∼ 11 展开的具体讨论.

表 1 Rademacher 复杂度及传统复杂度

Table 1 Rademacher complexities and kinds of

complexities of function classes

复杂度类型
样本数据集

复杂度名称
产生环境

传统复杂度
i.i.d./non- VC 熵, 退火 VC 熵, 生长函数, VC 维,

i.i.d. 覆盖数, 伪维度, Fat-shattering 维等

经典 Rademacher 复杂度, 局部

Rademacher 复杂度

Rade-
i.i.d.

Rademacher chaos 复杂度, 单模态

macher Rademacher 复杂度,

复杂度 多模态 Rademacher 复杂度, Dropout

Rademacher 复杂度

独立不同分布 Rademacher 复杂度,

non-i.i.d. 块 Rademacher 复杂度,

序列 Rademacher 复杂度

关联性 1. Rademacher 复杂度与 VC 熵、生长
函数、VC 维、退火 VC 熵

Massart 在文献 [50] 中, 尝试建立了经典
Rademacher 复杂度与生长函数之间的关联性. 如,

E(RnF) ≤
√

2 · SF(n)
n

(46)

其中, SF(n) 为生长函数.
Kääriäinen在文献 [45]中对Rademacher复杂

度与 VC 维之间的关系进行了深入的分析讨论. An-
guita等在文献 [44]中建立了如下经典Rademacher
复杂度和 VC 的熵关系

E(RnF) ≤ min
λ∈(0,∞]

HF(n)
λn

+
ln cosh(λ)

λ

且有

lim
λ→∞

HF(n)
λn

+
ln cosh(λ)

λ
= 1 (47)

其中, HF(n) 为 VC 熵, cosh 为双曲余弦函数. 进
一步地, Anguita 等基于组合的分析方法, 讨论分析
了经典 Rademacher 复杂度与退火 VC 熵, 生长函
数和VC维之间的关系,并给出了经典Rademacher
复杂度和 VC 熵之间互为可逆的计算关系. 基于这
种计算关系, 通过数值模拟的方式表明, 可以将经典

12本文中所讨论的传统复杂度主要限于 VC 熵、退火 VC 熵、生长函数、VC 维、覆盖数、伪维度、Fat-shattering 维等复杂度.
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图 1 复杂性度量及其相互关系

Fig. 1 Complexity measures and their relationships

Rademacher 复杂度上界改进为介于 O(n−1)∼
O(n−1/2) 之间.
关联性 2. 经典 Rademacher 复杂度与覆盖数
Srebro 等在文献 [46−47] 中讨论改进了文献

[61] 中经典 Rademacher 复杂度与覆盖数之间的关
系, 给出了比式 (45) 更为严格的熵积分, 任意 F ,

Eσ(RnF) ≤

4ε + 12
∫ ∞

ε

√
logN (ε′,F , ‖ · ‖L2(Pn))

n
dε′

(48)

V′Yugin 在文献 [48] 中进一步给出了经典
Rademacher 复杂度 –生长函数、经典经验 Rade-
macher 复杂度 –覆盖数与经典 Rademacher 复杂
度 –覆盖数之间的等价关系.
关联性 3. 局部 Rademacher 复杂度与经典

Rademacher 复杂度
Barlett 等在文献 [20−21] 中研究分析了假设

空间中具有较小方差的函数集. 于是, 在 (全局) 经
典 Rademacher 复杂度基础上得到了局部 Radema-
cher 复杂度, 见式 (21).
关联性 4. 局部 Rademacher 复杂度与覆盖数
Lei 等在文献 [72] 基础上得到了局部 Radema-

cher 复杂度与覆盖数之间的关系[28, 32]

ERn{f ∈ F : Pf2 ≤ r} ≤

inf
ε>0


2ε +

√√√√2r logN
( ε

2
,F , ‖ · ‖2

)

n
+

8b logN
( ε

2
,F , ‖ · ‖2

)

n


 (49)

关联性 5. Rademacher chaos 复杂度与覆盖数
Lei 等在文献 [49] 的基础上进一步给出了

Rademacher chaos 复杂度与覆盖数之间的关
系[29, 32]

EσUn(F) ≤

inf
0<ε< D

2

[√
n(n− 1)

2
ε+

c

∫ D

ε
2

logN (ω,F ∪ {0}, dx)dω

]
(50)

关联性 6. Dropout Rademacher 复杂度与经
典 Rademacher 复杂度

Gao 等在文献 [34] 中为深入研究深度神经网络
中 Dropout 的泛化性能, 提出了用于反映网络结构
变化的 Dropout Rademacher 复杂度. 当刻画网络
结构变化的随机向量序列 rrrs

i , i = 1, 2, · · · , n 退化为
常向量序列时, Dropout Rademacher 复杂度就在
一定意义下退化为经典 Rademacher 复杂度.
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关联性 7∼ 9.序列Rademacher复杂度与 Fat-
shattering 维、覆盖数、经典 Rademacher 复杂度

Rakhlin 等在文献 [39−41] 中给出了鞅情形的
序列 Rademacher 复杂度, 建立了类似经典 Rade-
macher 复杂度与覆盖数的熵积分关系 (见式 (48))

E(Rmar
n F) ≤

inf
0<ε

[
4ε +

12√
n

∫ 1

ε

√
logN2(ω,F , Z)dω

]

(51)

这里, Np(ε,F , Z) 表示树 Z 上 F 在 p 范数意义下
的覆盖数. 并且, 还在一定意义下给出了序列 Rade-
macher 复杂度和 Fat-shattering 维之间的关联性.
同时, 说明了在 Zt(σ) 不依赖于 σ1, σ2, · · · , σt−1 时,
则序列 Rademacher 复杂度退化为经典 Radema-
cher 复杂度. 并且, 还给出了类似经典 Radema-
cher 复杂度的序列 Rademacher 复杂度结构化结
果. 另外, 在鞅条件下, 对统计学习理论中的相关传
统复杂性度量性质 (如生长函数与 VC 维关联性等)
进行了推广和研究.

关联性 10. 多模态 Rademacher 复杂度与单模
态 Rademacher 复杂度

Lei 和 Cao 等分别在文献 [27, 32, 36] 中研究了
单模态 Rademacher 复杂度和多模态 Rademacher
复杂度. 在多模态退化为单模态的情况下, 多模态
Rademacher 复杂度[27] 就退化为了单模态 Rade-
macher 复杂度[36].
关联性 11. 独立不同分布 Rademacher 复杂度

与经典 Rademacher 复杂度
在独立不同分布退化为独立同分布的情况下,

Mohri 等在文献 [37] 中关于独立不同分布的 Rade-
macher 复杂度定义就退化为了经典 (经验) Rade-
macher 复杂度.

Rademacher 复杂度不同于传统 VC 理论, 是
一种依赖特定样本数据集 (分布) 的复杂性度量技
术, 能获得比 VC 维更加紧致的界. 基于上面关联性
1∼ 11 的讨论, 可以知道, 当前关于 Rademacher 复
杂度在泛化界分析研究方面主要集中在训练样本数

据集产生环境为 i.i.d.和 non-i.i.d.两种情形, 而关
于 i.i.d.的研究已有较长时间, 且研究结果也相对较
完善, 而对于 non-i.i.d.的研究主要是最近几年的工
作, 并且研究结果相对尚不完善. 同时也发现, 无论
是 i.i.d.还是 non-i.i.d.的研究, 都试图将 Radema-
cher 复杂度转化为有意义且可计算的上界:

1) 将 Rademacher 复杂度转化为 (熵) 积分形
式. 如上面讨论中的关联性 2、4、5、7∼ 9 等;

2) 将 Rademacher 复杂度 (如单模态 Radema-
cher 复杂度、多模态 Rademacher 复杂度、独立不

同分布 Rademacher 复杂度、块 Rademacher 复
杂度等) 通过不同意义下的可计算上界 (如范数
界[27, 34, 36]、VC 维界[37]、次根函数上界[42]、核值

Gram 矩阵迹[48] 等) 得到学习模型的泛化界, 从
而用于泛化能力的分析研究. 这些复杂度是否存在
(熵) 积分形式仍是一个值得探讨的问题.

4 独立同分布环境

在本节中, 约定样本数据以独立同分布的方
式产生, 按照对假设空间 H 的不同假定, 在相应
的策略下来讨论 Rademacher 复杂度在泛化能力
方面的应用分析情况. 下面对这些方面的应用成
果[19, 27−28, 30−33, 36, 47−49, 51−56] 总结如下:

1) 假定
{
H = {h : h为从 X 到 {−1,+1}的映射}
ERM 策略

Boucheron 等在文献 [52] 中总结了 Radema-
cher 复杂度对泛化界一致偏差的分析情况.

a) 建立经验过程极大泛函与其期望之间的偏差
关系, 见式 (42);

b) 建立极大泛函期望与经典 Rademacher 复杂
度的关系, 见式 (43);

c) 建立经典经验 Rademacher 复杂度与生长函
数的关系, 见式 (46).
一般地, 结合 a)∼ c) 便可以得到一致偏差为

O(1/
√

n). Oneto 等在文献 [53−55] 中基于 Tala-
grand 集中不等式, 将经典 Rademacher 复杂度应
用于学习模型泛化误差分析, 将一致偏差改进为介
于 O(1/n)∼O(1/

√
n) 之间, 并给出了最优情况为

O(1/n).
注 6. V′Yugin在文献 [48]中,说明了上述 c)中

关系等价于经典 (经验) Rademacher 复杂度与覆盖
数的熵积分关系, 并给出了覆盖数与 Fat-shattering
维之间的关系, 从而, 可以在一定条件下更方便地计
算估计经典 Rademacher 复杂度.

2) 假定
{
H = {h : h为从 X 到R的映射}
ERM 策略

在经典的统计机器学习理论中, 往往是在一定
条件下 (如基于损失函数的 Lipschitz 条件、基于
一致有界等[19, 79]), 针对一些具体的 Fat-shattering
维, 覆盖数等的上界, 分析并获得一致偏差或估计误
差为 O(1/

√
n). Srebro 等在文献 [47] 中, 对损失函

数进行特殊假定13

13满足该条件, 称为 H–光滑 (Smooth)[47].
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∣∣∣∣
∂2Q(z, h)

∂h2

∣∣∣∣ ≤ H, H为常数 (52)

从而, 在一定意义下可以获得更好的估计误差为
O(1/n), 并将相关结果应用到了在线学习 (On-line
learning) 和随机优化 (Stochastic optimization).

Lei 等[28, 32] 在损失函数为一致有界的条件下,
给出了局部 Rademacher 复杂度的熵积分, 见式
(49). 同时, 基于 Bernstein 不等式, 对于特殊情
况下可计算的覆盖数上界, 获得诸如 O(((logp n)/
n)1/(2−α)), p > 0, 0 < α ≤ 1 等估计误差.

3) 假定



H = {f : f 为从Rd 到R的映射}
ERM 策略

Gnecco等在文献 [51]中应用经典Rademacher
复杂度分析了径向基神经 (Radial basis function,
RBF) 网络的逼近误差, 得到一定条件下14 的学习

率为 O(1/
√

n).
4) 假定




H = {f : f 为从 X 到 {0, 1}L 的映射, L ≥ 1}
ERM 策略

Yu 等在文献 [56] 中应用经典 Rademacher
复杂度分析了多标签学习 (Multi-label) 的泛化误
差, 得到估计误差为 O(1/

√
n). Xu 等在文献 [33]

中基于局部 Rademacher 复杂度分析了多标签学
习, 改进了文献 [56] 中结果, 在一定条件下得到了
O((log n)/n) 的估计误差.
前面的讨论, 对于假设空间的限制较少, 下面将

讨论几类特殊假设空间的学习模型泛化能力分析情

况.
5) 假定





Hk =

{
πb(h) : h ∈

∑
k,l

(X )

}
, ∀ k ∈ N

ERM 策略

其中, Sl(T ) 为关于节点集 T 的 l –阶样条集合,∑
k,l(X ) =

⋃
T :={a=t0<t1<···<tk=b} Sl(T ), πb(h)(x)

:= max{−b, min{b, h(x)}}, ∀x ∈ X .
Lei 等在文献 [31−32] 中分析了 FKS, 得到

FKS 的局部 Rademacher 紧致上界, 分析了 FKS
的估计误差, 利用逼近论分析 FKS 的逼近误差, 在
对目标函数等做一定的假定下, 得到一定意义下的

泛化误差为O((log n/n)2α/(1+2α)),其中, 0 < α < l,
l 表示样条的阶.

6) 假定15




Hs = {hs : hs 为从 X ×Rs 到R的映射}
ERM 策略

Hinton 等为防止深度神经网络中的过拟合问
题, 于 2012 年提出了 Dropout 技术[69]. Wan 等基
于经典Rademacher复杂度对Dropout的泛化性进
行过分析研究[70]. Gao 等注意到经典 Rademacher
复杂度无法反映出 Dropout 技术所带来的网络结
构动态变化, 于是在文献 [34] 中提出了 Dropout
Rademacher复杂度,并基于此复杂度研究了深度神
经模型的泛化性能. 在一定条件下 (如 Q(·, ·) ≤ M ,
M 为常数) 得到了类似于经典情况 (如式 (15) 和
(16) 或是按式 (42)、(43) 和 (44) 得到) 的不等式
(以 1− δ 概率成立)

En(h)− E(h) ≤ 2E(RDropout
n Hs) + M

√
log 1

δ

2n
(53)

和

En(h)− E(h) ≤ 2Eσ(RDropout
n Hs) + 3M

√
log 2

δ

2n
(54)

进一步地,为分析研究具有 k, k ∈ Nn层隐藏层深度

神经网络的误差估计, 讨论得到了深度神经网络中
三种不同类型的 Dropout 对应的 Dropout Rade-
macher 复杂度上界 (刻画了 Dropout Radema-
cher 复杂度与深度神经网络隐藏层数之间的关系).
具体如下:

a) 如果是节点的 Dropout, Dropout Radema-
cher 复杂度上界为 O(p(k+1)/2/

√
n);

b) 如果是权重的 Dropout, Dropout Radema-
cher 复杂度上界为 O(p(k+1)/2/

√
n);

c) 如果是节点和权重混合的 Dropout, Drop-
out Rademacher 复杂度上界为 O(p(k+1)/

√
n).

7) 假定16





H =
{h : h为从 X 到R的映射,且 h ∈ HK , K ∈ K}
正则化策略

其中, HK 为 RKHS, Mercer 核集合记为 K.
14如对 f 加限制, s.t., f = βr · λ, βr 为 r 阶贝塞尔位势 (Bessel potential of order r), λ 满足 L1 范数条件 [71].
15这里, Rs 参见定义 7.
16再生核希尔伯特空间 (Reproducing kernel Hilbert space, RKHS)[29, 48].
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Lei 等[28, 32] 改进了文献 [39] 中 Rademacher
chaos 复杂度, 得到了更为一般的结果, 见式 (50).
在损失函数为 Lipschitz 连续, 且假设空间函数满
足, 存在 R > 0,

‖h‖K ≤ R, ∀h ∈ HK (55)

的条件下, 将文献 [49] 中给出的泛化误差与 Rade-
macher chaos 复杂度之间量化关系, 应用于 MKL
算法泛化误差的分析[29, 32]. 对于 Hinge 损失函数
和 q –范数软边缘损失函数, 得到了比文献 [49] 中更
一般化的泛化能力或是说额外错分率 (Excess mis-
classification error)结果. V′Yugin则在文献 [48]中
(这里, Y 为 {−1,+1}), 基于样本数据点 {(X1, Y1),
· · · , (Xn, Yn)} 的核值 Gram 矩阵 G, 给出了经典
Rademacher 复杂度的上界

RnF ≤ 1
n

√
tr(G) (56)

然后, 基于式 (42) 和 (43), 在一定意义下给出了
泛化误差或是说错分率 (Misclassification error) 为
O(

√
tr(G)/n + 1/

√
n).

8) 假定




H =
{

M ∈ Sd : ‖M‖ ≤ 1√
λ

}

正则化策略

(Mz, bz) := arg min
M∈Sd,b∈R

{
Ez(M, b) + λ‖M‖2

}

Cao 等在文献 [36] 中研究了单模态度量学习的
估计误差 (算法稳定性). 具体如下:

a) 定义 ERsingle
n , 给出估计误差与 ERsingle

n 之间

的量化关系

E(Mz, bz)− En(Mz, bz) ≤
sup

(M,b)∈F
[E(M, b)− En(M, b)] ≤

4ERsingle
n√
λ

+
4(3 + 2X∗/

√
λ)√

n
+

2(1 + X∗/
√

λ)
(

2 ln( 1
δ
)

n

) 1
2

(57)

其中, X∗ = supx,x′∈X ‖(x− x′)(x− x′)T‖∗.
b) 在弗罗贝尼乌斯 –范数 (Frobenius-norm),

稀疏 L1 –范数 (Sparse L1-norm) 和混合 (2, 1) –范
数 (Mixed (2, 1)-norm) 等几种不同 (矩阵) 范数意
义下, 估计 ERsingle

n 的上界.
c) 结合 a) 和 b) 得到了诸如 O(1/

√
n) 等估计

误差.

9) 假定




H =
{

M ∈ Sd×(md) : ‖M‖ ≤ 1√
λ

}

正则化策略

(Mz, bz) :=
arg min

M∈Sd×(md),b∈R
{Ez(M, b) + λ‖M‖2}

McFee 等在文献 [67−68, 80−81] 对多模态度
量学习进行了广泛而深入的研究, 但是这些研究更
多的是偏重多模态度量学习的算法, 有关模型学习
能力的研究工作则相对缺乏. Lei 等在文献 [27, 32]
中基于文献 [36] 单模态度量学习的工作, 展开了多
模态度量模型学习能力的研究.

a) 在一定条件下 (如 Rd×(md) 上函数满足 β –
强凸[27] 等) 给出了 ERmulti

n (M) 的估计上界

E(Rmulti
n M) ≤ X∗

√
2fmax

βbn
2
c (58)

b) 给出估计误差与多模态 Rademacher 复杂度
之间的量化关系

E(Mz, bz)− En(Mz, bz) ≤

2E(Rmulti
n M) + 2

(
1 +

X∗√
λ

) 1 + 2
√

ln(1
δ
)

√bn
2
c

(59)

c) 结合 a) 和 b), 讨论了混合 –范数和 Schat-
ten –范数等几种不同 (矩阵) 范数意义下的多模态
度量模型学习能力, 得到了诸如 O(1/

√
n) 等估计误

差.
注 7. 当多模态退化为单模态时, 式 (59) 就退

化成了单模态情形下 (见式 (57)) 的更紧致的上界.
10) 假定





Hk =

{
k∑

i=1

ωiK([x− ci]TAi[x− ci]) + w0 :

k∑
i=0

|ωi| ≤ b

}
, k ∈ N

SRM 策略

神经网络的学习能力已经有大批学者从逼近

误差和估计误差两方面进行了广泛而深入的研

究[51, 76, 82−87]. Lei 等[30, 32] 在文献 [82] 中关于估
计误差的分析基础上, 将局部 Rademacher 复杂度
引入到神经网络估计误差的分析. 首先, 改进了式
(49) 的结果, 得到
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ERn{f ∈ F : Pf2 ≤ r} ≤

inf
ε>0

[
2ε + (2

√
2bε +

√
r)

√
2 logN (ε,F , ‖ · ‖1)

n
+

8b logN (ε,F , ‖ · ‖1)
n

]
(60)

然后, 结合式 (60), 并应用 Talagrand 不等式, 在核
函数、损失函数等满足一定条件下, 得到估计误差为
O((1/n)1/(2−αp)), 其中, αp = (2/p) ∧ 1, p > 1.
注 8. 本节主要讨论了样本数据集为 i.i.d.的情

形, 按照一般的假设空间以及特殊的假设空间 (如H
为 RKHS、矩阵空间和样条函数空间等几类情况),
在 ERM、SRM 和正则化等几种不同的学习策略下,
总结讨论了 Rademacher 复杂度在学习模型泛化界
方面的应用分析. 在这些应用分析中, 主要采用了概
率集中不等式、覆盖数、链式技巧和 Cauchy 不等式
等一系列数学技术. 一般地, 基于 Rademacher 复
杂度的分析能得到比 VC 维相对紧致的界. 为便于
阅读, 相关内容总结至表 2.

5 非独立同分布环境

在前一节中, 主要讨论了在样本数据为 i.i.d.的
假定下, Rademacher 复杂度在泛化能力分析方面
的应用. 但是, 现实应用中存在的大量数据, 本质上
具有相依性或时间相关性. 所以, 对具体实际应用而
言, i.i.d.是一个非常强的假设. 正是因为如此, 很多
学者开始考虑研究 non-i.i.d.情形下的学习模型泛化
能力. 最早的工作可以追溯到 Yu 在文献 [88] 中基
于Bernstein的独立块技术,在样本数据分布为平稳
分布且满足 β-mixing 的假定下, 对学习模型泛化误
差进行的VC维界分析研究.之后, Meir在文献 [89]

中基于假设空间复杂性的覆盖数度量, 分析研究了
学习模型的泛化误差. 针对具体样本数据集分布,
Mohri 等在文献 [38] 中开始采用 Rademacher 复杂
度来分析假设空间的复杂性, 研究讨论了在样本数
据分布为平稳分布且满足 β-mixing 的假定下, 学习
模型的一致偏差. 之后, 许多学者陆续将 Radema-
cher 复杂度的泛化能力研究推广到样本数据集分布
为几种特殊 non-i.i.d.的情形.
本节主要在样本数据分别为独立但不同分布、

β-mixing、鞅和非平稳等几种 non-i.i.d.情形约定
下, 按对假设空间 H 的不同假定, 来讨论 Radema-
cher 复杂度在学习模型泛化能力方面的分析应用结
果 (见文献 [37−43]).

1) 假定
{
独立不同分布

H = {f : f 为从 X 到 Y 的映射}
Mohri 等[37] 基于文献 [90−91] 中研究结果, 进

一步提出不同分布下的 Rademacher 复杂度, 来分
析研究训练样本数据集独立但是不同分布的情况,
在一定条件下 (如 Q(·, ·) ≤ M , M 为常数) 得到了

EPXn+1
[h]− En[h] ≤

2E(Rnon-identical
n H) + M

√
log 1

δ

2n
+

1
n

n∑
i=1

sup
h∈H

|EPXi
[h]− EPXn+1

[h]| (61)

基于上一节 i.i.d.部分的讨论, 可以知道, 在一
定意义下一致偏差为 O(1/

√
n). 同时, Mohri 等还

将相关结果应用到了在线学习.

表 2 i.i.d.情形的泛化界分析

Table 2 Generalization analysis for i.i.d.

样本数据集产生环境 学习策略 假设空间 泛化能力

1) X → {−1, +1} O
(

1√
n

)[52]
, O

(
1
n

)[53−55]
等

2) X → R O
(

1
n

)[47]
, O

(
logp n

n

)1/(2−α)[28, 32]
等

ERM 3) Rd → R O
(

1√
n

)[51]

4) X → {−1, +1}L O
(

1√
n

)[56]
, O

(
log n

n

)[33]

i.i.d. 5) 自由样条函数空间 O

((
log n

n

)2α/(1+2α)
)[31−32]

等

6) X ×Rs → R O
(

p(k+1)/2
√

n
+ 1√

n

)
, O

(
pk+1
√

n
+ 1√

n

)[34]

7) RKHS O

(√
tr(G)

n
+ 1√

n

)[48]

正则化 8) Sd O
(

1√
n

)[36]
等

9) Sd×(md) O
(

1√
n

)[27, 32]
等

SRM 10) 神经网络空间 O

((
1
n

) 1
2−αp

)[30, 32]
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注 9. 当 PXi
, i = 1, 2, · · · , 为相同分布时, 式

(61) 就退化为式 (42) 和 (43) 的情形.
2) 假定




平稳分布且 β-mixing

H = {f : f 为从 X 到R的映射}
Mohri 等[38] 在文献 [88−89] 基础上, 采用独立

块技巧, 应用 Rademacher 复杂度分析研究了平稳
β-mixing 序列17.

a) 建立原始样本数据集中数据块与构造的独立
块之间的泛化误差关系

|EZo [h]− EZ̃o [h]| ≤ (s− 1) ·M · β(a′) (62)

b) 应用 i.i.d.情形下的对称性质, 建立极大泛函
期望与 Rademacher 复杂度的关系

EZ̃o [Φ(Z̃o)] ≤ 2E(Rβ-mixing
|I1+I2| H) (63)

其中, Φ(Z̃o) = suph∈H(EZ̃o
1
m

∑m

i=1 h(Z̃(2i− 1))−
1
m

∑m

i=1 h(Z̃(2i− 1))).
c) 结合 a) 和 b), 并应用 i.i.d.情形下的 Mcdi-

armid 不等式, 得到一致偏差的 Rademacher 复杂
度上界不等式

E
1
n

n∑
i=1

h(Zi)− 1
n

n∑
i=1

h(Zi) ≤

2E(Rβ-mixing
|I1+I2| H) + M

√
log 2

δ

2s
(64)

其中, n = 2sa, a 为块的长度, E(Rβ-mixing
|I1+I2| H) =

1
|I1+I2|E(Z̃o,Z̃e),σ[supf∈F

∑s

i=1 σil(f, Z(i))]. 其他符
号见第 3节中块Rademacher复杂度以及附录A独
立块技巧的说明.
类似于 i.i.d.的讨论[48], 在 Y = {−1,+1} 的

假定下, 给出了一定意义下泛化误差或是错分率为
O(

√
tr(G)/s + 1/

√
s), 其中, n = 2sa.

注 10. 当假定条件退化为独立同分布时, 式
(64) 就退化为式 (42) 和 (43) 中的特殊情况.

3) 假定



非平稳分布且 β-mixing

H = {f : f 为从 X 到 Y 的映射}
Kuznetsov 在文献 [42] 中提出了子样选取

(Sub-sample selection) 技巧, 具体如下:
记样本数据集 Zn

1 , 给定常数 a ≥ 1, 存在 k ≥ 1,
s.t., n = ka. 定义子样

Z(j) = (Z1+j, Z2+j, · · · , Zk−1+j) (65)

其中, j = 0, 1, · · · , a− 1.
基于该技巧以及文献 [88] 中的独立块技巧, 考

虑分析了平均错误 (Averaged error) 下的一致偏差,
建立了与 Rademacher 复杂度之间的关系不等式

EZn+s
[Q(Zn+s, h)]− 1

n

n∑
i=1

Q(Zi, h) ≤

2max
(
E(Rβ-mixing

|I1| F),E(Rβ-mixing
|I2| F)

)
+

max(∆1,∆2) +

M max




√√√√
m∑

j=1

a2
2j−1,

√√√√
m∑

j=1

a2
2j,

√
log 2

δ

2n2


 ≤

2
a

2a∑
j=1

(
1
k
E[sup

h∈H

k∑
i=1

σiQ(Za(2i−1)+j, h)]

)
+

2
n

n∑
t=1

sup
h∈H

|EZn+s
[Q(Zn+s, h)]− EZt

[Q(Zt, h)]|+

M

√
log 2

δ

8k
(66)

其中, I2 表示 Zn
1 中被划入偶数编号块的样本数据

点对应的指标组成的集合, ∆i = 1
|Ii|

∑
t∈Ii

suph∈H |
EZn+s

[Q(Zn+s, h)] − EZt
[Q(Zt, h)]|, i = 1, 2. 其他

符号见第 3 节中块 Rademacher 复杂度以及附录 A
独立块技巧的说明.
同时, 还讨论研究了路径相依错误 (Path-

dependent error) 下的一致偏差, 建立了与 Rade-
macher 复杂度之间的关系不等式

EZn+s
[Q(Zn+s, h)]− 1

n

n∑
i=1

Q(Zi, h) ≤

1
n

n∑
t=1

sup
h∈H

|EZn+s
[Q(Zn+s, h)]− EZt

[Q(Zt, h)]|+

2E(Rmar
n−sF) + O

(√
(log n)3

n

)
(67)

又注意到样本数据的非平稳性, 可能会导致样
本分布不收敛到目标分布, 所以定义了比 β-mixing
更强的条件: 随机过程的极限收敛于平稳分布, 并
基于次根函数和局部 Rademacher 复杂度, 讨论了
该极限平稳分布下学习模型的泛化误差情况. 另外,
Kuznetsov 在文献 [43] 中进一步推广了文献 [42] 中
有关泛化界分析的结果, 并且基于推广后的结果设
计了非平稳时间序列预测的有关算法.
注 11. 若非平稳分布退化为平稳分布, 则上述

式 (66) 退化为类似式 (64) 中的情况; 若非平稳分布
17这里, 处理的 F 是特殊的, 实际上即是假设空间H.
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退化为独立不同分布, 则上述式 (66) 退化为类似式
(61) 中的情况; 若非平稳分布退化为独立同分布, 则
上述式 (66) 退化为类似由式 (42) 和 (43) 得到的特
殊情况.
另外, 平稳或非平稳的 β-mixing 的 Radema-

cher 泛化性能分析结果, 目前还未见到用于在线学
习, 然而在在线学习中经常会出现 “随时间推移, 未
来对过去的依赖充分地小” 的情形, 这正是附录中
注 A1 所描述的 β-mixing 的直观意义. 所以, 平稳
或非平稳的 β-mixing 学习模型的 Rademacher 泛
化性能分析结果, 将会有助于在线学习泛化性能的
分析研究.

4) 假定
{
鞅

H = {f : f 为从 Z 到 [−1, 1]的映射}
其中, Z 为可分度量空间.

Rakhlin 等在文献 [39−41] 中基于给出的序列
Rademacher 复杂度, 讨论了学习模型的一致收敛
性.

a) 建立鞅差序列与序列 Rademacher 复杂度的
关系

E sup
f∈F

(
1
n

n∑
i=1

(E[f(Xt)|At−1]− f(Xt))

)
≤

2E(Rmar
n F) (68)

b) 给出序列 Rademacher 复杂度的收敛速度

E(Rmar
n F) = O

(
B√
n

)
(69)

其中, B = infz∈Z supf,f ′F(f(z)− f(z′)) ≥ 0.
c) 结合 a) 和 b), 当 n → 0 时, 保证了鞅意义下

学习过程的一致收敛性. Rakhlin 等还进一步讨论
了相关结果在在线学习方面的应用.
相比其他 non-i.i.d.方面的研究, 基于鞅的学习

模型泛化界研究工作尚不完善.
注 12. 本节主要讨论了样本数据集分布为

non-i.i.d.的情形, 从经验过程极大泛函的角度, 基
于 Rademacher 复杂度分析讨论学习模型的泛化能
力. 在这部分的讨论中, 还引入了独立块与子样选取
等一些新的数学处理技巧. 为便于阅读, 相关内容总
结至表 3.

6 小结与展望

学习模型的泛化能力分析是当前统计学习理论

中的研究热点和难点, 经过很多学者的努力 (如文献
[18−21, 92] 等), Rademacher 复杂性度量已经发展
成为一种度量函数空间容量, 进行学习模型泛化能

力分析的极其有效的工具. 与已有的 VC 维等函数
空间复杂性度量方法相比, Rademacher 复杂度与
一致偏差具有更加紧密的关联性, 并且更能客观地
定量刻画假设空间的复杂性[45], 因此, 在统计学习
理论研究中越来越体现出其重要意义与研究价值.

表 3 non-i.i.d.情形的泛化界分析

Table 3 Generalization analysis for non-i.i.d.

样本数据集产生环境 假设空间 泛化能力

独立不同分布 1) X → Y O
(

1√
n

)[37]

平稳分布且 β-mixing 2) X → R O

(√
tr(G)

n
+ 1√

n

)[38]

非平稳分布且 β-mixing 3) X → Y 非平稳性可能导致

不收敛于 0[42]

鞅 4) Z → [−1, 1] 一致收敛 [39−41]

从当前的研究现状来看, Rademacher 复杂度
在统计学习理论的应用主要是: 在学习框架和样本
数据空间的假定下, 针对具体的假设空间, 展开对
学习模型泛化能力的分析研究. 在学习框架假定方
面, 本文关注有监督学习框架, 而关于非监督学习
框架下学习模型的泛化能力研究, Rademacher 复
杂度也有一些最新的应用, 如, 在直推学习 (Trans-
ductive learning) 框架下提出的直推 Rademacher
复杂度和置换 (Permutational) Rademacher 复杂
度[93−95] 等, 但相关研究尚不完善和成熟; 在样本数
据空间假定方面, 当前关于 Rademacher 复杂度在
统计学习理论中的应用主要是关于序列方面, 并且
主要集中在序列的样本数据产生环境为 i.i.d.情形,
在 non-i.i.d 情形, 虽有一些研究但也相对尚不完善.
同时, 对于非序列方面, 如, 有关随机场学习模型泛
化能力的研究, 则处于空白阶段. 随着关于随机场
的集中不等式研究成果[96−97] 的出现, 将会有助于
Rademacher 复杂度在随机场等非序列学习模型泛
化能力方面的应用与研究.

另外, 随着 Rademacher 复杂度在统计学习理
论泛化能力方面的进一步深入应用与研究, 一方
面, 会有更紧致、更容易指导实践的泛化界被发现,
从而将有助于更好地指导实际算法的设计. 另一方
面, 也会促进其他领域如认知心理学等的应用与发
展[98−99].

附录A

在本部分中, 考虑到本文的可读性, 给出前面讨论要用

到的相关定义和技巧.

A1 覆盖数
覆盖数作为实变函数理论中的概念, 最早由 Kol-

mogorov 等给出[78], 本质上是从函数逼近论观点刻画函数空
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间的复杂度, 其基本思想是利用有限个半径固定的球来逼近

原本无限的函数空间. 覆盖数可以看作是对生长函数的一种

推广[76]. 此处引用文献 [32] 中给出的定义形式:

假定 (G, d)为度量空间, F ⊂ G. 任意 ε > 0,有任意 f ∈
F , 存在 g ∈ F∆, s.t., d(f, g) ≤ ε, 则 F∆ 为 F 的一个 ε –覆

盖. 若 ε –覆盖 F∆ ⊂ F , 则称 F∆ 为 F 的一个正则 ε –覆盖.

记N (ε,F , d) := min{|F∆| : F∆ ⊂ F 是 F 的一个 ε –覆盖}.
A2 UUU−过程

假设 Xi, i = 1, 2, · · · , n 为定义在 X 上且服从分布 P

的 i.i.d.随机变量序列, 记函数 f : X × X → R, 且 f 是对称

的, F 是 f 的集合. 则

1

n(n− 1)

∑

1≤i6=j≤n

f(Xi, xj), ∀ f ∈ F (A1)

称为 U –过程[100].

U –过程最初由 Nolan 等引入随机过程理论, 是一簇指

标取自对称核函数集合的 U –统计量, Peña 等为了研究退化

U –过程的渐进行为, 提出了 m ∈ N 阶 Rademacher chaos

复杂度的定义[35].

A3 平稳性[101]

随机过程 {Xt, t ∈ T} 称作是平稳的, 若有 ∀n ≥ 1, t1,

t2, · · · , tn ∈ T 和 h ∈ R, t1 + h, t2 + h, · · · , tn + h ∈ T , 有

P(Xh+t1 , · · · , Xh+tn) = P(Xt1 , · · · , Xtn) (A2)

其中, P 为 {Xt, t ∈ T} 对应的联合分布.

A4 βββ-mixing[42−43]

设 {Zt}+∞t=−∞ 为 Z 上对应联合分布为 P 的双无限

(Doubly infinite) 随机变量序列, 则 β-mixing 系数记为: 任

意 a ∈ N 且 a > 0,

β(a) := sup
t

EZt
−∞

[ sup
A∈σ(Z∞t+a)

|P∞t+a(A|Zt
−∞)− P∞t+a(A)|]

(A3)

其中, σ(Z∞t+a) 表示由 Z∞t+a 生成的 σ –代数, 则称 P 是 β-

mixing, 若 a →∞, 有

β(a) → 0 (A4)

注 A1. β-mixing 的直观意义: 随着时间的推移, 未来

对过去的依赖充分地小.

A5 独立块技巧[42, 88]

独立块技巧最早可以追溯至 1927 年 Bernstein 的工作.

记样本 ZT
1 = {Z1, Z2, · · · , ZT }, 将其分为大小为 ai, i

= 1, 2, · · · , 2m 的 2m 块, 且 T =
∑2m

i=1 ai, 即

ZT
1 = {Z(1), Z(2), · · · , Z(2m)} (A5)

其中, Z(1) = Z
u(i)

l(i) , l(i) = 1+
∑i−1

j=1 aj , u(i) = 1+
∑i

j=1 aj ,

i = 1, 2, · · · , 2m. 于是, 有

奇数编号块

Zo = {Z(1), Z(3), · · · , Z(2m− 1)} (A6)

偶数编号块

Ze = {Z(2), Z(4), · · · , Z(2m)} (A7)

对于表达式 (A6) 和 (A7), 分别构造表达式 (A8) 和

(A9) 如下:

Z̃o = {Z̃(1), Z̃(3), · · · , Z̃(2m− 1)} (A8)

和

Z̃e = {Z̃(2), Z̃(4), · · · , Z̃(2m)} (A9)

其中, 在式 (A8) 中 Z̃(i), i = 1, 3, · · · , 2m − 1 是独立随机

变量序列, 且 Z̃(i) 和 Z(i), i = 1, 3, · · · , 2m− 1 具有相同分

布. 在式 (A9) 中 Z̃(i), i = 2, 4, · · · , 2m 是独立随机变量序

列, 且 Z̃(i) 和 Z(i), i = 2, 4, · · · , 2m 具有相同分布.

A6 鞅[71]

随机过程 {Xt, t ∈ T}, 其中, 集合 T 为任意指标集, Xt:

X → R. 若满足: 任意 t ∈ T , Xt 是关于 At –可测的随机变

量; E|Xt| < ∞, t ∈ T ; 并且任意 s, t ∈ T , s ≤ t, 有

E(Xt|As) = Xs, a.e. (A10)

则称 {Xt, t ∈ T} 为鞅. 这里, σ(At) 表示由 {Xs ≤ t} 生成
的 σ –代数.

注 A2. 为简单起见, 假定指标集 T 为离散集. 鞅反

映了某种无后效性, 即, 当已知时刻 t 以及之前的值 X1, X2,

· · · , Xt, 那么, t + 1 时刻的值 Xt+1 对 X1, X2, · · · , Xt 的

条件期望与时刻 t 之前的值 X1, X2, · · · , Xt−1 无关, 且等于

Xt.
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