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利用参数表示任意维数正交矩阵的 ICA新算法

汤 影 1 李建平 1, 2

摘 要 在独立分量分析 (Independent component analysis, ICA) 中, 寻找去除高阶相关的正交矩阵成为问题关键, 而正交

矩阵具有特殊的空间结构, 组成它的每个列向量可视作RN 中单位超球表面上一点, 当这些点彼此垂直时, 整体就组成一个正

交矩阵. 自然地, 这些点可以用其球坐标来参数化. 本文通过观察正交矩阵的几何结构, 找到了任意维数的随机正交矩阵的参

数表示方法, 且论证了这种表示的完备性; 同时, 对随机正交矩阵参数表示的随机性做了定量分析; 然后, 利用遗传算法对参数

化正交矩阵中的参数进行搜索, 得到了分离结果. 本文称这种算法为 OICA 算法, 并给出了该算法的仿真实验.
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A New Algorithm of ICA: Using the Parametrized Orthogonal Matrixes of

Any Dimensions

TANG Ying1 LI Jian-Ping1, 2

Abstract In independent component analysis (ICA) problems, it is the key to find an orthogonal matrix to throw away

high-order redundancy between components. Orthogonal matrixes have special structures in which row vectors of them

can be seen as vectors perpendicular to each other on N -sphere. A parametrization method of all the matrices of any

dimensions is proposed and the completeness of the parametric presentation is proven. Further, a theoretical analysis is

made for randomicity. We use genetic algorithm (GA) in searching of the optimized separating matrix. Finally, some

numerical simulation results are given.
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独立分量分析 (Independent component anal-
ysis, ICA) 是近年来伴随着盲信号分离 (Blind
source separation, BSS) 问题发展起来的一种新
的信号处理技术[1−2], 该方法的基本思路是以非高
斯信号为研究对象, 在独立性假设前提下, 对多路
观测信号进行盲源分离. ICA 技术已经在阵列传感
器[3], 图像恢复[4], 生物医学工程[5] 等诸多信号处理

相关领域取得了应用上的成功.
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设有 N 个未知的源信号 SSS(t) = [S1(t), S2(t),
· · · , SN(t)]T, i = 1, 2, · · · , N , 其中 t 是离散时刻.
设 A 是一个 M × N 维常数混合矩阵. XXX(t) =
[X1(t), X2(t), · · · , XM(t)]T, i = 1, 2, · · · ,M 是M

个可观察信号. NNN(t) = [N1(t), N2(t), · · · , NM(t)]T,
i = 1, 2, · · · ,M 是M 个白色、高斯、统计独立的噪

声信号. 对于带噪声 ICA[1, 6], 有形如下式的定义

XXX (t) = ASSS (t) + NNN (t) M ≥ N (1)

为了简化模型, 常常把噪声略去, 同时假设 M =
N [1], 此时有

XXX (t) = ASSS (t) M = N (2)

ICA 问题为对任意 t, 根据已知的XXX (t) 在 A 未知

的条件下求未知的 SSS (t).
在 ICA 各种成熟的算法当中, 其中一大类围绕

梯度知识来展开, 这类算法大多属于在线自适应算
法的范畴[7−9]; 另一大类则侧重于模型的代数结构,
大多围绕正交矩阵的性质来展开, 这类算法特别适
合离线或批处理数据的情况. 相对而言, 第二类算
法效率较高且稳定性更强, 比如法国学者 Cardoso
提出的 “特征矩阵的联合近似对角化法 (JADE 方
法)”[10] 就是一个代表, 作者构造出了一些反映 ICA
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问题的代数结构的矩阵, 把 ICA 问题转换为矩阵联
合对角化问题, 找到了新的思路.

ICA 问题本质上是一个大规模高维非线性优化
问题. 所谓的 “维数灾难” 是任何一个 ICA 算法必
须要面对的现象, 尽可能地降低问题的维数, 尽可
能地减少优化变量的个数具有重要的意义, 在这方
面, ICA 领域内得到的结论还不多. 以 FastICA 算
法[11−12] 为例, 此算法利用了不动点思想, 但缺陷是
没有利用矩阵的正交性作为问题的内在约束, 而是
把白化后的正交分离矩阵笼统地看作一个一般矩阵,
最后在得到的结果中通过正交化过程把这个一般的

矩阵化成正交矩阵. 显然, 这样做增加了优化问题的
时间复杂度, 同时, FastICA 算法是否完备地搜索了
整个正交矩阵空间也一个疑问.

ICA 的做法一般是首先对数据进行 “白化”, 这
一点通过成熟的 PCA 算法可以实现[1−2]. 白化预处
理可以有效地降低 ICA 问题的复杂度, 且白化预处
理后使得原来所求的解混合矩阵退化成一个正交阵.
此外, PCA 本身具有降维功能, 当观测信号的个数
大于源信号个数时, 经过白化可以将观测信号数目
降到与源信号数目相同. 白化过程最重要的一点就
是: 经过白化后, 只需要寻找适当的正交矩阵, 去除
信号之间的高阶相关性, 而二阶相关在白化时已经
去除了. 这样, 我们就可以把注意力集中在如何寻找
去除信号高阶相关的正交矩阵上.
我们知道任何一个二维正交矩阵作用在一个向

量上, 相当于是对此向量在平面上作一个旋转, 而以
这个旋转角为参数足以表达任何一个二维正交矩阵,
即一个角度参数就可以参数化任何一个二维正交矩

阵. 但是高维情况下是否存在类似的正交矩阵的参
数化表示就不是那么容易回答的一个问题了. 如果
找到了任意维数下正交矩阵的参数化矩阵, 则优化
变量个数大致减少一半, 这点在大规模 ICA 问题中
将起到重要作用. 本文的目标是在寻求到任意维数
下正交矩阵的参数化表示后, 减少优化问题中的变
量数目, 然后通过遗传算法对 ICA 模型寻优, 最终
得到一种新的 ICA 算法— OICA 算法, 并且对此
算法各方面的性能指标进行评估.

本文内容安排如下: 第 1 节对任意维数下正交
矩阵的参数表示进行分析; 第 2 节说明 OICA 算法
的具体细节; 第 3 节是关于 OICA 算法的一些分析
和思考; 第 4 节是算法的仿真实验及应用.

1 正交矩阵的参数化表示

对 N × N 维正交矩阵, 变量有 N 2 个, 约束有
(N 2 + N)/2 个, 则至少需要 (N 2 −N)/2 个参数才
能完备地表达N ×N 维正交矩阵空间. 如果能够找

到一个统一的带 (N 2 − N)/2 个参数的矩阵来表达
任意 N ×N 维正交矩阵, 借助参数矩阵表达的统一
性, 就可以在后续寻优问题中 (比如使用梯度优化算
法), 使用显式的解析表达式. 此时正交性已经在参
数矩阵中得到满足, 所以本质上变成了无约束的多
元优化问题, 而且此时所需的参数数目是最少的. 如
果采取直接以 N 2 个变元进行优化, 此时优化中必
然带有满足正交性要求的 (N 2 +N)/2 约束, 搜索空
间的变大必然带来不必要的运算. 比如对一个二维
ICA 问题, 观测向量为 xxx = [x1, x2]

T, 在正交矩阵G

的作用下, 得到 yyy = Gxxx, 其中

G =

[
cos θ − sin θ

sin θ cos θ

]
(3)

在 G 的作用下, 向量 xxx 顺时针旋转 θ 后变为向量 yyy,
同时我们注意到任何一个 2 × 2 维正交矩阵都可以
表示成G 矩阵的形式, G 矩阵只有一个自由度 θ, 这
个参数可以认为是球坐标在平面上的具体表现形式.
混合信号在白化预处理后, 我们只需要对 θ 作一维

优化, 即可方便地得到 “全局性” 的优化结果, 因为
对 θ 作一维优化的过程中, 遍历了所有 2× 2 维的正
交矩阵.

但是一个带有 (N 2 − N)/2 个参数且满足正交
性的 N ×N 维参数矩阵, 却不一定能表示任何一个
N ×N 维正交矩阵, 这个事实是明显的.

N 维单位向量的自由度是 N − 1, 我们只需
要 N − 1 个参数就可以构造任意 N 维单位向量.
在欧几里德空间中, 任一 N 维单位向量对应 N

维单位超球面上一点. 任一 N × N 维正交矩阵

由 N 维球超面上的 N 个两两垂直的点构成. 在
RN 中, 半径为 1 的超球面上任一点可以用球坐标
(1, x1, x2, · · · , xN−1)来表示,其中 x1, x2, · · · , xN−1

是角度参变量, 下面以 R3 为例进行说明 (见下页图
1 所示).
在图 1 中, ∠AOB = x1, ∠BOC = x2, OAOAOA =

[ sin x1, cos x1 sinx2, cos x1 cos x2 ] 是单位向量. 推
广到 RN , 对在 RN 中半径为 1 的超球面上任一点,
有

nnn1(XXX1) = nnn1(x11, x12, · · · , x1N−1) =
[ sin x11, cos x11 sinx12, cos x11 cos x12 sinx13, · · · ,

cos x11 cos x12 · · · cos x1N−2 sinx1N−1,

cos x11 cos x12 · · · cos x1N−2 cos x1N−1 ]TN×1

(4)
其中 (x1, x2, · · · , xN−1) ∈ [0, 2π), 不难验证其长度
为 1. 这是一个带 N − 1 个参数的 N 维单位向量,
而且 nnn1(XXX1) 可以表达任何 N 维单位向量.
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图 1 三维空间中球坐标表示

Fig. 1 Sphere coordinate in R3

在得到 nnn1(XXX1) 后, 随机构造另外 N − 1 个向
量, 使之加上 nnn1(XXX1) 后, 成为 RN 的一组基 (后面
的讨论将证明这个操作很容易实现, 且以概率 1 成
功). 然后通过施密特正交单位化过程, 得到 RN 的

一组规范正交基, 这些列向量形成一个矩阵, 这个矩
阵有两个特点:

1) 是正交矩阵;
2) 在一个方向上, 即 nnn1(XXX1) 代表的方向上可

以任意变动.
下面是施密特正交单位化过程的操作方式:
设 {nnn1(XXX1), bbb2, · · · , bbbN}是内积空间 V 的一组

基, 令 ggg1 = nnn1(XXX1), 有

gggi+1 = bbbi+1 −
i∑
1

〈
bbbi+1, gggj

〉
〈
gggj, gggj

〉 gggj, qqqi =
gggi+1∥∥gggi+1

∥∥
i = 1, 2, · · · , N − 1

(5)

则
{
nnn1(XXX1), qqq1, · · · , qqqN−1

}
是内积空间 V 的一组

规范正交基.
我们把上面随机构造的且通过正交单位化后

形成的 N − 1 个向量组成矩阵 Q1 = [qqq1, qqq2, · · · ,
qqqN−1]N×(N−1).

矩阵 [nnn1(XXX1), Q1]N×N 显然没有完备地表达

N×N 正交矩阵空间, 除了nnn1(XXX1)这个方向外, Q1

代表的方向都是固定的. 而最终我们完全消除了 Q1

代表的方向的固定性, 做到完备地表示所有正交矩
阵, 且与 Q1 的随机性无关.
由以上分析可知,

{
qqq1, qqq2, · · · , qqqN−1

}
张成的超

平面一定与nnn1(XXX1)垂直, nnn1(XXX1)一经确定,与之垂
直的超平面也就确定了, 即正交矩阵中其他的N −1
个单位向量一定在这个超平面内选择, 换句话说, 一
定可以写成

{
qqq1, qqq2, · · · , qqqN−1

}
的线性组合, 即对任

何一个与 nnn1(XXX1) 正交的向量www 必有如下形式

www =
N−1∑
i=1

aiqqqi ai 是常数, 且不全为 0 (6)

令

nnn2(XXX2) = nnn2(x21, x22, · · · , x2N−2) =
[ sin x21, cos x21 sinx22, cos x21 cos x22 sinx23, · · · ,

cos x21 cos x22 · · · cos x2N−3 sinx2N−2,

cos x21 cos x22 · · · cos x2N−3 cos x2N−2 ]T(N−1)×1

(7)
显然这是 RN−1 中单位超球面上一点. 以其元素作
为

{
qqq1, qqq2, · · · , qqqN−1

}
线性组合的系数, 令

www1 = nnn1(XXX1)

www2 = Q1×nnn2(XXX2)=
[
qqq1, qqq2, · · · , qqqN−1

]×nnn2(XXX2)

(8)

显然 www2 与 www1 正交, 同时注意到组成 Q1 的列向

量互相正交且本身都是单位化向量, 所以有 wwwT
2 ×

www2 = nnnT
2 (XXX2) × QT

1 × Q1 × nnn2(XXX2) = nnnT
2 (XXX2) ×

I(N−1)×(N−1)×nnn2(XXX2) = 1, 所以www2 也是单位向量.
取www2 为第二个组成最终参数化正交矩阵的向量 (第
一个取www1), 此向量有 N − 2 个自由度. 虽然 Q1 是

随机确定的, 而且确定后 qqqi (i = 1, 2, · · · , N − 1) 的
方向是不变的, 但是由于www2 有 N − 2 个参数, 这些
参数可以保证www2 在

{
qqq1, qqq2, · · · , qqqN−1

}
张成的超平

面内任意变动方向, 所以随机确定的 qqqi 不会影响我

们完备地表示与www1 垂直的单位向量, 这是算法中最
关键的一点.

www2 之所以能够最大限度地变动方向是基于以

下两方面的原因: 1) www2 必须和 www1 正交; 2) www2 是

规范的单位向量. 这两个原因分别造成自由度减 1,
最后得到自由度为 N − 2.

我们可以在 RN 中逐次去除一个带参数表示的

方向. 在第 i 次去除一个方向后, 与所有已经去除的
i 个方向张成的超平面相垂直的超平面为 N − i 维,
而

wwwi+1= Q1Q2 · · ·Qi×nnni+1(XXX i+1), i=1, 2, · · · , N−2

wwwN = Q1Q2 · · ·QN−1, i=N−1

(9)

可以表达其内的任一单位向量, wwwi+1 带 N − i − 1
个参数也可以说明这一点. 注意, 与去除超平面相垂
直的超平面为 N − i 维相比较, 减少了一维, 这是由
于wwwi+1 自身是单位向量的原因. 将上面这个过程逐
次进行下去, 最后得到 N 个单位向量, 由这 N 个列
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向量组成N ×N 维正交矩阵 [www1,www2, · · · ,wwwN ]N×N

(注意, 寻求 wwwN 时将没有 “自由度”, 直接用 Qi 连

乘即可).
上述过程中产生的参数总数是: (N−1)+(N−

2) + · · ·+ 1 + 0 = N × (N − 1)/2, 而这恰好是完备
表示 N ×N 维正交矩阵所需的参数个数, 这进一步
说明我们已经达到了完备表示 N × N 维正交矩阵

的目的.
例. 以三维正交矩阵为例, 其构造的具体流程如

下:
1) 令单位向量 nnn1(XXX1) = nnn1(x11, x12) =

[ sin x11, cos x11 sinx12, cos x11 cos x12]T3×1.
2) 得到 Q1: 随机得到 2 个三维列向量, 例如:

[0, 1, 0]T 和 [0, 0, 1]T, 对矩阵



sinx11 0 0
cos x11 sinx12 1 0
cos x11 cos x12 0 1




实施施密特正交化过程得到正交矩阵: [nnn1(XXX1),
qqq11, qqq12], 令 Q1 = [qqq11, qqq12]3×2.

3) 令www1 = nnn1(XXX1), www1 就是最终参数化正交矩

阵的第一列.
4) 令单位向量

nnn2(XXX2) = nnn2(x21) = [ sinx21, cos x21]T2×1.

5) 令

www2 = Q1 ×nnn2(XXX2) =
[qqq11, qqq12]× [ sin x21, cos x21 ]T ,

www2 就是最终参数化正交矩阵的第二列.
6) 得到 Q2: 随机得到 1 个二维列向量, 例如:

[ 0, 1 ]T. 对矩阵

[
sinx21 0
cos x21 1

]
实施施密特正交化

过程得到矩阵 [nnn21(XXX2), qqq21], 令 Q2 = [qqq21]2×1.
7) 令 www3 = Q1 × Q2, www3 就是最终参数化正交

矩阵的第三列.
最终, 矩阵 [www1,www2,www3] 就是所寻求的三维完备

的参数化正交矩阵表示.

2 利用参数化正交矩阵的 ICA 新算法 —

OICA

在本文提出的 OICA 算法中, 并不是一次性把
全部独立分量同时分解出来, 而是按照一定次序把
各个独立分量逐次提取出来. 形象地说, 就是对整
体数据进行一次一次的 “剥皮”, 其本质上属于批处
理范畴, 即要求存在一批已经准备好的观测信号. 另

外, 本算法中每个独立分量的提取对应一个优化, 每
个优化均采用遗传算法进行求解. 在这串优化问题
中, 后一个优化的求解以在它前面的所有优化的已
知解为基础.
设源信号和传感器个数均为 N , 混合矩阵为

AN×N , 白化矩阵为 BN×N , 白化后单组数据记为
zzzi = (zi1, zi2, · · · , ziN)T, 其中 i = 1, 2, · · · ,M , 一
共 M 组白化数据参与学习, 白化后的正交分离
矩阵为 W = [www1,www2, · · · ,wwwN ] T

N×N , 最后输出为
yyyi = (yi1, yi2, · · · , yiM)T, 其中 i = 1, 2, · · · , N , 一
共为 N 个独立分量.

由第 1 节知, 可构造一个 N 维规范单位向量,
形式为

nnn1(XXX1) = nnn1(x11, x12, · · · , x1N−1) =
[ sin x11, cos x11 sinx12, cos x11 cos x12 sinx13, · · · ,

cos x11 cos x12 · · · cos x1N−2 sinx1N−1,

cos x11 cos x12 · · · cos x1N−2 cos x1N−1 ]TN×1

(10)
令 www1(XXX1) = nnn1(XXX1), 首先分离第一个独立分

量 y1, 即对XXX1 寻优, 此时有 N − 1 个参数. 优化目
标可以选择基于非高斯极大或互信息最小等导出的

各种度量独立性的方法[1−2].
这里以四阶累积量表示的负熵极大[1−2] 作为优

化目标. M 组白化数据均参与学习, 而优化算法采
用以二进制编码的遗传算法[13]. 优化的具体形式为

max J(y1)
s.t. J(y1) = |k4(y1)| = |E(y4

1)− 3E2(y2
1)|

y1 = wwwT
1 (XXX1)z

XXX1 = [ x11, x12, · · · , x1N−1] T ∈ [ 0, 2π)
(11)

其中, E(y4
1) 和 E(y2

1) 以M 组白化数据的相应统计

量代替. [ x11, x12, · · · , x1N−1]
T
在遗传算法中的编

码格式 (采用二进制编码) 为:

×× · · ·×︸ ︷︷ ︸
x11 K位

×× · · ·×︸ ︷︷ ︸
x12 K位

· · · · · · · · · · · · × × · · · ×︸ ︷︷ ︸
x1N−1 K位

其中 × = 0 或 1, 编码采取定点或浮点方式, K 为

编码精度, 编码的总长度为 K (N − 1) (当然也可以
使用不等长的编码, 这是需要进一步讨论的).
接着分离第二个独立分量. 在前一步中XXX1 已

经确定, 现在我们随机寻找 N − 1 个向量 {bbb1, bbb2,
· · · , bbbN−1}, 使 {bbb1, bbb2, · · · , bbbN−1,nnn1(XXX1)} 线性无
关, 就得到 N 维空间的一组基. 对 {bbb1, bbb2, · · · ,
bbbN−1} 实施施密特正交单位化过程, 得到 N 维空间

的一组规范正交基. 正交单位化后形成的向量组成
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矩阵, 记为 Q1 = [qqq1, qqq2, · · · , qqqN−1]N×(N−1). 显然
有www1(XXX1) 垂直于 qqqi.
令:

nnn2(XXX2) = nnn2(x21, x22, · · · , x2N−2) =
[ sin x21, cos x21 sinx22, cos x21 cos x22 sinx23, · · · ,

cos x21 cos x22 · · · cos x2N−3 sinx2N−2,

cos x21 cos x22 · · · cos x2N−3 cos x2N−2 ]T(N−1)×1

(12)
得到分离第二个独立分量的优化形式为

max J(y2)
s.t. J(y2) = |k4(y2)| = |E(y4

2)− 3E2(y2
2)|

y2 = wwwT
2 (XXX2)z

XXX2 = [ x21, x22, · · · , x2N−2]
T ∈ [ 0, 2π)

(13)
接着对其求解, 由第 1 节可知, www2(XXX2) 垂直于

www1(XXX1), 且 www2(XXX2) 是一个单位向量. 将这个过程
一直持续下去, 直到分离所有的独立分量, 一共产生
N − 1 个优化, 进行 “串行” 意义下独立的N − 1 次
遗传算法, 每个优化的变量个数依次减 1. 在第 i 次

优化结束后得到XXX i 和wwwi(XXX i), 通过 nnni(XXX i) 随机构
造 Qi, 然后通过 XXX i+1 参数化 nnni+1(XXX i+1), 进而得
到 wwwi+1 = Q1Q2 · · ·Qi × nnni+1(XXX i+1), 最后得到第
i + 1 个优化形式, 求解后XXX i+1 和wwwi+1(XXX i+1) 成为
已知, 继而得到下一个优化.

整个算法流程如下:
1) 令 i = 1, 求解第一个优化, 得到XXX1, Q1,www1.
2) 随机确定 (N − i) 个列向量 {bbb1, bbb2, · · · ,

bbbN−i}, 使 {bbb1, bbb2, · · · , bbbN−i,nnni(XXX i)} 组成N − i+1
维空间的基.

3) 对 {bbb1, bbb2, · · · , bbbN−i} 实施施密特正交单位
化过程, 最后得到Qi, 使 {qqq1, qqq2, · · · , qqqN−i,nnni(XXX i)}
为 N − i + 1 维空间的规范正交基.

4) 通过 XXX i+1 参数化 nnni+1(XXX i+1), 进而得
到 wwwi+1 = Q1Q2 · · ·Qi × nnni+1(XXX i+1), wwwi+1 中带

N − i− 1 个参数.
5) 写出第 i + 1 个优化形式:

max J(yi+1)
s.t. J(yi+1) = |k4(yi+1)| =

∣∣E(y4
i+1)− 3E2(y2

i+1)
∣∣

yi+1 = wwwT
i+1(XXX i+1)z

XXX i+1 =[xi+1 1, xi+1 2, · · ·, xi+1 N−i+1]
T ∈ [0, 2π)

6) 通过遗传算法求解得到XXX i+1, wwwi+1. 令 i =
i + 1, 若 i = N − 1, 则算法结束; 否则转 2).

3 算法分析

通过构造 “随机参数化正交矩阵”, 本算法把
ICA 中的高维带约束优化问题转换成多个低维无约
束优化问题, 且每个优化之间相对独立, 其中最关键
的一点是 OICA 算法并没有导致搜索空间变小. 通
过高维到低维, 有约束到无约束的变化导致计算量
大幅降低, 同时充分利用正交矩阵的几何结构, 避免
了不必要的搜索计算. OICA 算法的复杂度主要体
现在遗传算法的低维 (相对于原问题) 搜索上.

OICA 算法中有一步为: 随机确定 N − i 个

列向量 {bbb1, bbb2, · · · , bbbN−i}, 使 {nnni(XXX i), bbb1, bbb2, · · · ,
bbbN−i} 组成 N − i + 1 维空间的一组基. 这一步是容
易还是复杂? 如果不能简洁地得到这种基, 那么一
切后续工作就失去了意义. 幸好, 结论是可以很方便
地得到基.
引理 1. 给定 N − 1 个 N 维向量 xxx1, xxx2, · · · ,

xxxN−1, 则不存在开区间 (ai, bi), 其中 ai, bi ∈ R,
i = 1, 2, · · · , N , 使存在某个 xxxN = (xN1, xN2,
· · · , xNN) 对任意 xNi ∈ (ai, bi) 时, 都有 det (X) =
det (xxx1, xxx2, · · · ,xxxN−1,xxxN) = 0.
证明. 用反证法. 如果存在满足条件的开区间

(ai, bi), ai, bi ∈ R, i = 1, 2, · · · , N , 使存在某个
xxxN , 对任意 xNi ∈ (ai, bi) 有 det (X) = 0, 作矩阵

X =




x11 · · · x1i · · · x1N

x21 · · · x2i · · · x2N

...
...

...
xN1 · · · xNi · · · xNN




T

令 f(xN1, xN2, · · · , xNN) = det (X) = 0, 则
f 是关于 xN1, xN2, · · · , xNN 的连续线性函数, 形
如 f(xN1, xN2, · · · , xNN) = p1xN1 + p2xN2 + · · ·+
pNxNN = 0, 其中 pi ∈ R 且为常数. 显然 f 决定了

一个N − 1 维超平面. 而任意N − 1 维超平面在N

维空间内是一个零测集, 由假设, 可以看出满足要求
的集合 (xN1, xN2, · · · , xNN) 在所有 N 个方向上都

有长度 (因为其中各元素的变化范围是开区间) 的方
体之内, 其测度大于 0, 这与零测集矛盾, 即不存在
能使某个 xN 中任意个元素在某些开区间内任意取

值, 且同时保证 det (X) = 0 的情况. 换句话说, 不
存在这种取法使 xxx1,xxx2, · · · ,xxxN−1,xxxN 线性相关. ¤
引理 1 说明: 若 xxx1,xxx2, · · · ,xxxN−1,xxxN 线性相

关, 则 xxxN 中至少有一个元素只能离散地取值, 不能
有连续的长度, 所有这样的 xxxN 组成的集合一定是

RN 中的单点集, 所以这个集合是RN 中的零测集.
引理 2.给定 k (k < N−1)个线性无关的N 维
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向量 xxx1, xxx2, · · · , xxxk, 不存在开区间 (a, b), a, b ∈ R,
使存在某个 xk+1 = (xk+11, xk+12, · · · , xk+1k+1, · · · ,
xk+1N) 中第 i (i = 1, 2, · · · , k + 1) 个元素在满足任
意 xk+1i ∈ (a, b)时, xxx1, xxx2, · · · , xxxk, xxxk+1 线性相关.
证明. k < N − 1 时, 保留矩阵 [xxx1, xxx2, · · · , xxxk,

xxxk+1] 的包含第 i 行的任意 k + 1 行, 去掉其余的行,
得到 (k + 1)× (k + 1) 的方阵, 类似引理 1 的讨论,
命题得证. ¤
我们并不关心在引理 2 中去掉的那些行中的元

素是否可以在某个开区间里连续取值而保持向量组

线性相关 (我们认为这是可能的), 从引理 2 可知: 若
xxx1,xxx2, · · · ,xxxk,xxxk+1 线性相关, 则 xxxk+1 中被取出来

的 k + 1 个元素只能在 Rk+1 中离散地取值, 这些
被取出来 “变短” 的 k + 1 维向量是Rk+1 中的零测

集. 由于在欧几里德空间中, 低维空间中的零测集一
定是高维空间的零测集, 所以 xxxk+1 是RN 中的零测

集.
设xxx1 是RN 确定的非零向量, 在RN 中随机均

匀产生 N − 1 个点, 使之分别和 xxx2,xxx3, · · · ,xxxN 这

N − 1 个向量对应. 显然 xxx2,xxx3, · · · ,xxxN 是 RN 中

的均匀分布.
下面证明 xxx1,xxx2, · · · ,xxxN 这N 个向量线性无关

的概率趋向 1.
定理 1. 令XXX 是以上面得到的 N 个向量为列

向量的方阵, 则 det (X) 6= 0 的概率是 1.
证明. 在上面随机均匀得到 xxx2,xxx3, · · · ,xxxN 的

过程中, 造成 det (X) = 0 可以分为 N − 1 种情
况, 并以 Ai ( i = 1, 2, · · · , N − 1) 来表示: Ai 表

示 xxx1,xxx2, · · · ,xxxi+1 线性相关, 而 xxx1,xxx2, · · · xxxi 线性

无关. 当 Ai 发生时, 又可以分为 CN
i+1 (xxxi+1 中 N

个元素, 取其中 i + 1 个元素的组合数) 种情况, 以
Bij ( j = 1, 2, · · · , CN

i+1) 来表示发生了 Ai 中的第 j

种情况, 每一种 Bij 发生时都将得到一个 RN 中的

零测集, 而这些情况数经线性组合的总和是有限种
情况. 我们知道有限个零测集的并也是一个零测集,
所以这些情况的总和对应一个零测集. 另一方面, 使
det (X) = 0 的那些集合是上面提到的有限种情况
的并集的子集. 零测集的子集必然是零测集, 所以
使 det (X) = 0 的向量是 RN 中的零测集. 由于算
法中得到的随机向量是 RN 上的均匀分布, 所以我
们可以把测度的大小看作是出现机率的大小, 如同
古典概率模型中处理面积的方法一样. 也就是说, 使
det (X) = 0 的那些向量几乎不可能在上面进行的
随机均匀实验中出现, 即 det (X) 6= 0 的概率是 1.¤
定理 1 说明 OICA 算法中得到的 xxx1, xxx2, · · · ,

xxxN 是线性相关的情况是稀疏到可以忽略不计的. 反
之, 线性无关的情况则几乎是绝对的, 这也说明了在

本算法中几乎可以得到一定是线性无关的向量组.
以概率为 1 得到 xxx1,xxx2, · · · ,xxxN 线性无关, 通

过正交单位化, 就可以以概率为 1 得到 RN 上的正

交矩阵. 这个过程简单而且几乎不会失败.
下一个问题是, 这种随机性给了我们很大的 “自

由”, 虽然这种随机性由于 nnni(XXX i) 的作用以及此后
遗传算法的搜索过程而被 “抹杀” 了, 理论上这种
“随机性” 不会带来分离结果上的差异, 但是至少这
种 “随机性” 会影响算法的初值选择以及实际计算
过程中的收敛速度. 可以看出, 遗传算法中初值设置
问题能够转移到这种 “随机性” 的处理上来, 如果我
们对 ICA 问题有更多的先验信息, 结合具体观测信
号的结构, 就可以构造利于算法的 “随机” 向量, 计
算性能上也许会得到改善. 对信号更多的先验信息
可以指导我们对这些 “随机” 向量进行选择, 即使不
能精确指导,但至少可以在 “概率”意义下指导我们:
信号在哪些方向更加重要、更加需要精细的分析.

OICA 算法中用到了遗传算法, 其编码的方法
在 ICA 问题中有特殊的价值和意义. 在某个方向上
编码位数的多少决定了在某个方向上的搜索精确与

否, 如果我们可以得到信号在 “方向” 上的信息, 比
如概率的知道信号在哪些方向上更加重要, 结合这
些信息, 使重要的方向上编码位数多些, 相对不重要
的方向上编码位数少些, 这样编码无疑将对算法性
能起到很大的作用.

另外, 需要进一步探讨随机正交矩阵的参数表
示方式, 比如 eAte−At = I, 对任意 t, eAt 均是非奇

异的. 当矩阵 A 是反对称矩阵, 即 AT = −A 时有

eAt(eAt)T = eAteATt = eAte−At = I

从上式可以看出: 若矩阵 A 为反对称矩阵, 对任意
t, eAt 均是正交矩阵. 但是 eAt 是否可以完备地表示

所有的正交矩阵, 以及如果这种表示不完备, 那么这
种表示具有什么特殊的意义都是需要探讨的问题.

从 OICA 算法与经典算法的横向比较中, 我们
可以发现这个算法的优势在于随机正交参数矩阵的

构造. 通过这个参数矩阵, 对搜索空间的限制得到了
实现, 不用在完全的矩阵空间里搜索问题的解, 只需
在其子集里搜索就可以了, 同时得到的解不会有任
何损失. 这里构造的随机正交参数矩阵也可以移植
到诸如图像处理等其他相关领域之中.

4 算法仿真与应用

在大多数 ICA 算法中, 若超高斯和亚高斯共
存于源信号之中会引起分离结果的鲁棒性变差. 比
如对 InfoMax 算法[8] 而言, 不能分离超高斯和亚
高斯共存时的混合信号, 因此后来就产生了扩展的



1期 汤 影等: 利用参数表示任意维数正交矩阵的 ICA 新算法 37

InfoMax 算法[9]. 所以对一个算法而言, 在这种情况
下是否有效, 是一个很重要的指标. 为了体现信号源
的广泛性和多样性, 本仿真使用 5 组测试源信号, 其
中包含超高斯和亚高斯噪音信号, 本仿真基本能反
映对常见的各种源信号混合后信号分离的性能好坏,
并且同 FastICA 算法得到的实验结果进行了对比.
五组测试源信号分别为 (见图 2): 第一路是正弦信
号, 第二路是幅度调制信号, 第三路是高斯噪声, 第
四路是均匀分布噪声 (亚高斯), 第五路是拉普拉斯
噪声 (超高斯), 图 3 为 5 路混合信号. 最后本文给出
了 OICA 算法在语音分离中的应用.

从图 4 和表 1 可以看出恢复结果是不错的, 相
位和幅值上的差异是由于 ICA 自身原因造成的. 图
5 和表 2 是 FastICA 算法的分离效果.

表 1 OICA – 源信号和分离信号之间的相关系数

Table 1 OICA – correlation coefficients between five

source signals and five ICAs

源信号 5 路 1 路 4 路 2 路 3 路

分离信号 1 路 2 路 3 路 4 路 5 路

相关系数 0.9882 -0.9862 -0.9977 0.9974 0.9765

表 2 FastICA – 源信号和分离信号之间的相关系数

Table 2 FastICA – correlation coefficients between five

source signals and five ICAs

源信号 5 路 1 路 2 路 4 路 3 路

分离信号 1 路 2 路 3 路 4 路 5 路

相关系数 0.9856 -0.9875 -0.9963 -0.9897 0.9728

图 2 5 路源信号

Fig. 2 Five source signals

图 3 5 路混合信号

Fig. 3 Five mixed signals

图 4 OICA 算法得到的 5 路独立分量

Fig. 4 Five ICAs with OICA

图 5 FastICA 算法得到的 5 路独立分量

Fig. 5 Five ICAs with FastICA

语音信号具有非平稳和亚高斯性的特点, 语音
分离本身也是一个很难的领域, 著名的 “鸡尾酒会”
问题就是一个例子. 本文的语音数据来自法国学者
Cardoso 个人网站上的样本数据[14]. 这个语音信号
经过处理, 专门用于测试线性模型下的语音分离性
能, 适合本仿真的框架 (大多数语音分离的数学模型
用盲卷积模型更为恰当). 以下测试采取 4 路源信
号, 其中前 2 路是上述网站的语音测试数据, 后 2 路
是通过Matlab 产生的正弦信号和幅度调制信号. 独
立分量的分离情况参见图 6∼ 9 以及表 3 和表 4.
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图 6 4 路语音源信号

Fig. 6 Four source speech signals

图 7 4 路语音混合信号

Fig. 7 Four mixed speech signals

图 8 OICA 算法得到的 4 路独立分量

Fig. 8 Four speech ICAs with OICA

图 9 FastICA 算法得到的 4 路独立分量

Fig. 9 Four speech ICAs with FastICA

表 3 OICA – 源信号和分离信号之间的相关系数

Table 3 OICA – correlations coefficients between four

speech source signals and four ICAs

源信号 1 路 2 路 3 路 4 路

分离信号 1 路 2 路 3 路 4 路

相关系数 -0.9960 -0.9940 -0.9982 -0.9993

表 4 FastICA – 源信号和分离信号之间的相关系数

Table 4 FastICA – correlation coefficients between four

speech source signals and four ICAs

源信号 1 路 2 路 3 路 4 路

分离信号 1 路 2 路 3 路 4 路

相关系数 -0.9819 -0.9997 0.9981 -0.9996

5 总结

本文通过分析正交矩阵的几何结构, 得到了一
种随机正交矩阵的参数化表示方法, 接着采用逐次
提取的方式依次提取各个独立分量, 每一次提取是
一个相对独立相对低维的优化问题, 同时利用遗传
算法来解决这个优化问题. 然后, 给出了随机正交矩
阵的参数化表示中关于随机性的一些理论分析. 最
后给出了本算法的仿真实验以及在语音分离中的应

用来检验 OICA 算法的性能.
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