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实值多变量维数约简: 综述

单洪明 1, 2 张军平 1, 2

摘 要 维数约简作为机器学习的经典问题之一, 主要用于处理维数灾问题、帮助加速算法的计算效率和提高可解释性以及

数据可视化. 传统的维数约简算法如主成分分析 (Principal component analysis, PCA) 和线性判别分析等只能处理无标签数

据或者分类数据. 然而, 当预测变量为一元或多元连续型实值变量时, 这些处理无标签数据或分类数据的维数约简方法则不能

形成有效的预测性能. 近 20 年来, 有一系列工作从多个角度对这一问题展开了研究, 并取得了系统性的研究成果. 在此背景

下, 本文将综述这些面向回归问题的降维算法, 即实值多变量维数约简. 本文将介绍与实值多变量维数约简密切相关的基本概

念、算法、理论, 并探讨一些潜在的研究方向.
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Real-valued Multivariate Dimension Reduction: A Survey
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Abstract As one of the classical problems in machine learning, dimension reduction is used for dealing with the curse of

dimensionality, speeding up computational efficiency of the algorithm, and improving interpretability as well as visualizing

high-dimensional data. Traditional dimension reduction algorithms such as principal component analysis (PCA) and

linear discriminant analysis are mainly suitable for unlabeled data or classification data. When the response variables are

univariate or multivariate continuous real-valued ones, however, such dimension reduction methods cannot guarantee the

effective predictive performance of the reduced subspace. In the recent two decades, researchers have been devoted to

studying this issue with different viewpoints, attaining many promising and systemic achievements. Under this background,

we will survey the developments of real-valued multivariate dimension reduction in detail. We will also introduce its basic

concepts, algorithms and theories, and discuss some potential research directions deserving investigating.
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在当今信息时代, 数据的获取变得越来越容易
且经济. 由此产生的直接后果是, 数据呈现出高维
度、大规模的特点. 要有效分析这些数据, 一个主要
的途径是约简维数. 作为机器学习中的经典问题之
一, 维数约简主要用于处理维数灾问题、帮助加速算
法的计算效率和提高可解释性以及数据可视化. 在
这一方向的多数研究侧重于无监督维数约简和有标

签的监督维数约简, 试图发现高维数据集的内在低
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维结构, 而较少关注当存在连续型响应变量时, 高维
数据集与响应变量 (集) 之间的关系.
当面对回归数据时, 如果直接采用无监督维

数约简技术如主成分分析 (Principal component
analysis, PCA)[1−2]、局部线性嵌入 (Locally linear
embedding, LLE)[3]、等度规映射 (Isometric map-
ping, ISOMAP)[4] 等降维算法时, 则标签信息或响
应变量不能得到充分利用, 性能也会随之受损. 另一
方面, 监督维数约简包括线性判别分析[5−6] 以及近

年来比较受关注的度量学习[7] 虽然其考虑了标签信

息, 但将数据成组分到有限的类别中并不一定是合
适的. 更合适的处理是考虑标签是光滑变化的响应,
即考虑响应变量处在实值多变量域 (Real-valued
multivariate domain)[8]. 在这个前提下, 现有的
很多监督、无监督维数约简技术都不见得是最优

的, 而需要考虑回归意义下或实值多变量的维数约
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简. 该研究方向在许多领域如生物认证中的人群计
数[9−10]、人体姿态估计[8, 11]、智能交通[12]、生物信

息[13−14] 和空间划分树[15] 中都有着广泛的应用.
实值多变量维数约简中的一个关键概念—充分

维数约简 (Sufficient dimension reduction, SDR)—
正是在这一前提下发展起来的. 它与机器学习近
年来的多个热点问题相互交织, 如流形学习[3−4]、

回归预测[16]、多任务/多标记学习[17−18]、稀疏学

习[19−20]、概率图模型[21−22] 等. 具体来讲, 实值多
变量维数约简期望寻找一个条件独立的子空间, 其
定义如下:
定义 1. 给定投影矩阵 B 的前提下, 使得响应

变量 (集) Y 与自变量 X 条件独立, 表述如下式:

Y ⊥⊥ X |BTX (1)

其中, 符号 “⊥⊥” 表示 Y 独立于 X. X 和 Y 均为多

元的随机变量. 本文中的实值多变量维数约简是指
响应变量 Y 为多元实值的情况. 当 Y 只有一元时,
对应的降维算法常被称为充分维数约简算法.

这种维数约简方法有两层含义: 1) 去掉X 中与

Y 独立的一些特征, 也就是说这些特征对 Y 的预测

不提供任何信息; 2) 从与 Y 相关的因素中寻找一个

小的子空间或者子集, 不属于该子空间或者子集的
特征虽然对 Y 的预测作出贡献, 但是在给定子空间
或者子集后, 这部分信息不足以增加或改进对 Y 的

预测性能.
通过实值多变量维数约简的定义可以看出, 与

离散型 (分类) 维数约简算法最大的不同点就是响
应变量为连续的实值. 若通过离散函数将连续变量
离散化, 继而可使用离散型的维数约简算法如线性
判别分析进行降维处理, 然而这种做法势必会导致
信息的丢失. 相反, 若响应变量为离散型的标签时,
可以视为某个连续变量离散后的结果, 因此使用实
值多变量维数约简进行降维处理. 由此可见, 实值
多变量维数约简在维数约简中有着极其重要的研究

价值. 简而言之, 当响应变量 Y 是范畴变量或分类

变量时, 充分维数约简对应于分类意义下的维数约
简; 当 Y 是连续值变量时, 对应于回归意义下的维
数约简; 而当 Y 是多维变量时, 则可以对应于多元
回归分析以及多任务和多标签学习. 由于一些近期
研究的算法可以处理多元响应变量的类型, 本文将
充分维数约简算法统称为实值多变量维数约简算法

(Real-valued multivariate dimension reduction).
本文将综述实值多变量维数约简的发展历史,

从技术手段和求解手段分析数十种经典的实值多变

量维数约简算法, 并分析其优缺点. 最后讨论一些未
来潜在的研究方向.

1 实值多变量维数约简的发展历史

实值多变量维数约简最初是针对回归问题来展

开的. 回归分析是研究自变量与因变量之间的关系,
这类研究常会假定某个参数模型, 并通过标准的估
计方法如最大似然或最小二乘方法来获得最优参数

估计. 然而, 参数模型通常只是对真实内在结构的一
个逼近, 寻找真实的、充分的模型并不容易. 当不存
在这类参数模型时, 则常利用非参模型作为替代, 如
考虑真实回归函数连续性或可微性的局部光滑方法.
该方法利用了一个几何直觉, 即在感兴趣点周围的
样本点对空间结构的估计提供了足够的信息. 然而,
随着维数的增加, 由于维数灾的影响, 这类光滑技术
要求的样本数也需要指数的增加. 因此, 这一策略在
高维时不是很有效. 幸运地是, 近年来大量的机器学
习相关的文献都表明, 高维数据存在低维结构. 因
此, 寻找一个简单、有效且合理的低维表达是近 10
余年主要的努力方向之一. 充分维数约简正是希望
在回归分析中找到一个线性变换满足式 (1) 条件独
立性, 即研究在对高维数据降维后如何不影响对回
归变量的预测性能. 以下, 我们将简要综述实值多变
量维数约简的发展历史.
充分维数约简 (实值多变量维数约简的关键概

念) 最早由 Li[23] 提出, 其采用逆切片回归技术将响
应变量分块后, 再对切片后的数据进行主成分分析
来获得回归约简子空间. 给定该子空间, 响应变量与
高维数据集将条件独立, 相应的约简子空间称为有
效维数约简子空间. Chiaromonte 等将该概念更进
一步形式化, 称之为条件独立性, 相应的子空间称为
中心子空间[24].
在近 20 余年中, 大量相关的工作致力于发现具

有不同结构特性的维数约简子空间. 基于实值多变
量维数约简算法不同的技术手段, 大部分主流算法
可以归纳如图 1.

Li 等利用 Stein 引理, 有效地构造了主 Hessian
方向子空间[25]; Cook 等构造了二阶统计矩意义下
的切片平均方差子空间[26]; Li 等提出了一个基于二
阶矩且相对精确的方向回归子空间[27]. 由于该类算
法基于前二阶矩估计量, 我们称为基于前二阶矩的
降维算法.
随后, Cook 等又提出了一套基于模型的充分维

数约简算法[28−30], 和前面基于统计阶矩不同的是,
该方法可以通过建立不同的统计模型使用最大似然

估计子空间, 模型相对灵活. 我们称为基于模型的降
维算法. 其代表算法为主拟合成分算法.
基于核独立分量分析的研究成果[31], Fukumizu

等将条件独立的概念推广至实值多变量的监督学习

中[32]. 其从互信息角度出发, 构造了在重建核希尔



2期 单洪明等: 实值多变量维数约简: 综述 195

Fig. 1 实值多变量维数约简算法分类

Fig. 1 Taxonomy of real-valued multivariate dimension reduction algorithms

伯特空间的交叉协方差算子. 考虑到方法的可行性,
他们进一步将其问题的求解转化为半参意义下的优

化问题. 其优势在于不需要考虑变量的边缘分布和
变量间的条件概率分布. 文献 [33] 进一步从理论上
对上述成果进行了更完善的证明. 随后, Suzuki 等
采用最小平方互信息来度量条件独立性, 得到更为
直观的条件独立性表达, 并且可以通过交叉验证得
到最优参数[34]. Suzuki 等又进一步将解集从 Stiefel
流形推广到 Grassmann 流形[35]. 除此之外, Faivi-
shevsky 等通过使用 k-近邻密度估计构造了互信息
的统计量[36], 其目标函数简单、直观. 由于该类方法
使用的估计量为互信息准则, 我们统称为基于互信
息的降维算法.

Wang 等提出使用 Hilbert-Schmidt 独立准则
进行子空间估计[37], 虽然从严格意义上来讲, 该类
方法并不能实现条件独立性, 可是由于其算法方便
求解, 也同样受到很多研究者的青睐. 此外, Sheng
等通过使用距离协方差独立性估计量来估计子空

间[38]. 由于该类方法使用变量间的相依准则, 因此,
我们称之为基于相依准则的降维算法.
基于回归函数的梯度形式, Fukumizu 等提出了

一个核维数约简的闭式解算法[39−40]. Sasaki 等通
过最小平方梯度直接估计条件密度在对数形势下的

梯度[41], 同样可以得到子空间估计的闭式解. 后者
的一个优势在于带有交叉验证选择最优参数. 由于
这类算法是考虑回归函数的梯度, 我们称之为基于
回归梯度的降维算法.
前面提到的所有降维算法都是基于线性投影

的, 虽然便于理解, 但是数据中一些非线性关系并
不能很好的捕获. 因此, Wu 等通过核技巧 (Kernel
trick) 提出了核化的切片逆回归算法[42]. Kim 等通
过对重建希尔伯特空间下的协方差算子的形式进行

分析, 建立了与条件均值子空间的关联, 并利用偏差
方差技巧获得了闭式的条件均值子空间求解[8]. 我
们称该类算法为基于非线性的降维算法.
除上面分类外, 还有一些工作是基于上述工作

的推广. 譬如, 考虑到可以从特征集中提取稀疏特
征, Li 等组合充分维数约简的回归技术和稀疏学习
中的收缩估计策略, 来获得稀疏且精确的子空间[43].
Chen 等结合稀疏学习领域的 `1 范数技术, 实现了
坐标独立的稀疏回归维数约简[44]. 值得指出的是,
这类稀疏技术主要在特征的线性组合意义下实现,
而未考虑非线性数据时如何实现. 假设数据集处在
低维流形中, Nilsson 等将高维数据集首次通过拉
普拉斯特征映射至一低维空间, 然后再利用核维数
约简技术再次降维至具有条件独立性的更低维子空

间[45]. Shyr 等通过定义时序核来获得时间序列数据
中的中心子空间[46].

在众多降维算法的发展过程中, 中心子空间的
概念一直贯穿其中. 其对降维算法的理解起着至关
重要的作用. 接下来的一节, 我们介绍中心子空间的
概念.

2 中心子空间简介

在充分维数约简发展初期, 人们只是致力于研
究在回归中的维数约简和图形学. 尽管他们使用不
同的模型, 但是人们对维数约简子空间 (Dimension
reduction subspace, DRS) 并没有明确的定义. 所
以, Cook 等[24, 47−48] 为了让人们更好地理解充分维

数约简中的条件独立性, 对 DRS 进行了详细的研
究.
本文中的常用数学符号定义如下: X ∈ RD

表示 D 维的自变量; Z 表示自变量 X 的标准化;
Y ∈ Rl 表示 l 维的响应变量; B ∈ RD×d 表示从高
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维空间到低维空间的投影矩阵; U = BTX 表示自

变量 X 的低维表示; E(X) 和 var(X) 分别表示随
机变量 X 的期望和协方差矩阵.

2.1 维数约简子空间

假定 PS 是从 X 到维数约简子空间 S 的正交
投影算子,

Y ⊥⊥ X |PSX (2)

从式 (2) 可知, 原点 {0} 是 Y 在X 上回归的 DRS,
当且仅当响应与预测向量是独立的. 在另一个极端,
任何回归允许至少一个明显的 DRS, 即空间自己.
所以, 很显然 DRS 具有不唯一性[24].
考虑早期实值多变量维数约简主要提供一个对

自变量维数约简的框架来进行图形分析, Cook 提出
了最小 DRS 的概念[47], 即对任意一个 DRS 空间都
有 dim(Sm) ≤ dim(SDRS). 其中, dim 表示 DRS 的
维数. 最小 DRS Sm 在回归图 (Regression plots)
中扮演很重要的角色, 然而, 要求最小维数并不一直
足以选择唯一的子空间.
因为最小 DRS 可以提供最大的对自变量维数

的约简, 因此, Cook 进一步提出中心子空间 (Cen-
tral subspace, CS) 的概念[48]. Cook 认为如果全
体维数约简子空间的交形成的子空间是维数约简

子空间, 则该子空间为中心子空间, 简写为 SY |X =
∩SDRS. 显然中心子空间具有最小维数. 中心子空
间与要求最小维数的条件 dim(Sm) ≤ dim(SDRS)
相比, 唯一性的实现用了一个更强的包含关系:
SY |X ⊆ SDRS. 注意, 尽管它是一个子空间, 但它
不一定是一个维数约简子空间, 仅当其满足某些条
件时才成立.

通过区分这三类子空间: 任意的 DRS、最小
DRS 和中心子空间, 可以更好地理解充分维数约简
中的条件独立性. 在早期文献 [23] 中, 称之为有效
DRS. 有效 DRS 类似于其他三类子空间, 但没有进
行显式地定义. 除此以外, 该 “模型” 表达在响应变
量只有两类时会相对复杂, 一些引入的概念较难处
理. 但文献 [23] 可以看成是统计维数约简研究的一
个标志点. 对中心子空间的研究, 便于我们理解实值
多变量维数约简算法.
在接下来一节中, 我们将介绍中心子空间的主

要性质, 这会进一步加深对中心空间的理解.

2.2 中心子空间性质

在假定中心子空间存在的情况下, Chiaromonte
等研究了中心子空间的一些性质[24]. 通过这些性质,
我们可以对变量做适当的变换而不影响对中心子空

间的估计.
性质 1. 如果 a ∈ RD 和 A : RD → RD 是一

个满秩线性算子, 那么自变量的满秩仿射变换:

SY |a+AX = (AT)−1SY |X (3)

对自变量的满秩仿射变换不会影响中心子空

间, 也不改变其结构维. 即中心子空间 SY |X 可
以通过 SY |a+AX 和线性变换得到. 最常见的应
用就是对自变量 X 的标准化: 如果协方差矩
阵 Σxx = var(X) 是正定的, 那么我们可以使用
Z = Σ−1/2

xx (X − E(X)) 来估计中心子空间, 并有
SY |Z = Σ1/2

xx SY |X .
性质 2. 对任意的变换函数 φ, 响应变量的变

换:

Sφ(Y )|X ⊆ SY |X , φ双射⇒ Sφ(Y )|X = SY |X (4)

对响应变量的任意变换, 不会导致对于中心子
空间的过估计, 并在在双射变换的时候, 可以保证对
中心子空间没影响. 在回归图形中, 一个很重要的推
论就是使用严格单调的变换来改善绘图并不影响中

心子空间. 其次, 对响应变量进行切片, 仍然可以保
证子空间是包含在中心子空间中的. 因而, 可以通过
多个侧面来了解中心子空间.
响应变量变换的另一个有效的应用是可以用于

分析类别数据. 考虑下面一个二值变换, 给定某常数
c, 当 Y > c 时, 有 Ỹ = 1; 否则, Ỹ = 0. 那么这个
性质告诉我们, 可以通过研究 SỸ |X 来重构 SY |X 的
一部分. 这样做的好处就是当维度是 3 的时候, 可以
通过 3D 二值响应画图 (3D binary response plots).
这个想法的扩展也非常直接, 我们把响应变量 Y 切

成 h 片, 记为 I1, · · · , Ih, 并且当 Y ∈ Is 时, 定义其
切片响应值 Ỹ = s. 那么我们依然有 SỸ |X ⊆ SY |X .
值得注意的是, 基于切片响应值的方法经常被用到
非图形方法中用来推断中心子空间.
性质 3. 把自变量投影到任意 DRS 上并不会

影响中心子空间, 也就是说

Y ⊥⊥ X |PSX ⇒ SY |PSX = SY |X (5)

这个概念就是条件独立性意义下的充分维数约

简. 在这个条件下, 我们可以使用 PSX 来取代 X

并保证不丢失信息. 这个性质还有一个深远的意义,
它为任何序列维数约简程序 (Sequential dimension
reduction procedures) 提供了理论基础.
下面我们将介绍列在图 1 中的实值多变量维数

约简算法.

3 基于前二阶矩的实值多变量维数约简算法

本节介绍的降维算法主要基于统计前二阶矩.
该类方法具有较高的统计可解释性, 但也需要一定
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的统计假设才会成立. 下面将依次介绍 5 种经典的
降维算法.

3.1 切片逆回归法

充分维数约简的研究始于 Li提出的切片逆回归
(Sliced inverse regression, SIR)[23]. Li 认为, 当自
变量的维数较高时, 在自变量X 上对响应变量 Y 做

回归会产生维数灾问题. 一种解决办法是在响应变
量 Y 上对X 做回归, 即逆回归 (Inverse regression,
IR). 由于逆回归可以在 Y 上对 X 的每个维度做回

归, 因而将高维问题转换成一维到一维的回归问题,
从而避免了维数灾问题. 其模型不需要进行参数的
模型拟合, 具体形式如下:

y = f(bT
1 x, bT

2 x, · · · , bT
d x, ε) (6)

其中, bi, 1 ≤ i ≤ d, 是未知变量, ε 为与 X 无关的

变量, 常表示测量误差. 其与非线性回归的最大区
别是函数 f(·) 的形式完全未知. 要实现有效的降维,
则仅需要估计由 bi 生成的有效维数约简 (Effective
dimension reduction, EDR), 而通常的回归问题则
需要估计全部的回归系数.

切片逆回归考虑当 y 变化时的逆回归曲线

E(xxx|y). 逆回归曲线的中心在 E(E(xxx|y)) = E(x)
处. 所以, 中心化的逆回归曲线 E(xxx|y)− E(x) 是空
间RD 中的一条 D 维曲线. 切片逆回归算法通过条
件 1 说明中心化的逆回归曲线是在一个 d 维子空间

内.
条件 1. 给定任意 b ∈ RD, 条件期望 E

(bTx | bT
1 x, · · · , bT

d x) 关于 bT
1 x, · · · , bT

d x 是线性

的. 也就是说, 存在一些常数 c0, c1, · · · , cd, 使得
E(bTx | bT

1 x, · · · , bT
d x) = c0 +c1b

T
1 x+ · · ·+cdb

T
d x.

这个条件成立的条件是自变量 X 服从椭圆对

称分布, 例如, 高斯分布. 自变量 X 标准化至零均

值和单位协方差, Li 将响应变量 Y 划分成若干个

区间, 然而计算 X 的切片均值或逆回归曲线估计

E(x|y)[23]. 基于这些均值, 运用主成分分析来寻找
最重要的 d 维子空间, 以获得了对有效维数约简方
向的估计. SIR 的估计量可以写成 var(E(x|y)).

这一方法的不足在于要保证逆回归曲线处于有

效维数约简空间, 数据变量 X 需要满足椭圆对称分

布 (例如高斯分布). 因而, 对于强非线性数据的非线
性结构或主方向的捕捉是无效的. 另外, 尽管如何切
片比多数回归方向中选择光滑参数的条件要弱, 但
仍然具有一定的启发性, 对随后的性能有一定影响.
且逆切片技术则比较依赖于对目标空间的切片或聚

类的过程, 为了能够形成对逆回归方差的估计, 结果
使得这一类方法对目标的维数相对敏感. 其提出的

维数估计准则仅能真实方向已知的情况下, 才可以
进行有效评估. SIR 方法容易受到函数 f 关于 x 的

对称性的影响. 举例来说, 如果 y = x2
1, 这里 x1 是

x 中的第一个坐标变量, 是关于均值对称的, 则逆回
归曲线 E(x|y) 会退化1.

3.2 切片逆回归的推广

SIR 工作发表之后, 受到了许多学者的质疑. 譬
如, 与经典的线性判别分析的关系、对数据椭圆对
称分布的假设是否合理、在真实数据上效果如何等

问题. 文献 [49] 对这些置疑进行了回复, 从直观上
来看, 线性判别分析期望类内尽可能小, 类间尽可能
大, 而没有考虑是否约简的子空间与原空间保留了
相同的信息.
其中指出 SIR 最大的问题在于数据分布的椭圆

对称分布的假设, 然而, 文献 [49] 也指出没有这个假
设时, 仍然可以有合理的线性条件期望表示. 文章也
指出这一算法在某些应用上取得了一定的成果, 如
波士顿住房问题等[50].
为了解决 SIR 方法容易受到函数对称性的影

响, 考虑函数对称的时候, 随着 y 的变化, E(x|y)
恒等于 0, 但逆方差 var(x | y) 在每个切片内都是
不同. 所以, 文献 [26] 提出使用二阶的逆方差函数
去估计子空间的切片平均方差估计 (Sliced average
variance estimation, SAVE). 假设数据 x 已经标准

化, PB 是到有效维数约子空间的投影算子. 那么,
对于二阶的逆方差存在如下等式[26]:

wyI − var(x|y) = PB

[
wyI − var(x|y)

]
PB (7)

这里 wy 是依赖于 X 特定椭圆对称分布的关于

Y 的函数, 例如 X 服从正态分布时, 对于所有的
Y , 有 wy = 1. 所以, 文献 [26] 在每个切片内用
I − var(x|y) 来作为二阶的逆方差计算, 并且从实验
可以看出会带来一些更好的结果. 为了保证矩阵分
解出来的特征值非负, 实际中 SAVE 使用的是估计
量是 E[I − var(x|y)]2.

相比 SIR, 虽然 SAVE 可以对子空间提供更充
分的估计, 可是它并没有 SIR 那么有效的检测线性
趋势的能力[30].
回顾一下在 SIR 中, 逆回归曲线的中心点

E(E(x|y)) = E(x) 对有效子空间的估计并不提供
任何信息, 因此, 把变量 x 作标准化处理, 逆回归
曲线的中心点随之变成零. 因此, 文献 [49] 中除了
回复质疑和肯定 Cook 等的工作外[26], Li 提出了
另一种基于二阶矩的方法, 称为 SIRII. SIRII 考虑
去掉二阶矩逆回归曲线的中心点 E(var(x | y)), 利
用了方差分解公式来获得每个切片的二阶逆方差矩

1因为 y = x2
1, 所以有 E(x1|y) = 0, 这说明 y 变量本身显然没考虑到对称性这个问题, 因此会对估计逆回归曲线产生错误的导向.
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E[var(x|y)− E(var(x | y))]2.
虽然文献 [26, 49] 分别从不同角度使用二阶逆

方差来解决 SIR 受函数对称的影响, 但是它们仍然
需要 X 符合椭圆对称分布.

3.3 主Hessian方向

观察到回归函数的 Hessian 矩阵特征值可以帮
助研究回归曲面的形状, Li 提出了主 Hessian 方向
(Principal Hessian direction, pHd) 来实现数据可
视化和维数约简[25]. 并且发现当主 Hessian 方向在
集成意义上, 可以用来定位沿回归曲面上具有最大
曲率的方向, 因而可以有助于寻找 DRS 方向.

Li 观察到回归函数 f(x) = E(y|x) 在任意点 x

处的Hessian矩阵Hx, [ ∂2

∂x(i)∂x(j) f(x)],会沿与B 正

交的任意方向退化. 基于这一观察, Li 提出了辨识
EDR 空间的主 Hessian 方向的概念[25]. 由于 Hes-
sian矩阵Hx 会随着 x的变化而变化, 除非 f(x)曲
面是二次的. 所以, 作者提出使用平均的 Hessian 矩
阵, H = EHx, 来表示数据整体的结构.

pHd 形成了一个可以用来可视化 y 与 x 关系

的新坐标系统, 其特点是回归函数沿坐标轴的曲率
是依次最大. 并且利用著名的 Stein 引理[51] 避免

对随机变量函数的求导. 因此, Hessian 矩阵 H 可

以通过 H = Σ−1
xx ΣyxxΣ−1

xx 关联到加权协方差矩阵

Σyxx = E(y−Ey)(x−Ex)(x−Ex)T 来获得. EDR
的方向 b1, · · · , bd 可以通过 HΣxx 的最大主成分构

成, 或者通过下面广义特征值的形式

Σyxxbi = λiΣxxbi, |λ1|≥ · · · ≥|λd|, 1 ≤ i≤d (8)

同时观察到对响应变量 y 加上或者减去一个关

于 x 的线性函数, 并不影响 Hessian 矩阵2 所以, 相
对于上述基于 y 的 pHd, 文献 [25] 又提出使用 y 对

x 的最小平方拟合后的残差 r 来替代 y 的基于残

差的 pHd, 即使用 Σrxx = Er(x − Ex)(x − Ex)T.
和前者相比, 基于残差 r 的 pHd 算法可以更有效
地发现真实的成分, 因为残差 r 的方差要比 y 的方

差小很多. 此外, 作者进一步将 pHd 推广到多项式
的情况: 如果 x 符合正态分布, 且在 y 对 x 的最小

平方拟合多项式次数大于 1 时, 拟合多项式的平均
Hessian 矩阵和 y 的平均 Hessian 矩阵是相同的.

因为 pHd 具有发现回归曲面曲率的能力, Li 等
进一步提出了树形 pHd 算法来挖掘数据中的几何
信息[52]. 但因为 Stein 引理成立的前提是要求数据
符合正态分布,所以, pHd没有摆脱对数据分布的假
设. 如果我们使用一个足够大的泛函空间 (例如重建
核希尔伯特空间), 对于任意分布的数据, 都可以近
似满足 Stein 定理, 那么 pHd 方法就可以得到更广

的应用. 同时, 如果响应变量 y 的取值过于离散化,
那么 pHd 将不能获得有效的维数约简子空间. 而鉴
于 pHd 可以有效获得回归曲面的几何信息, 如果我
们可以找到一个很好打分函数 (Score function), 将
离散变量转换成回归变量, 那么 pHd 也可以对离散
变量进行有效处理. 文献 [25] 还指出, pHd 可作为
一阶矩算法 SIR 的互补算法, 一方面, SIR 比 pHd
更倾向于稳定, 因为后者使用了二阶矩; 另一方面,
pHd 可以解决 SIR 无法解决的对称函数问题.

3.4 方向回归算法

基于前两阶矩的统计量 SIR 和 SAVE 是被经
常使用的维数约简估计量. 然而, 按照我们前面讨
论的, 它们分别有自己的局限. SIR 不能处理响应
变量关于原点对称的问题, SAVE 不能有效地估计
单调趋势. 像上面提到的 pHd 和 SIRII 也有类似
的困难. 因此, 一些作者提出通过凸组合这些前两阶
矩估计量来克服这些困难, 例如 SIR 和 SIRII 的凸
组合[49, 53], SIR 和 pHd 的凸组合[54], SIR 和 SAVE
的凸组合[54]. 此外, 文献 [54] 还提出一种挑选凸组
合方法系数的自助法. 值得关注的是文献 [27] 介
绍了一种简单自然的维数约简准则—方向回归算法
(Directional regression, DR), 它通过前两阶矩估计
量合成的降维方法可以在准确率上实现本质的提升.

方向回归算法的想法主要来源于经验方向

(Empirical directions). 如果我们有来自联合分布
(X, Y ) 的观测样本 {(xi, yi)}n

i=1, 那么文献 [55] 把
经验方向定义为一组向量的集合: {xi−xj : 1 ≤ i <

j ≤ n}, 并且认为经验方向包含了样本中 X 的所有

的方向信息. DR 可以非常有效地使用经验方向, 并
且是直接用经验方向对响应变量作回归. 这种方法
不仅可以实现

√
n 的收敛率, 还可以对中心子空间

实现更为充分的估计. DR 的优势在于准确率高, 计
算代价低, 而且只是前两阶矩估计量的组合. 下面介
绍一下 DR 方法的实现过程.

给定随机变量 X, 我们使用和前面一样标准
化的随机变量 Z, 即 Z = Σ−1/2

xx (X − EX). 假设
(Z ′, Y ′) 是 (Z, Y ) 的独立副本, 那么定义下式

A(Y, Y ′) = E[(Z − Z ′)(Z − Z ′)T |Y, Y ′] (9)

式 (9) 是将 Z − Z ′ 的方向, (Z − Z ′)(Z − Z ′)T, 和
(Y, Y ′) 的函数作回归. 直观上来说, 那些和中心子
空间 SY |Z 对齐的 Z − Z ′ 方向明显受到 Y 的影响,
而那些和子空间 S⊥Y |Z 对齐的 Z −Z ′ 方向将不受 Y

影响. 因此可以通过那些和中心子空间 SY |X 相一致
的 Z−Z ′ 方向来估计 SY |Z . 下面定理给出在适当条
件下, 对任意给定的 (Y, Y ′) = (y, y′), 2I−A(Y, Y ′)

2因为关于 x 的任意线性组合, 其二阶偏导恒为 0.
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的列空间是包含于 SY |Z 内的.
定理 1[27]. 假定任意的向量 v ∈ RD 且

v ⊥⊥ SY |Z , 如果
1) E(vTZ|PBX) 是关于 Z 的线性函数;
2) var(vTZ|PBX) 是非随机数.
那么, 对任意 (Y, Y ′), 2I − A(Y, Y ′) 的列空间

是包含于 SY |Z 内的.
上述定理表明我们可以通过目标 E[2I −

A(Y, Y ′)]2 来估计中心子空间 SY |Z . 文献 [27] 将
DR 的估计量中的 (Z, Y ) 和 (Z ′, Y ′) 合并后重写得
到下式的估计量

2E
[
E2(ZZT|Y )

]
+ 2E2

[
E(Z|Y )E(ZT|Y )

]
+

2E
[
E(ZT|Y )E(Z|Y )

]
E

[
E(Z|Y )E(ZT|Y )

]− 2I

(10)

上式中的估计量是关于给定 Y , Z 的条件矩的

非线性函数. 并且, 相对之前的凸组合方法, 该估计
量只有 O(n) 的计算复杂度.

上面我们介绍的所有方法都是基于前二阶矩

的方法, 我们统称为基于前二阶矩 (Frist two mo-
ment, F2M) 的充分维数约简降维算法[30]. 在同等
温和的条件下, DR 可以比前面介绍的维数约简方
法 (SIR、SAVE、SIRII、pHd 等) 更充分地估计中
心子空间 SY |Z . 并且文献 [27] 总结了在实际应用
上, 除了回归曲面非常震动被迫使用更高阶矩的统
计量外, 该类方法可以实现较优异的性能.

4 基于模型的实值多变量维数约简算法

相比之前基于原始空间统计阶矩的维数约

简方法, Cook 等将主成分 (Principal component,
PC) 的概念引入到回归问题中, 并提出了一个基
于最大似然估计的充分维数约简方法[28−30]. 和
SIR、SAVE、DR、pHd 等方法同等温和条件下相
比, 基于最大似然的方法可以实现对子空间 SY |X 更
详尽的估计. 基于最大似然的维数约简方法是通过
基于模型的逆回归中获得对正回归 X 对 Y 的约简

信息.

4.1 主成分回归模型

假设我们有 n 对从联合概率 (X, Y ) 中独立
同分布采样的观测样本 {(xi, yi)}n

i=1, 以及假设
X|Y ∼ N(µy,∆y), 那么我们有:

x = µy + ε (11)

这里的 ε ∼ N(0,∆y) 且满足 ∆y > 0. 那么, 我们的
目标就是找到中心子空间 SY |X 的最大似然估计量.

如果 d = dim(SY |X), 以及 B 在 Stiefel 流形上3, 即
满足 BTB = Id, 并且 B 的列向量是组成中心子空

间的一组基, 显然我们有 Y |X ∼ Y |BTX. 基于最
大似然的方法就是在 µy 和 ∆y 不同的结构下来估

计中心子空间 SY |X = span(B).
在介绍基于最大似然的充分维数约简前, 我们

先介绍文献 [28] 是如何将主成分引入到回归问题中
的. 首先, 考虑下面逆回归模型

xy = µ + Bvy + δε (12)

这里使用下标 y 是为了表示其是条件模型. 坐标向
量 vy ∈ Rd 是一个关于 y 函数, 并且假设 vy 有正定

协方差矩阵, 和满足均值为 0, 即
∑

y vy = 0. 对 vy

的中心化只是为了后面描述方便, 并不是必须满足
的约束. 误差向量满足 ε ∼ N(0, I). 模型 (12) 描述
的是通过截距 µ 变换后, 条件均值会落在由 B 列向

量展开的 d 维子空间内. 坐标向量 vy 则是变换后的

条件均值 E(xy)−µ 在B 下的坐标. 即便 d 非常小,
哪怕只有 3 或者 4, 这里的均值函数相当灵活[28]. 在
模型 (12) 的右端, 除了下标 y 外, 其他都是未知的.
下面的命题将逆回归模型 (12) 和X 对 Y 的正

回归联系起来:
命题 1[28]. 在逆回归模型 (12) 下, 对X 的所有

取值, Y |X 和 Y |BTX 的分布一样.
所以, 按照上述命题, 我们可以使用 X 的充分

约简变量BTX 来取代X 本身, 并且不会对 Y 的回

归预测造成信息损失. 对模型 (12) 中的中心子空间
估计需要借助最大似然.

在进行最大似然估计前, 我们先研究一下这个
子空间的性质: 1) 半正交矩阵 B 是在 Stiefel 流
形上, 即满足约束 BTB = Id; 2) 对任意的正交变
换 O ∈ Rd×d, 子空间保持不变. 即 (BO)T(BO) =
OTO = Id.

虽然性质 2 表明子空间不变, 但是坐标向量会
改变, 即 Bvy = (BO)(OTvy). 因此, 我们不可以同
时对 B 和 vy 进行估计. 所以, 模型 (12) 的最大似
然估计第一步是固定 B 和 δ2, 对 vy 和 µ 估计; 第
二步是把估计得到的 vy 和 µ 代入, 估计 B 和 δ2.
首先, 我们把 (B, δ2) 固定在 (G, s2) 处时, 模型

(12) 变成

xy = µ+Gvy+sε ∼ N
(
µ, Gvyv

T
y GT+s2I

)
(13)

对上述概率分布进行最大似然估计后, 可以得
到 µ̂ = x̄ 和在 y 缺失的情况下, vy(G, s2) =
GT(xy − x̄) 是一个关于 (G, s2) 的函数. 其次, 把估

3注: 原文中设定为 Grassmann 流形. 当假定矩阵 B 满足 BTB = Id 时, B 展成的子空间和 Grassmann 流形上定义的子空间等价. 由于后文
中的算法都是基于 Stiefel 流形讨论, 所以, 在不影响问题描述的情况下, 本文统一成 Stiefel 流形.
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计得到的 µ̂ 和 vy(G, s2) 代入模型 (12), 得到下式

xy = x̄ + GGT(xy − x̄) + sε (14)

整理可得

xy = x̄ + s(I −GGT)−1ε ∼ N
(
x̄, s2(I −GGT)−1

)

(15)
对上式的对数最大似然估计可得:

L(G, s2) = −1
2
nD log(s2)−
n

2s2
tr(ΣxxQG) + const (16)

其中, PG = GGT, QG = I − PG. 虽然这里我们
用 G 作为参数, 但是函数本身只依赖于 span(G),
并且其最大值是在 Stiefel 流形上面. 假设 (λi,γi)
分别是 Σxx 的特征值和特征向量, 并且满足 λ1 ≥
λ2 ≥ · · · ≥ λD. 因此, 最大似然估计得到的中心子
空间 SY |X = span(γ1, · · · ,γd),并且对 σ2 的估计是

σ2 = 1
D

∑D

j=d+1 λj. 模型 (12) 被称为主成分回归模
型. 在响应变量 Y 缺失的情况下, 模型中的 Y 是扮

演一个非显示条件参数的形式. 而一旦我们有响应
变量的, 我们就可以为响应变量 “定制” 主成分.

4.2 主拟合成分

模型 (12) 的不足之处在于没有充分考虑响应变
量信息, 而且最求解和主成分分析等价. 模型 (12)
和概率主成分分析模型[56] 本质上是一样, 只是模型
(12) 的出发点是考虑的回归问题, 而不是无监督的
维数约简.
当我们观测到响应变量 Y 后, 可以通过对 vy

的构建不同的模型来将主成分适配响应变量, 这
就是我们接下来介绍的主主主拟拟拟合合合成成成分分分模模模型型型. 假设
vy = β{fffy − Efffy}, 其中的 fffy ∈ Rr 为已知的

关于 Y 的向量, β ∈ Rd×r, 显然坐标向量 vy 是由

fffy 的多元线性回归得到. 因此, 主成分拟合模型可
以写成

xy = µ + Bβ{fffy − Efffy}+ δε (17)

Cook 等提到了三种构造 fffy 的方法
[28−29]:

1) 多项式法

fffy = [y, y2, · · · , yr]T ∈ Rr

2) 傅里叶变换法

fffy = [ cos(2πy), sin(2πy), · · · ,

cos(2πky), sin(2πky)]T ∈ R2k (18)

3) 切片法

按照 y 的数值切成 r 块, 分别为 I1, · · · , Ir, 那
么 fffy 中的第 k 个元素值为

fyk = δk(y)− nk

n

其中, δh(y) 为指示 y 是否在 Ik 里面. 如果 y ∈ Ik,
那么 δk(y) = 1; 否则, δk(y) = 0. nk 表示切片 Ik 里

面的元素个数. 显然 Efffy = 0.
下面介绍如何使用最大似然估计模型 (17) 中的

中心子空间 SY |X = span(B). 为了方便讨论, 我们
定义 X 为 n ×D 的矩阵, 每行为 (xy − x̄)T. 定义
F 为 n × r 的矩阵, 每行为 (fffy − Efffy)T. 那么, 当
我们固定 (B, σ) 在 (G, s2) 处时, 对 µ 和 β 最大似

然估计得到 µ̂ = x̄, β̂ = GTXTF (FTF )−1. 把估计
得到的 µ̂ 和 β̂ 代入模型 (17), 可以得到如下对数最
大似然估计

L(G, s2) = −nD

2
log(s2)− n

2s2
{tr[Σxx]−

tr[PGΣfit]}+ const (19)

定义矩阵 X̂ 是从 fffy 到X 的中心化的多元拟和

值, X̂ = PF X, 那么 Σfit 是多元拟和值的协方差矩

阵, 即 Σfit = 1
n
X̂TX̂. 同样的, 最大似然函数 (19)

只依赖于子空间 span(G). 这里的 rank(Σfit) ≤ r,
通常等号是成立的. 并且假设 rank(Σfit) ≥ d.
φ1, · · · ,φd 是矩阵 Σfit 的最大的 d 的特征值 λi

对应的特征向量, 那么最大似然函数 (19) 的最大值
是在 span(G) = {φ1, · · · ,φd} 处取得.
文章把 φT

1 X, · · · ,φT
DX 称为主拟合成分. 和

模型 (12) 不同的是, 模型 (17) 中估计子空间的协
方差矩阵是通过 fffy 对 X 拟合出来的向量构成的,
因此, 该模型通过主拟合成分充分考虑和响应变量
之间的关系. 除此之外, 文献 [28−29] 还分析了和
SIR、PLS、OLS 之间的关系. 通过对噪音协方差矩
阵强加不同的结构, 可以使 PFC 模型更灵活. 文献
[57] 提供了一个基于最大似然估计的充分维数约简
软件包, 可以供读者进行实验.
虽然该类方法可以用不同的方式建模, 灵活多

变, 可如果建立的模型与数据真实分布差异较大, 那
么会导致对中心子空间的错误估计.

5 基于互信息的实值多变量维数约简算法

条件独立性的假设 (1) 是建立在空间的概率分
布上, 即有下式[32]:

p(Y |X) = p(Y |PBX) (20)

其中, PB 是从RD 到中心子空间 SY |X 的正交投影.
若令 (B,C) 是 D-维正交矩阵使得 B 的列向

量张成子空间 SY |X , 即 SY |X = span(B), 定义
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U = BTX 和 V = CTX. 因为 (B,C) 是正交矩
阵, 所以有以下概率密度函数[32]:

p(X) = p(U, V ), p(X, Y ) = p(U, V, Y ) (21)

同时, 条件独立性可等价地表示为[32]

p(Y |U, V ) = p(Y |U) (22)

其式表示中心子空间 SY |X 是一个给定 U 后, 随机
变量 Y 和 V 条件独立的空间.
互信息提供了关于条件独立性和中心子空间存

在性之间等价性的另一种视角[32]:

I(Y ;X) = I(Y ;U, V ) = EX,Y

[
log

p(U, V, Y )
p(U, V )p(Y )

]
=

I(Y ;U) + EY,V

[
log

p(Y, V |U)
p(Y |U)p(V |U)

]
=

I(Y ;U) + EU [I(Y |U ;V |U)] (23)

其中, 互信息 I(X;Y ) 定义为[32]

I(X;Y )=
∫∫

p(X, Y )log
p(X, Y )

p(X)p(Y )
)dXdY (24)

如果满足条件独立性, 那么就有 I(Y ;X) =
I(Y ;U) 或者 EU [I(Y |U ;V |U)] = 0. 因此, 条件
独立性的问题可以转化为最优化的问题, 也就说最
大化公式 (23) 右端的第一项或者最小化右端的第二
项. 本节介绍三种基于互信息的充分维数约简算法,
方法总结见表 1.

5.1 核维数约简

基于在核独立分量分析的研究成果[31], Fuku-
mizu 等将条件独立的概念推广到监督学习中, 并通
过构造在重建核希尔伯特空间上的协方差算子, 以
形成条件独立性的非参形式化描述, 从而将该问题
转化为优化问题, 称为核维数约简 (Kernel dimen-
sion reduction, KDR)[32]. 与其他监督学习的维数
约简方法不同, 提出的方法既不要求 X 的边缘分布

假设, 也没有 Y 的条件分布的参数模型假设.
Fukumizu等[32] 使用重建核希尔伯特空间 (Re-

producing kernel Hilbert spaces, RKHSs) 的交叉
协方差算子 (Corss-covariance operator) 来获得维
数约简的目标函数. Fukumizu 首先将定义在文
献 [58] 中的交叉协方差算子从希尔伯特空间推广
到重建核希尔伯特空间. 如果我们用 (Hx, κx) 和
(Hy, κy) 分别表示在测度空间 (Ωx,Bx) 和 (Ωy,By)
上由核函数 κx 和 κy 诱导出的重建核希尔伯特空

间. 重建性质的意思是对于任意函数 f ∈ Hx, 我们
有 〈f, κ(·,x)〉Hx

= f(x). 那么对于在 Ωx×Ωy 上的

随机向量 (X, Y ), 从 RKHS Hx 到 Hy 的交叉协方

差算子定义如下[32]:
〈
g, ΣY Xf

〉
Hy

=EXY

[
f(X)g(Y )

]−
EX

[
f(X)

]
EY

[
g(Y )

]
(25)

其中, 所有的 f ∈ Hx , g ∈ Hy. 式 (25) 表明 f(X)
和 g(Y ) 的协方差是可以通过线性算子 ΣY X 的内

积得到. 并且该协方差算子提供了一个讨论概率分
布和条件独立性的有效框架. 如果 ΣXX 可逆, 那么
条件期望和交叉协方差算子之间的关系可以写成下

式[32]:

E
[
g(Y ) |X = ·] = Σ−1

XXΣXY g, g ∈ Hy (26)

对于变量 Y ∈ R`, U ∈ Rd 和 V ∈ RD−d, 分
别对应着重建核希尔伯特空间 (Hy, κy), (Hu, κu)
和 (Hv, κv), 每个空间都是由高斯径向基核函数
κ(x1,x2) = exp(−‖x1 − x2‖2/2σ2) 诱导生成. 那
么, 条件协方差算子 ΣY Y |U 就可以由交叉协方差算
子 ΣY Y , ΣY U 和 ΣUU 由下式得到

[32]:

ΣY Y |U = ΣY Y − ΣY UΣ−1
UUΣUY (27)

并且, Fukuzimu 等[32] 给出定理说明: 1) 对于任意
的 U , ΣY Y |U ≥ ΣY Y |X4; 2) ΣY Y |U − ΣY Y |X = 0 ⇔
Y ⊥⊥ V |U .
因此, 维数约简子空间 Q 可以通过下式最小化

问题得到[32]:

min
Q

ΣY Y |U , s. t. U = BTX (28)

为了得到基于样本的目标函数, 我们需要从数
据中估计条件协方差算子, 并选择特定的方式来估
计自伴算子. 首先, 文献 [32] 介绍了协方差算子可
以通过中心化的 Gram 矩阵得到, 即

Σ̂Y U = KY KU (29)

其中, 中心化的 Gram 矩阵的定义为 KY =
HKY H, H 被称为中心化矩阵, 其定义为 [In −
1
n
1n1T

n ], 1n 为全是 1 长度为 n 的列向量. Gram 矩
阵 KY 定义为 [KY ]ij = κy(yi,yj), 1 ≤ i, j ≤ n.
KU 的定义类似.

可以按照同样的方式定义协方差矩阵 Σ̂Y Y 和

Σ̂UU . 结合文献 [31] 的正则化技术, 经验条件协方
差算子 Σ̂Y Y |U 可以定义为

Σ̂Y Y |U = Σ̂Y Y − Σ̂Y U Σ̂−1
UU Σ̂UY =

(KY + εIn)2 −KY KU(KU + εIn)−2KUKY

(30)
4这里的不等式为自伴算子的偏序.
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表 1 基于互信息的降维算法对比

Table 1 Comparison of mutual information-based dimension reduction algorithms

目标函数 条件独立性 代表方法 解释

minB EU [I(Y |U ; V |U)] Y ⊥⊥ V |U KDR[32−33]
去掉X 中与 Y 独立的一些特征, 也就是说这些特征对 Y 的预测不提
供任何信息

maxB I(Y ; U) Y ⊥⊥ X |U LSDR[34−35]、MIDR[36]
从与 Y 相关的因素中寻找一个小的子空间或者子集, 不属于该子空间
或者子集的特征, 虽然对 Y 的预测作出贡献, 但是在给定子空间或者
子集后, 这部分信息不足以增加或改进对 Y 的预测能力

其中, ε > 0 是正则项常数.
文献 [33] 中考虑将 B 放在 Stiefel 流形上

St(d,D) = {B ∈ RD×d |BTB = Id}[59], 并且采
用矩阵迹来重新刻画了目标函数, 得到如下目标函
数

min
B

tr
[
KY (KU +nεIn)−1

]
, s. t. U =BTX (31)

因为目标函数是非凸, 可以通过非线性优化技术如
基于线性查找的梯度下降法来获得最小值. 迭代求
解可能求得的是局部极小值, 为缓和这问题, 可以
在迭代优化过程中用逐步减小高斯核带宽的连续方

法[33].
他们将这一问题看成是半参数问题, 即估计一

个有限维的参数 (一个由列张成有效子空间的矩阵),
同时对 X 的分布和给定 X、Y 的条件分布不作假

设. 由于通过使用核函数, 我们是在更大的空间中
搜索到的最优解, 实验结果也比之前介绍的方法要
好很多. 并且可作为任何监督学习器的预处理器.
这种方法与某类神经网络有些类似, 如两层神经网
络. 它假设第一层是一个线性变换, 第二层是非线性
变换, 从而可以看成是基于某个特定假设对回归子
p(Y |PBX) 的有效子空间估计.
但是对于一些由复杂分布或流形产生的数据,

使用线性维数约简, 并不能很好地获得数据的内部
结构. 对于大样本, 核矩阵就会变得非常大, 不利于
迭代求解. 虽然可以使用不完全 Cholesky 分解[31]

或 Nyström 方法[60] 来近似核矩阵, 但是 KDR 的
性能还会受到核函数的选择和规则化参数的选取的

影响.
国外一些学者在核维数约简基础上进行了改

进和推广. 假设高维数据在于一个低维流形上面,
Nilsson 等首先使用拉普拉斯特征映射 (Laplacian
eigenmap) 来求得一个中间子空间[45], 然后再应用
核维数约简来获得最后的一个线性子空间, 但是这
个过程可能不适合预测新样本. Wang 等通过考虑
将响应变量 Y 替换为 X, 从而将 KDR 推广到无监
督情况[37]. 进一步将响应变量 Y 通过非线性变换,
然后再与解释变量X 用KDR 来实现非线性维数约
简, 但这种方法缺少一定的可解释性.

5.2 最小平方维数约简

从式 (23) 可以看出, 充分维数约简的另外一种
求解方式是寻求变量 X 的子空间, 使得其与响应变
量之间的互信息量保持最高. 这里介绍两种通过最
大化互信息的方式来获得最优中心子空间的充分维

数约简方法[34, 36].
Sugiyama 等一直从事密度比率 (Density ra-

tio) 的相关研究[61]. 他们采用一个互信息的平方损
失互信息 (Squared-loss mutual information, SMI)
来进行独立性度量, 然后应用近似 SMI (Least-
squares mutual information, LSMI) 进行求解, 并
且称这一方法为最小平方维数约简 (Least-squared
dimension reduction, LSDR)[34].

文章以平方损失互信息 (SMI) 作为度量的标
准, 其定义如下[34]:

I(Y ;X) =

1
2

∫∫ (
p(Y, X)

p(Y )p(X)
− 1

)2

p(Y )p(X)dY dX (32)

这里需要说明的是 SMI 可以来估计两个随机变
量之间的独立性是因为 I(Y ;X) 等于 0 当且仅当
p(Y, X) = p(Y )p(X). 而且满足数据预处理不等式
I(Y ;X)− I(Y ;U) ≥ 0, 等号成立的条件是满足条件
独立性, 即 p(X, Y |U) = p(X|U)p(Y |U).
但是由于 p(Y, U), p(Y ) 和 p(U) 均是未知的,

我们不能直接使用 SMI 来估计条件独立性. 为了避
免密度估计, 文章采用密度率估计来近似 SMI. 通过
凸对偶, SMI 可以表示成如下[34]:

I(Y ;U) = − inf
g

J(g)− 1
2

(33)

其中

J(g) =
1
2

∫∫
g(Y, U)2p(Y )p(U)dY dU−

∫
g(Y, U)p(Y, U)dY dU (34)

这样, 计算 I(Y ;U) 就变成寻找 J(g) 的最小值 g∗,
而且 g∗(Y, U) = p(Y,U)

p(Y )p(U)
[62], 这样对于 I(Y ;U)的估

计就变成对于 g∗(Y, U) 的估计.
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Suzuki 等指出直接计算 J(g) 会遇到两个困
难, 一个是搜索空间太大, 二是密度率中真实分布
未知[34]. 针对第一个问题, 我们将空间限制在一个
b 维子空间上 G := {αTϕ(y,u)|αT ∈ Rb}, α 是

从样本中学习得到, b 维子空间基函数 ϕ(y,u) :=
[ϕ1(y,u), · · · , ϕb(y,u)]T ≥ 0b, ϕ(y,u) 表示样本
到核空间的映射函数. 对于第二个问题, 可以使用经
验分布来近似, 因此有[34]:

α̂ = arg min
α∈Rb

[
1
2
αTĤα−ĥTα+

λ

2
αTRα

]
(35)

这里的 λ
2
αTRα 表示正则化项, R 为某些正定

矩阵, Ĥ = 1
n2

∑n

i,j=1 ϕ(yi,uj)ϕ(yi,uj)T 和 ĥ =
1
n

∑n

i=1 ϕ(yi,ui).
对式 (35) 求导很容易得到其解析解为 α̂ =

(Ĥ + λR)−1ĥ. 这样我们就得到最小平方互信息
LSMI 的估计量[34]

I(Y ;U) := ĥTα̂− 1
2
α̂TĤα̂− 1

2
(36)

因为这里 B 也是位于 Stiefel 流形上 St(d,D) =
{B ∈ RD×d |BTB = Id}, 所以, 可以通过梯度下降
算法来寻找让 LSMI 估计量最大的变换矩阵 B. 文
章中从理论上分析了最小平方维数约简的渐近收敛

性, 而且对于径向基函数 ϕ(y,u) 中的参数和规则
化参数 λ 可以使用交叉验证进行选择.

Suzuki 等进一步将 LSDR 推广, 得到在Grass-
mann 流形上的最小平方维数约简[35]. Grassmann
流形为所有在 D 维空间的 d 维子空间的集合, 记
Gr(d,D) = {B ∈ RD×d |BTB = Id}/ ∼, 其中 ∼
表示两个矩阵展开相同的子空间的等价关系. 文献
[63] 指出 KDR 和 LSDR 的两大限制, 一是因为使
用梯度下降, 所以不适用于大样本, 二是初始值的
选取, 可能导致的是局部最优值. 为了加速算法的效
率, Yamada 等通过在 LSDR 每次迭代的时候, 加
入基于 Epanechnikov 核的平方损失互信息估计的
依赖最大化过程, 可以有效地改善算法的效率[63].

5.3 基于非参互信息的维数约简

另外一种基于 k-近邻的非参互信息估计量是由
Faivishevsky 等提出, 并且已经被成功应用到独立
成分分析, 聚类和降维[36, 64−65]. 原文从概率密度
微分的角度来描述基于 k-近邻的互信息, 这里我们
提供一种更简便的理解. 首先, Loftsgaarden 等在
1965 年就提出了基于 k-近邻的密度估计量[66]. 给
定样本集合 {xi}n

i=1, 那么 X 的概率密度估计量定

义如下:

pk(xi) =
k

(n− 1) c [ρk(i)]D
(37)

其中, 常数 c 为 D 维空间里面单位超立方体体积,
ρk(i) 表示样本 xi 与其第 k 个近邻之间的欧氏距离.
很显然, 如果 ρk(i) 越大, 那么说明样本 xi 附近越

稀疏, 进而密度会越小. 反之亦然.
那么, 基于 k-近邻密度估计的信息熵可以写成

Hk(X) =
1
n

n∑
i=1

− log pk(xi) =

1
n

n∑
i=1

[
D log ρk(i) + log

(n− 1)c
k

]
=

D

n

n∑
i=1

log ρk(i) + const (38)

给定 k 的取值, 那么式 (38) 会给出样本的信息熵.
然而, 对于基于 k-近邻的非参估计量, 在一些应用中
它的梯度是很难得到5. 同时, 由于使用 k-近邻, 该
估计量缺乏一定的平滑性.

因此, Faivishevsky 等提出使用平均的基于 k-
近邻的估计量 (忽略常数项)

H(X) =
1

n− 1

n−1∑
k=1

Hk(X) =

D

n(n− 1)

∑
i 6=j

log ‖xi − xj‖2 (39)

显然, 式 (39) 是一个没有任何参数且平滑的信息熵
估计量. 当我们同时也有响应变量 Y 的时候, 那么
可以把随机变量 X 和 Y 间的互信息通过联合和边

际熵表示出来, 如果使用上式的估计量, 那么有:

I(X;Y ) = H(X) +H(Y )−H(X, Y ) =
D

n(n− 1)

∑
i 6=j

log ‖xi − xj‖2 +

1
n(n− 1)

∑
i 6=j

log ‖yi − yj‖2−

D + 1
n(n− 1)

∑
i 6=j

log(‖xi − xj‖2 +

‖yi − yj‖2) (40)

这里假设 y 是一维的响应变量. 当给定观测样本时,
可以用上式估计中心子空间, 相应的目标函数就写

5每次投影都可能会导致近邻的变化, 因此, 不适合利用梯度下降来求解降维问题.
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成下式

max
B

(
d

n(n− 1)

∑
i 6=j

log
∥∥BT(xi − xj)

∥∥2−

d + 1
n(n− 1)

∑
i 6=j

log(
∥∥BT(xi − xj)

∥∥2
+ ‖yi − yj‖2)

)

(41)

该方法称为基于非参互信息的维数约简

(Mutual information-based dimension reduction,
MIDR). 这里的投影矩阵 B 是在 Stiefel 流形上.
虽然估计量 (41) 比前面提到的 KDR、LSDR 等简
单, 而且没有参数, 可是在实际使用时, 问题相对
比较多. 因为一个前提假设是样本中不能有重复样
本, 其次, 使用梯度下降求解的时候, 不同样本可
能在投影后变得一样, 即会导致梯度消失. 此外, 近
邻的平均并不能带来很好的性能提升, 因为 Lofts-
gaarden 早在 1965 年就指出基于 k- 近邻的密度收
敛率随着样本 n 增加, 需要满足 limn→∞ k = ∞ 和
limn→∞ n/k = ∞[66]. 显然,当 k = 1或者 k = n−1
时, 密度估计的收敛率是无法保证的.

6 基于相依准则的实值多变量维数约简算法

独立性准则几乎与条件独立性是平行发展

的, Gretton 等在重建核希尔伯特空间中提出了
受约束的协方差标准去描述独立性[67], 随后他们
通过用希尔伯特 –施密特范数来取代原来的 `2 范

数, 得到了希尔伯特 –施密特独立性准则 (Hilbert-
Schmidt independence criterion, HSIC)[68]. 与此
同时, Székely 等提出一种基于样本距离而且非常简
单的独立性准则估计量, 称为距离协方差 (Distance
covariance, DCOV)[69]. 这两种独立性准则的估计
量分别被先后引入实值多变量维数约简算法[37−38].
下面我们先介绍随机变量的独立性, 两个随机变量
的独立性可以直接写成

Y ⊥⊥ X (42)

表示随机变量 X 和 Y 互相独立. HSIC 和 DCOV
均为估计两个随机变量的独立性准则. 独立的对立
面是相依性 (Dependence)6. 因此, 本节介绍的两
个算法分别基于 HSIC 和 DCOV 最大化随机变量
BTX 和 Y 之间的相依性来获得中心子空间. 值得
注意的是, 相依性 (独立性) 和条件独立性之间存在
着本质的区别, 所以, 从严格意义上来讲, 基于相依
准则的降维算法不属于充分维数约简范畴. 但是, 由

于其目标函数有时候比一些标准的实值多变量维数

约简算法更为简单, 方便优化, 同样也吸引了一些研
究人的关注. 本章不作严格区分, 把基于相依准则的
降维算法也列为充分维数约简算法中. 下面将着重
介绍这两个独立性准则.

6.1 希尔伯特 –施密特独立性准则

式 (25) 中定义的交叉协方差算子可以看成是相
关系数的非线性推广, 即对任意的非线性函数 f 和

g, 如果交叉协方差仍然为 0, 那么可以说明这两个
随机变量是独立的. 因此, Gretton 等提出使用希尔
伯特 –施密特范数来度量交叉协方差算子[68].
希尔伯特 –施密特范数是对矩阵的 Frobenius

范数的推广. 因此, HSIC 的估计量其实就是算子
ΣXY ΣT

XY 的迹
7. 因此, 我们用平方的希尔伯特 –施

密特范数来作为独立性的准则. Gretton 等证明了
HSIC 可以通过核函数表示如下[68]:

HSIC(X, Y ) = ‖ΣXY ‖2
HS =

EXX′Y Y ′
[
κx(X, X ′)κy(Y, Y ′)

]
+

EXX′
[
κx(X, X ′)

]
EY Y ′

[
κy(Y, Y ′)

]−
2EXY

[
EX′ [κx(X, X ′)]EY ′ [κy(Y, Y ′)]

]
(43)

其中, (X ′, Y ′) 是 (X, Y ) 的独立拷贝. 上述 HSIC
为零当且仅当变量 X 和 Y 互相独立. 因此, 最大化
HSIC 即为最大化两个随机变量之间的相依关系.
给定观测样本 {(xi,yi)}n

i=1, HSIC 的样本估计
量可以写成

HSIC(X, Y ) =
1

(n− 1)2
tr

[
KXHKY H

]
=

1
(n− 1)2

tr
[
KXKY

]
(44)

其中, KX 和 KY 分别是 X 和 Y 对应的 Gram 矩
阵, H 为上一节定义的中心化矩阵.

Wang 等通过最大化 HSIC 估计量来让 U =
BTX 和 Y 之间的相依关系最大, 即寻找一个低维
空间, 使得 U 和 Y 之间的信息保留的最多[37]. 其对
应的优化目标函数为

max
B

HSIC(U, Y ) = 1
(n−1)2

tr
[
KUHKY H

]
(45)

相对于KDR 的目标函数 (31), HSIC 目标函数
的优势在于避免了矩阵求逆. 虽然, Wang 等证明了
HISC 和 KDR 的渐近等价性[37], 但 Suzuki 等强调
了 HISC 是估计两个随机变量之间的独立性, 而并
非条件独立性[34].

6统计中对单词 “Dependence” 没有很明确的翻译, 有的地方翻译成 “相关”, 有的地方直译成 “依赖”, 本文中, 我们采取第三种翻译 “相依”, 表
示两个随机变量相互依赖.

7对于任意矩阵 A ∈ Rn×m, 其 Frobenius 范数 ‖A‖2F =
∑n

i=1

∑m
j=1[A]2ij = tr

[
AAT

]
.



2期 单洪明等: 实值多变量维数约简: 综述 205

值得一提的是, 最大化 HSIC 来度量变量之间
的相依关系这个策略不止被用在充分维数约简降

维算法中, 还被广泛用在其他应用中, 譬如, 多标
签降维[70]、聚类分析[71−72]、特征选择[73]、目标匹

配[74−75]、因果推演[76] 等.

6.2 距离协方差

另外一种独立性估计量是由 Szekely 等[69] 在

2007 年提出的基于样本距离而且非常简单的估计
量,称为距离协方差 (Distance covariance, DCOV).
由于其不包含参数, 易计算, 而被应用到特征抽
取[77], 特征提取[38, 78] 等应用.
依据文献 [69], 距离协方差的定义如下:
定义 2. 对于给定有限一阶矩的两个随机变量

X ∈ RD 和 Y ∈ Rl, 那么距离协方差的定义如下:

DCOV(X, Y ) =∫

RD+l

|fX,Y (t, s)− fX(t)fY (s)|2w(t, s)dtds (46)

其中, fX 和 fY 分别是 X 和 Y 的特征函数, fX,Y

是联合特征函数, w(t, s) 是一个权重函数, 定义为

w(t, s) =
(
C(D, α)C(l, α)‖t‖α+D

D ‖s‖α+l
l

)−1

(47)

这里的 C(D, α) = 2πD/2Γ(1−α/2)

α2αΓ((α+D)/2)
.

这里的权重函数 w(t, s) 需要保证式 (46) 的积
分存在. 在文献 [69, 79] 中给出了 DCOV 的另一种
等价形式:

DCOV(X, Y ) =

EXX′Y Y ′‖X −X ′‖‖Y − Y ′‖+
EXX′‖X −X ′‖EY Y ′‖Y − Y ′‖−
2EXY

[
EX′‖X −X ′‖EY ′‖Y − Y ′‖] (48)

其中, (X ′, Y ′) 是 (X, Y ) 的独立拷贝. 上述距离协
方差为零当且仅当随机变量 X 和 Y 相互独立. 同
样的, 最大化 DCOV 对应的就是相依关系. 显然地,
如果用欧氏距离替换 HSIC (43) 中的核函数, 那么
HSIC 和 DCOV 是等价的. 此外, Sejdinovic 等已
经证明 DCOV 只是 HSIC 的一个特例[80].
给定样本集合 {(xi,yi)}n

i=1, 距离协方差可以通
过计算两两样本间的欧氏距离得到, 即其估计量为

DCOV(X, Y ) =
1
n2

n∑
i=1

n∑
j=1

[DX ]ij[DY ]ij =

1
n2

tr
[
DXDY

]
(49)

其中, DX 为变量 X 中心化的距离矩阵, 也就是说,

DX = HDXH, [DX ]ij = ‖xi − xj‖. 类似的可以定
义中心化的距离矩阵 DY .
因此, Sheng 等考虑通过最大化上述 DCOV 估

计量来估计中心子空间[38], 构造目标函数为

max
B

DCOV(U, Y ) =
1
n2

tr
[
DUDY

]
(50)

相对于 HSIC, DCOV 的优势在于它的估计量
中没有任何参数, 弱势在于, 估计量中采用的欧氏距
离无法处理复杂的非线性相依关系.
除了这两项经典工作外, 还有一些其他变体的

推广. 像 Fukumizu 等提出了一个规范化的协方差
算子 VXY : ΣXY = Σ1/2

XY VXY Σ1/2
Y Y 在极限情况下是

核函数无关的, 因此具有更好的刻画独立性关系的
能力[81]. 此外, Fukumizu 等还证明了在一定假设
下, 规范化的协方差算子的希尔伯特 –施密特范数
和式 (32) 等价[81]. 然而该估计量在基于样本情况
下, 依然需要选择核函数. Poczos 等考虑使用最大
均值差异 (Maximum mean discrepancy, MMD)来
衡量 Copula 的联合分布[82], 从而实现独立性的估
计, 而且这种方法满足所有依赖性公理[83], 但是因
为使用了序关系, 无法用于对中心子空间的估计.

7 基于回归梯度的实值多变量维数约简算法

前面提到的方法虽然可以统计高阶信息, 可是
非凸的目标函数导致优化代价昂贵. 因此, 即可以
包含高阶信息, 又可以快速求解, 这就使得算法更实
用. 文献 [39−41] 从回归模型中条件期望的梯度入
手, 提出了既可以包含高阶统计信息, 又有闭式解的
两种降维方法. 我们首先介绍一下如何通过梯度来
估计中心子空间.

考虑响应变量 Y ∈ R, 那么我们有:

∂E[Y |X = x]
∂x

=
∂

∂x

∫
yp(y|x)dy =

∫
y

∂

∂x
p(y|BTx)dy =

B

∫
y

∂

∂u
p(y|u)|u=BTxdy (51)

其中第二步到第三步, 使用了条件独立性 p(Y |X) =
p(Y |BTX). 从式 (51) 可以看出, 对任意的 x, 梯
度 ∂E[Y |X=x]

∂x
是包含在中心子空间里面的. 因此,

Fukumizu 等使用条件协方差算子的梯度形式进
而估计中心子空间, 该方法称为基于梯度的核维
数约简 (Gradient-based kernel dimension reduc-
tion, gKDR)[39−40]. Sasaki 等使用最小平方对数
密度的梯度来直接估计回归函数的梯度, 进而估计
中心子空间, 该方法称为最小平方梯度维数约简
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(Least-squares gradients for dimension reduction,
LSGDR)[41].

7.1 基于梯度的核维数约简

首先, Steinwart 等已经证明, 如果在欧氏空
间给定一个定义在开集上的正定核 κ(x,y) 对 x

和 y 是连续可微的, 那么在对应 RKHS 空间的
任意函数 f 也是连续可微的[84]. 更进一步, 如果
∂

∂x
κ(·,x) ∈ Hx, 我们有:

∂f

∂x
=

〈
f,

∂

∂x
κ(·,x)

〉
Hx

(52)

其次, 式 (26) 已经给出了用交叉协方差算子表示条
件期望. 假设 ΣXX 是双射, κx(x, x̃) 是连续可微的,
对任意 g ∈ Hy, E[g(Y ) |X = ·] ∈ Hx, 结合式 (52)
和式 (26), 我们有:

∂

∂x
E[g(Y )|X = x] =

〈
Σ−1

XXΣXY g,
∂κx(·,x)

∂x

〉
Hx

=

〈
g, ΣY XΣ−1

XX

∂κx(·,x)
∂x

〉
Hy

(53)

此时, 令函数 g = κy(·, y), 那么我们得到如下核空
间回归函数的梯度形式

∂

∂x
E[κy(·, y) |X =x] = ΣY XΣ−1

XX

∂κx(·,x)
∂x

(54)

定义矩阵M(x) 如下:

M(x) :=
〈
ΣY XΣ−1

XX

∂κx(·,x)
∂x

,ΣY XΣ−1
XX

∂κx(·,x)
∂x

〉
Hy

=

〈∂κx(·,x)
∂x

,Σ−1
XXΣXY ΣY XΣ−1

XX

∂κx(·,x)
∂x

〉
Hx

(55)

按照式 (51), 显然可知D×D 矩阵M(x) 的非零特
征值对应的特征向量是包含在中心子空间内的. 和
传统方法不一定的地方是, 这个方法包含的是高维
(或者无穷维) 的回归函数 E[κy(·, y) |X = x].

当给定观测样本 {(xi,yi)}n
i=1, 基于经验协方差

算子和正则化, 矩阵M(x) 可以用下式估计

M̂(x) =

∇kkkT
X(x)

(
KX + nεI

)−1
KY

(
kkkX + nεI

)−1∇kkkX(x)
(56)

其中

∇kkkX(x)=
[∂κx(x1,x)

∂x
, · · · ,

∂κx(xn,x)
∂x

]T

∈ Rn×D

(57)

因为对任意的 x, 矩阵 M(x) 的特征向量都包含
在中心子空间内, 因此文献 [39−40] 提出使用矩阵
M(x) 的平均来构造 gKDR 的目标矩阵, 即

M̂ :=
1
n

n∑
i=1

M̂(xxxi) (58)

和之前基于二阶矩的方法相比, gKDR 中包含
更高阶的统计信息, 可以处理任意类型的 Y , 包括多
模态或结构变量, 并且对 X 的分布不作假设. 同时,
如果选择某些分类或者回归的方法, 核函数的参数
可以通过交叉验证的方式选取. gKDR 的时间复杂
度是 O(n3), 主要耗时的地方是矩阵求逆和特征值
分解. 为了适应大数据的处理, 文章还提供了两种变
体: 1) 通过使用不完全 Cholesky 分解; 2) 通过采样
的方法, 把数据切成 h 份, 然后在每一份数据上求一
个投影方向, 再用 h 个投影方向求得最终平均的投

影方向.
gKDR 的性能取决于正则化参数 ε 和核函数

κx, κy 中的带宽参数. 并且没有系统的模型选取方
法用来挑选这些参数. 因此, Sasaki 等提出了一个
带有交叉验证的基于梯度的降维方法[41].

7.2 最小平方梯度维数约简

和 gKDR 出发点不一样的是, LSGDR 旨在估
计条件密度的梯度, 即下式:

∂

∂x
p(y|x) = B

∂

∂u
p(y|u) (59)

因此, 只要估计出条件密度的梯度, 我们就可以用外
积构造矩阵, 进而估计中心子空间.

因此, Sasaki 等提出了一个对数条件密度梯度
的估计量[41]:

∂j log p(y|x) =
∂jp(y|x)
p(y|x)

∂jp(y, x)
p(y, x)

− ∂jp(x)
p(x)

(60)

其中, ∂j = ∂
∂x(j) . 文章的核心思想是直接用梯度模

型, g(y, x) = [g(1)(y, x), · · · , g(D)(y, x)] 去拟合其
真实的对数条件密度梯度. 具体过程和 LSDR 方法
类似, 此处不作展开.

经过一些操作变换, g(j) 的经验近似损失可以写

成

J̃(g(j)) =
1
n

n∑
i=1

{
g(j)(yi,xi)

}2

+

2
{

∂jg
(j)(yi,xi) + g(j)(yi,xi)γ̂(j)(xi)

}

(61)
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为了估计 ∂j log p(y|x), 我们使用如下线性参数
模型:

g(j)(y, x) =
n∑

i=1

θij exp
(
− ‖x− xi‖2

2(σ(j)
x )2

− (y − yi)2

2σ2
y

)

︸ ︷︷ ︸
ψ

(j)
i (y,x)

=

θT
j ψj(y, x) (62)

∂jg
(j)(y, x) =

n∑
i=1

θij ∂jψ
(i)
j (y, x)︸ ︷︷ ︸

φ
(j)
i (y,x)

= θT
j φj(y, x)

(63)

其中, ψ
(j)
i (y, x) 为基函数. 通过代入模型, 并且加

入 `2 正则项, 我们可以得到闭式解

θ̂j = arg min
θj

[
θT

j Gjθj + 2θT
j hj + λ(j)θT

j θj

]
=

− (Gj + λ(j)I)−1hj (64)

其中, λ(j) 为正则项系数,

Gj =
1
n

n∑
i=1

ψj(yi,xi)ψT
j (yi,xi) (65)

hj =
1
n

n∑
i=1

φj(yi,xi) + γ̂(j)(xi)ψj(yi,xi) (66)

最后, 我们可以得到一个最小平方对数条件密度梯
度 (Least-squares logarithmic conditional density
gradient, LSLCG) 估计量, 即

ĝ(j)(y, x) = θ̂T
j ψj(y, x) (67)

为了估计中心子空间, 和 gKDR 类似的定义外
积矩阵

Σ̂ =
1
n

n∑
i=1

ĝ(yi,xi)ĝT(yi,xi) (68)

其最大特征值对应的特征向量构成我们的中心子

空间, 该方法称为最小平方梯度维数约简. 相对于
gKDR, 该方法具有交叉验证, 便于模型选取.

8 基于非线性的充分维数约简算法

前面提到的所有方法都是线性维数约简算法.
而对于数据中的非线性结构, 线性往往不能满足需
求. 因此, 一些研究人员开始研究非线性的实值多
变量维数约简算法. 非线性降维算法主要考虑由核
函数 κx 诱导得到的重建核希尔伯特空间 Hx, 那么
任意样本 x 都可以通过隐式的非线性特征变换映射

到重建核希尔伯特空间, 即 φ(x) = κx(·,x) ∈ Hx,
本节将介绍两种非线性方法, 希望寻找一组非线
性的投影向量 bl(·) ∈ Hx, l = 1, · · · , d, 组成非线
性的中心子空间, 方法分别为核切片逆回归 (Ker-
nel sliced inverse regression, KSIR)[42] 和协方差算
子逆回归 (Covariance operator inverse regression,
COIR)[8, 11, 85].

8.1 核切片逆回归

KSIR 是 SIR 的核化算法. 在第 3.1 节中, 我们
已经介绍了 SIR 通过逆回归曲线 E[x | y] 来估计中
心子空间, 并且其估计量可以写成 var(E[x | y]). 而
在 KSIR 中, 作者直接将 x 换成 φ(x) 实现非线性.
即 KSIR 的估计量为 var(E[φ(x) | y]).

和 SIR 类似, KSIR 首先将数据按照 Y 的

数值切成 h 份, 分别为 I1, · · · , Ih. 令 Φx =
[φ(x1), · · · ,φ(xn)], C 表示 n × h 的 0/1 指示矩
阵, 每一行只有一个元素是 1 (表示该样本属于某一
切片), 其余为 0. 此外, 矩阵 P 为一个 h×h 的对角

矩阵, 其对角线元素表示该切片内样本占全部样本
的比例, 即 [P ]jj = |Ij|/n. 那么, KSIR 按照以下步
骤估计中心子空间

1) 把 {yi}n
i=1 切成 h 份, 计算切片内均值

M = [m1, · · · ,mh] =
1
n

ΦxCP−1 (69)

2) 估计切片内样本的协方差矩阵, 即

V = MPMT (70)

我们把矩阵 V 的前 d 个特征向量记成 {vl}d
l=1.

3) 中心子空间的方向可以通过 bl = Σ−1
XXvl,

l = 1, · · · , d 获得.
虽然上面的步骤不能显示的计算, 但是我们可

以通过核技巧实现. 更具体点, 在步骤 2), 为了求解
特征值分解 V v = λv, 我们把 v 表示成 {φ(x)i}n

i=1

的线性组合, 也就是说, v =
∑n

i=1 αiφ(xi) = Φxα,
其中 α = [α1, · · · , αn]T. 在 V v = λv 的两侧同乘

ΦT
x 后, 可以得到下面对偶方程:

1
n2

KXCP−1CTKXα = λKXα (71)

步骤 3) 中的投影向量 b 可以用类似的方式从

v 得到. 为了求解 ΣXXb = v, 我们把样本估
计量 1

n
ΦxΦT

x 来替换协方差算子 ΣXX . 令 b =∑n

i=1 βiφ(xi) = Φxβ, 其中 β = [β1, · · · , βn]T, 并
且两侧同乘以 ΦT

x , 即可以得到 β 的闭式解:

β = nK−1
X α (72)

非线性中心子空间就可以通过 d 个从 {βl}d
l=1

构成的基函数 {bl}d
l=1 表示. 如果给定一个新的
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样本 x∗, 它的低维表示 z∗ ∈ Rd 可以通过将

φ(x∗) 投影中心子空间得到, 也就是说, z∗ 的第 l

个元素是: bT
l φ(x∗) = kkkT

∗βl, l = 1, · · · , d, 其中
kkk∗ = [κx(x1,x

∗), · · · , κx(xn,x∗)]T.
核化的切片逆回归方法解决了 SIR 的一些

问题. 它允许一个对边际分布有较少约束的非
线性子空间. 然后, KSIR 基于切片的估计量

var(E[φ(x) | y]) 并不适用于高维的变量 Y . 这样
使得 KSIR 只能用于一元变量回归或者分类. 为了
避免因为切片带来的问题, Kim 等提出了一个新的
协方差算子逆回归[8, 11, 85].

8.2 协方差算子逆回归

前面已经提到交叉协方差算子可以通过协方差

算子定义, 即

ΣXX|Y = ΣXX − ΣXY Σ−1
Y Y ΣY X (73)

并且在一些温和条件下, 条件协方差算子 ΣXX|Y 和
给定 y, φ(x) 的期望条件方差等价. 具体描述如下
面定理.

定理 2. 对任意的函数 f ∈ Hx, 如果存
在一个函数 g ∈ Hy, 使得对几乎所有的 y, 有
E[f(x) |y] = g(y). 那么ΣXX|Y = E[var[φ(x) |y]].

使用方差公式, 我们有:

var[E[φ(x)|y]]=var(φ(x))−E[var[φ(x)|y]] (74)

通过定理 2 和式 (73), 式 (74) 可以写成

var[E[φ(x) |y]] = ΣXY Σ−1
Y Y ΣY X (75)

注意 var(φ(x)) = ΣXX .
COIR 需要对上式进行特征值分解, 给定观测

样本 {(xi,yi)}n
i=1, 再令 Φy = [φ(y1), · · · ,φ(yn)],

那么式 (75) 的估计量可以写成

var(E[φ(x) |y]) =
( 1

n
ΦxΦT

y

)( 1
n

(ΦyΦT
y + nεI)

)−1( 1
n

ΦyΦT
x

)
=

1
n

ΦT
x Φy(ΦyΦT

y + nεI)−1ΦyΦT
x =

1
n

ΦxKY (KY + nεI)−1ΦT
x (76)

同样的核技巧, 特征值分解 var(E[φ(x) |y])v = λv

可以写成下式,

1
n

KY (KY + nεI)−1KXα = λα (77)

因此, 和 KSIR 类似的, 通过式 (72) 得到最终的非
线性子空间. 和KSIR 相比, COIR 中不需要对响应
变量 Y 切片, 可以处理多元变量的 Y , 并且该方法
可以轻易推广到半监督情况[85].

9 实值多变量维数约简算法求解

首先, 本节给出对本文介绍的所有实值多变量
维数约简算法的全面对比. 对比主要从响应变量类
型、算法求解类型、分布假设、算法中使用的统计

矩、是否带有交叉验证、算法中的回归方式、算法中

的参数个数以及参数列表, 详见表 2. 需要指出的是,
表 2 中的统计矩表示模型中使用变量 X 的阶矩; 无
穷表示使用高斯核或者 log 操作可以把变量映射到
一个无穷维的空间. 模型选取中的 “-” 表示模型无
参数, 不需要模型选取; “无” 表示该模型无系统的
选取方法, 需结合其他回归算法作交叉验证; “交叉
验证” 表示该方法可直接进行交叉验证.

表 2 实值多变量维数约简算法总结

Table 2 Summary of real-valued multivariate dimension reduction algorithms

算法 响应变量 求解类型 分布假设 统计矩 模型选取 回归方式 # 参数 参数列表

SIR[23] 一元 解析解 椭圆对称 一阶 无 逆回归 1 切片数 h

SAVE[26] 一元 解析解 椭圆对称 二阶 无 逆回归 1 h

SIRII[49] 一元 解析解 椭圆对称 二阶 无 逆回归 1 h

pHd[25] 一元 解析解 正态分布 二阶 − 正回归 0 −
DR[27] 一元 解析解 渐进正态 二阶 无 逆回归 1 h

PFC[28] 一元 解析解 模型假设 模型相关 无 逆回归 1 次数 r

KDR[33] 多元 非凸优化 无 无穷 无 正回归 3 带宽 σx, σy,ε

LSDR[35] 多元 非凸优化 无 无穷 交叉验证 正回归 4 σx, σy,λ,b

MIDR[36] 多元 非凸优化 无 无穷 − 正回归 0 −
HSIC[37] 多元 非凸优化 无 无穷 无 正回归 2 σx, σy

DCOV[38] 多元 非凸优化 无 二阶 − 正回归 0 −
gKDR[40] 多元 解析解 无 无穷 无 正回归 3 σx, σy, ε

LSGDR[41] 多元 解析解 无 无穷 交叉验证 正回归 2D + 1 {σ(j)
x , λ(j)}D

j=1, σy

KSIR[42] 一元 解析解 无 无穷 无 逆回归 2 σx,h

COIR[8] 多元 解析解 无 无穷 无 逆回归 3 σx, σy, ε
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至此, 我们已经对降维算法有一定的了解, 剩下
的就是如何求解这些算法. 本章所介绍的降维算法
可以分为两种求解类型: 基于广义特征值分解的降
维算法和基于矩阵流形优化求解的降维算法. 本节
最后会介绍一种内在维度的估计算法.

9.1 基于广义特征值求解的实值多变量维数约简算

法

表 3 中列出算法可以转换给广义特征值求解.
需要特别指出的是, 除了 KSIR 和 COIR 为非线性
降维外, 其余均为线性降维.

表 3 基于广义特征值求解的实值多变量维

约简算法估计量

Table 3 Estimation of generalized

eigen-decomposition-based multivariate dimension

reduction algorithms

方法 (样本) 估计量M

SIR[23] E
[
E(Z|Y )E(Z|Y )T

]

SAVE[26] E
[
I − var(Z|Y )

]2

SIRII[49] E
[
var(Z|Y )− E(var(Z|Y ))

]2

pHd[25] E
[
(Y − EY )ZZT

]2

DR[27] 2E
[
E2(ZZT|Y )

]
+ 2E2

[
E(Z|Y )E(ZT|Y )

]
+

2E
[
E(ZT|Y )E(Z|Y )

]
E

[
E(Z|Y )E(ZT|Y )

]
−2I

PFC[28] 1
n

X̂TX̂

gKDR[40]
〈 ∂κx(·,x)

∂x
, Σ−1

XXΣXY ΣY XΣ−1
XX

∂κx(·,x)
∂x

〉
Hx

LSGDR[41] E(g(y, x)g(y, x)T)

KSIR[42] var(E[φ(x) | y])

COIR[8] var(E[φ(x) | y])

在线性降维基础上, 维数约简成分都是原
来预测量的线性组合得到. 这样就会很难对

约简后的成分进行解释. 例如, 我们有一个回
归模型 Y = exp(−0.5bTX) + 0.5ε, 其中 X 是

6 维向量, 并且噪音变量 ε 是独立的标准正态

分布. 那么中心子空间 SY |X = span(b), 并且
这里的 b 设为 (1,−1, 0, 0, 0, 0)T/

√
2. 拿 SIR 为

例, 通过 100 个仿真样本, 得到的估计量为 b̂ =
(0.651,−0.745,−0.063, 0.134, 0.014, 0.003)T. 虽然
最后 4 个系数相对比较小, 但是 6 个维度的信息都
被包含在里面了, 这样会导致对真实中心子空间的
估计出现偏差. 所以, 文献 [43−44] 组合了充分维
数约简中的回归技术和稀疏学习中的收缩估计策略,
对子空间进行了稀疏化表示.
稀疏维数约简是对现有算法的推广, 本节简要

介绍两种稀疏策略. 1) 文献 [43] 借助稀疏主成分分
析的思想[86], 将广义特征值问题转换为优化问题,并
使用 LASSO (Least absolute shrinkage and select
operator) 算法求解. 期望使得投影矩阵 B 中的一

些元素收缩至 0, 这样可以有更好的解释性. 2) 考虑
到上面方法中的惩罚项是坐标依赖的, 即对于基的
正交变换, `1 的惩罚项不是保持不变的. 因此, 文献
[44] 提出一个坐标独立的惩罚项, 并且考虑对投影
矩阵 B 的行向量进行惩罚, 这样在实现稀疏学习的
同时还可以进行变量选取.

9.2 基于矩阵流形优化的实值多变量维数约简算法

由于实值多变量维数约简算法中基于矩阵流形

优化的投影矩阵 B 都是在 Stiefel 流形 St(D, d) =
{B ∈ RD×d : BTB = Id}, 其中 Id 是 d × d 的单

位矩阵. 为了方便, 我们简记成 OD×d. 那么 OD×d

是一个嵌入在RD×d 的子流形.
这里我们提供矩阵流行优化最基本的介绍, 主

要是基于流形的一阶投影梯度优化[59, 87]. 直觉上,
流形投影梯度方法是迭代优化路线, 首先需要理解
在约束集上的搜索方向, 我们称为切空间 (Tangent
space). 给定一个目标函数 f , 梯度 −∇Bf 是在全

空间上计算得到的, 即空间 RD×d. 这些梯度都被投
影到切空间上. 在线性切空间的任意非零步长都会
导致离开非线性约束集. 所以, 最后我们都需要使用
回缩 (Retraction) 把步长投影到约束集合上. 使用
上面三步, 一个标准的一阶迭代求解方法就可以用
来求解矩阵流行优化问题了. 详见图 2.

图 2 矩阵流形优化示意图

Fig. 2 Illustration of matrix manifold optimization

切空间 TBOD×d: 切空间对于理解任意流形的
几何结构是至关重要的, 它是在某一个点对流形的
线性近似. 为了定义该空间, 我们首先定义流形
OD×d 上的一条平滑曲线 γ(·) : R → OD×d. 那么
切空间定义如下:

TBOD×d =
{
γ′(0) : γ(·)是流形 OD×d 上的曲线,

并且满足 γ(0) = B
}

(78)

这里的 γ′ 表示微分 d
dt

γ(t). 简单而言, 切空间
TBOD×d 是在点 B 处所有沿着流形方向的空间.
然而上式是非常一般的表达形式, 而且非常抽象. 为
了方便, 下面给出 Stiefel 流形的简洁等价形式:
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命题 2. 下面三个集合是互相等价的

TBOD×d =
{
γ′(0) : γ(·)是流形 OD×d 上的曲线,

并且满足 γ(0) = B
}

(79)

T1 =
{
X ∈ RD×d : BTX + XTB = 0

}
(80)

T2 =
{
BA + (I −BBT)C :A=−AT, C ∈ RD×d

}
(81)

式 (81) 的定义是非常有用的, 因为它是构造性
的, 对于优化而言是非常必须的.
投影 πB : RD×d → TBOD×d 因为 OD×d 是

嵌入在欧氏空间的 RD×d 的一个子流形, 所以自
然想到使用欧氏空间的度量: 标准的内积运算
〈P, N〉 = tr(PTN) 以及诱导的 Frobenius 范数
‖ · ‖F . 通过这种度量, Stiefel 流形是欧氏空间的
一个黎曼子流形 (Riemannian submanifold). 这可
以直接使我们考虑一个可以把任意矩阵 Z ∈ RD×d

投影到切空间 TBOD×d 上的投影, 换句话说,

π(Z) = arg min
X∈TBOD×d

‖Z −X‖F =

arg min ‖Z − (BA + (I −BBT)C)‖F =

arg min ‖(BBTZ−BA)+(I−BBT)(Z−C)‖F =

arg min ‖B(BTZ−A)‖F +‖(I−BBT)(Z−C)‖F =

arg min ‖(BTZ−A)‖F +‖(I−BBT)(Z−C)‖F

(82)

最后一个等式是由于 Frobenious 范数的酉不变
性. 上述的最小值可以通过设置 C = Z 和 A

为 BTZ 的斜对称部分, 即 A = skew(BTZ) =
1
2
(BTZ − ZTB)[88]. 所以, 投影为

πB(Z) = Bskew(BTZ) + (I −BBT)Z (83)

回缩 rB : TBOD×d → OD×d 投影梯度方法

需要沿着流形最陡梯度方向迭代步长, 也就是说
B + βπB(−∇Bf). 任意非零步长 β, 这个迭代都会
离开 Stiefel 流形. 所以, 回缩是需要把它再投影到
流形上来. 现在有很多不同的投影回缩方法[89], 这
里我们定义一个在点 B 处步长 Z 回缩到流形的方

法:

rB(Z) = arg min
N∈OD×d

‖N − (B + Z)‖F (84)

即在流形上离迭代 B + Z 最近的点. 由于是酉
不变范数, 一个经典的结果就是 rB(Z) = UV T,
其中 (B + Z) = USV T 是奇异特征值分解[88].
或者等价的 rB(Z) = W , 其中 (B + Z) = WP

是极分解 (Polar decomposition). 更方便地, 当

Z ∈ TBOD×d, 那么回缩是有闭式解的 rB(Z) =
(B + Z)(I + ZTZ)−1/2[89].
算法 1. 在 Stiefel流形上的梯度下降 (包含线

性查找和回缩)
1: 初始化 B

2: while f(B) 未收敛 do
3: 计算 ∇Bf ∈ RD×d

4: 计算 πB(−∇Bf) ∈ TBOD×d

5: while f(rB(βπB(−∇Bf))) 没有充分小
于 f(B) do

6: 调整步长 β

7: end while
8: B ← rB(βπB(−∇Bf))
9: end while

10: return f 的 (局部) 最小值 B∗

介绍完矩阵流形优化里面的三个重要概念后,
就可以利用传统的非凸优化方法进行优化.

算法 1 给出通过线性查找的进行梯度下降优化
的伪代码.

因此, 只需要知道非凸目标函数在欧氏空间
的梯度, 即可通过算法 1 进行优化求解. 基于矩
阵流形优化的实值多变量维数约简算法及其欧氏

空间梯度见表 4. 注意表 4 中的优化目标函数均
已转化成求最小值. 其中, L = D − W , D 为对

角矩阵, 对角线元素为 W 每行元素和; LSDR 方
法虽然没有解析形式的, 但是其梯度可逐元素计
算: [∇Bf ]ij = α̂T ∂Ĥ

∂Bij
( 3

2
α̂ − β̂) − ∂ĥT

∂Bij
(2α̂ − β̂) +

λα̂T ∂R
Bij

(α̂− β̂), β̂ = (Ĥ + λR)−1Ĥα̂; MIDR 在计
算权值矩阵 W 时的除法为矩阵除法, 即逐元素相
除, 实际计算中对角线元素强行置为零. 此外, 符号
¯ 表示矩阵 Hadamard 乘积.

9.3 中心子空间维度估计

前面我们在讨论中心子空间的时候, 都是假设
子空间维度 d 已知. 然而, 实际情况下, 我们无法知
道其真实的子空间维度. 文献 [23, 25] 提出基于卡方
统计量的序列检验. 文献 [90] 提出了使用排列检验
来估计子空间的维度. 使用自助法来估计子空间维
度被广泛使用[38, 54, 91]. 因此, 本节主要介绍使用自
助法进行子空间维度估计.

首先, 我们介绍一个距离度量[55]:

∆(S1,S2) = ‖PS1 − PS2‖2 (85)

这里的, S1 和 S2 表示D 维空间的两个 d 维子空间,
PS1 和 PS2 为到这两个子空间的正交投影, 这里的
‖ · ‖2 为矩阵 2-范数, 即矩阵的最大特征值. 因此 ∆
越小, 两个子空间越近.

自助法的基本想法如下: 对所有可能的维度
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1 ≤ k ≤ D − 1, 我们可以获得一个估计的子空间
Ŝk, 然后我们可放回的采样和原数据等大小的数据
T 次,我们通过自助样本,我们可以得到 T 个估计的

子空间 Ŝt
k, t = 1, · · · , T . 因此, 对于每一个 k, 我们

可以计算出 Ŝk 和 Ŝt
k,记为∆(Ŝk, Ŝt

k), t = 1, · · · , T .
最后我们使用 ∆(Ŝk, Ŝt

k), t = 1, · · · , T 的均值来表

示每一个 k 的变异性的度量, 那么最小变异度对应
的 k 就是我们需要估计的 d.

下面分类讨论一下该方法的合理性:
1) 当 k < d 时, 那么我们估计的 k 维子空间是

中心子空间的子空间. 理论上来说, 该中心子空间的
k 维子空间可以是任意的. 因此在自助法的情况下,
变异度会增加.

2) 当 k = d 时, 中心子空间总是可以被估计出
来.

3) 当 k > d 时, 有 k − d 个方向是会和中心子

空间垂直, 而且是随机得到. 因此, 变异度会显著增
加.

10 典型应用

本文探讨的实值多变量维数约简算法适用于一

般意义上的回归问题中的维数约简, 涵盖一维和多
维响应变量的情况. 为了便于读者了解文本核心内
容所针对的研究方向, 本节将介绍行人计数[10]、人

体姿态估计[8] 和空间划分树[15] 这三个经典应用.
1) 行人计数, 是指通过计算机技术对视频中正

在行走的行人进行数量的估计. 在当今社会对行人
计数的需要越来越突出, 尤其在公共安全和智能交
通等领域中, 行人计数扮演着重要的角色, 如卖场的
人流管理、地铁人流引导、火车站人流管控、集会

临时通行口设置等[92−94]. 随着众多学者的深入研
究, 越来越多的学者对行人计数问题提出了有效的
行人数量、密度特征来对行人进行预估, 例如, 文献
[9−10] 中应用的行人特征达 129 维. 因此, 通过维
数约简算法对数据预处理、消除冗余、挖掘特征间

的相关性就显得很有必要. Zhang 等使用核维数约
简算法进行行人特征提取, 与未降维特征和主成分
分析降维后特征相比, 核维数约简算法可以实现更
好的特征提取[10]. 此应用中的响应变量为一维的情
况, 即每张图像中的行人数量.

2) 人体姿态估计, 是指通过人体的轮廓图来估
计人体三维空间的姿态. Kim 等在实验中, 使用一
个 160× 100 的轮廓图, 来对人体 59 个三维关节角
的进行预测[8, 11]. 应用中的自变量 X 为 16 000 维,
而响应变量为 177 维的向量, 即本文所介绍的多元
响应变量的情况. Kim 等使用提出的协方差算子逆
回归算法对输入空间进行降维, 并进行可视化和模
型预测. 可视化结果表明, 协方差算子逆回归算法可
以有效挖掘人体姿态的内在规律. 预测结果表明, 协
方差算子逆回归算法可以提高预测精度.

3) 空间划分树是指迭代使用切平面对数据空间
进行划分, 在向量量化和最近邻查找过程中起重要
的作用[15, 95]. 其中, 切平面的表达学习对空间划分
树的构建起到决定性的作用. Shan 等通过使用无监
督的核维数约简算法来学习数据空间的一维投影方

向[15], 即切平面. 较之前的空间划分树算法, Shan
等提出的空间划分树在向量量化和最近邻查找中实

现更好的性能, 并且具有发现数据内在维度的潜力.
在该应用中, 虽然是无监督的设置, 实质上是把自变
量X 的拷贝视为响应变量 Y [37], 即为响应变量为多
元的情况.

11 总结与展望

本文对实值多变量维数约简维数约简算法作了

综述, 并介绍了实值多变量维数约简发展历史. 按照
不同的研究技术, 把现有算法划分成基于前两阶矩、
模型、互信息、相依准则、回归梯度和非线性的实值

多变量维数约简, 并分析其代表算法的优缺点. 其
次, 通过求解手段的不同, 算法可以划分成基于特征
值求解和矩阵流形优化求解.

表 4 通过矩阵流形优化的降维算法的总结

Table 4 Summary of matrix manifold optimization-based dimension reduction algorithms

算法 目标函数 f(B) 欧式空间梯度∇Bf 对应的权值矩阵W

KDR[33] tr[KY (KU + nεIn)−1] 2
σ2 XLKDRXTB

WKDR= HΩH ¯KU

Ω= M−1HKY HM−1

M= HKU H + nεI

LSDR[35] 1
2 α̂TĤα̂− ĥTα̂ 不存在解析形式梯度 无拉普拉斯形式

MIDR[36]
d+1

n(n−1)
∑

i6=j log(‖(xi − xj)B‖2 + ‖yi − yj‖2)−
d

n(n−1)
∑

i6=j log ‖(xi − xj)B‖2
− 4

n(n−1) XLMIDRXTB
WMIDR = d

DX D̄X
−

d+1
(DX D̄X+DY D̄Y )

HSIC[37] − 1
(n−1)2

tr
[
KU HKY H

] 2
σ2(n−1)2

XLHSICXTB WHSIC = HKY H ¯KU

DCOV[38] − 1
n2 tr

[
DU DY

] − 2
n2 XLDCOVXTB WDCOV =

HDY H

DU
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从第 1 节介绍的关于实值多变量维数约简的研
究现状看, 存在以下值得进一步研究的问题和潜在
的方向:

1) 实值多变量维数约简方法侧重于考虑响应变
量集与自变量集之间的条件独立性等统计特性, 而
较少考虑数据集中的拓扑结构保持. 多数研究工作
集中考虑了获得的统计子空间是否仍属于中央子空

间的问题, 如中央均值子空间、二阶方差子空间等.
这些工作强调了不同统计性质的线性组合不会改变

其属于中央子空间的性质. 但这些统计性质不能有
效地反映数据集中的拓扑结构. 从近年来的研究趋
势来看, 对数据的分析不仅要求预测性能好, 也需要
有好的可解释性. 因此, 在低维约简时保持好相应的
拓扑结构就十分重要了.

2) 实值多变量维数约简方法多数假定数据集具
有线性和对称分布, 如椭圆分布. 当数据是由低维流
形嵌套在高维空间的表达时, 这类方法可能在约简
过程中, 不能正确的恢复低维流形, 因而导致预测性
能降低. 在生物认证中的某些数据集, 如姿态等, 在
降维时可能呈现光滑的沿流形的变化, 如果在降维
时失去低维流形的正确或近似表达, 则会降低对姿
态的预测. 尽管在文献 [45] 中涉及了流形学习与实
值多变量维数约简的融合, 但其处理方法 (先利用拉
普拉斯降维, 再采用核维数约简做进一步降维) 未能
很好的同时保持这两者共有的优势.

3) 实值多变量维数约简通常假定了数据与时间
序列无关, 而时序数据集的特点是数据之间具有时
间的依赖性, 或上下文关系. 如智能交通领域中对行
人的计数, 在进入采集区域的人群数量显然具有时
间序列的关联性; 在生物认证中, 步态序列里帧与帧
之间也具有时间的依赖性. 如果忽视这层关系, 则在
降维过程中会导致预测响应变量时产生错误的时序

表达, 从而影响对数据分析的全局判断. 因此, 时序
数据的实值多变量维数约简方法研究有待于研究.

4) 实值多变量维数约简主要考虑了单组自变量
集和响应变量集之间的关系, 并试图构造按条件独
立性来简化高维自变量集和响应变量集的结构. 当
待分析的数据呈现为复杂关系时, 如常见的贝叶斯
网络结构时, 现有的实值多变量维数约简方法则不
能很好地获取相应的结构. 而研究这类复杂网络关
系或概率图模型在机器学习领域是比较重要的一个

分支, 包括对其的建模、推断和学习.
5) 面对大数据时代的到来, 更对维数约简提出

了很大的挑战, 同样也显示出降维的必要性. 然而,
如何将实值多变量维数约简应用到规模庞大的数据

中并且可以对数据进行高效的处理就成为一大难题.
核矩阵在大数据中就会变得异常大, 因此基于核函
数的那些方法就更显得束手无策. 但是大数据或许

会有些统计特性来放松对线性条件的约束.
6) 虽然文献 [43−44] 中提出了对充分维数约简

的稀疏化学习, 但是局限于特征值分解的情况. 因
此, 有必要对基于矩阵流形优化的实值多变量维数
约简方法进行稀疏化学习, 并且可以考虑为实值多
变量维数约简建立统一的稀疏化学习框架, 这样更
有利于加强实值多变量维数约简的应用前景.
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